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59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, · · · , 571, · · ·

�� 23 	���, Euclid ����������. �������, ��

�������	����
���

n! + 1.

���, ��	�����
 2 � d � n ��� d ���; �������
n ����. �����	�Æ��������, ������
���
��.

	���� x > 0, � π(x) �	�� x ��� p �
�, �

π(x) =
∑
p�x

1.

Euclid ����� π(x) �� x �������. ��������
	�
��������������.

�� 18 	�, �� Euler ��������
�����. ���, ��

��
���
	�������Æ����
	����������
�����������

∞∑
n=1

1
nσ

=
∏
p

1
1 − p−σ

(σ > 1).

������ σ = 1 �	��, � Euler ��	��������
��
�
1) ∏

p

(1 − 1/p) = 0.

� log(1 − 1/p) � −1/p ��, Euler �����������
∑

p

1/p = ∞.

�  ���� 5 ������� ��.

1) � Æ!� !, !�"�""���#.
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��� Gauss (1792), �!� Legendre (1798, 1808), ��# �� x �$

����,

π(x) ∼ x/ log x. 1)

�"!�!� 1852 �, Chebyshev ���� ���
"������� a

� b #�

ax/ log x < π(x) < bx/ log x (x � 2).

��#�����, �$��� Gauss-Legendre  ��#��
�����
���%����, 	�!��� x, 	�	� $ a = 0.921 � b = 1.106.

Riemann (1859) "$!�� zeta ��

ζ(s) =
∞∑

n=1

n−s

"%� #���. �#� ζ(s) ��$��% &�%&�	���
.

�� Riemann ����!�, 	�"%���������� π(x) �
�

#
.

	!, Hadamard � La Vallée-Poussin ���� Riemann �����, �

1896 �!��������


π(x) ∼ x/ log x (x→ ∞).

���"�����#��"&'. �%����, 	������&&&

$��'.

1. �
��

�
����
$#�� 1 ��� p �(���$����� d �

1 < d < p. 	' 1 	���, � 2 �(��%��.

��	����������!�, ��%��$�������%�
'����
�������������, �����	 1 �
� n �


1) ($)&�), %*&('' n ()*�)*'* pn ∼ n log n.
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������������

n =
k∏

j=1

p
νj

j .

������!"��+������(��(&���,�. ��!�	

�� < n ���#���(� n 	���, !� n ����� d ∈ (1, n). 	

����
�����,	�	�� n ��� n = dm, �� m = n/d ∈ (1, n).

��	 d � m �%*�(&++-,&	���)���.

(�!����	,*$
. �()��Euclid �������� p 


��� ab, � p 
� a � b. +�'-��
. !�, �� n ��
	��
����� n =

∏k
j=1 p

νj

j � n =
∏�

i=1 q
σi

i , ,'
 pj ���"
 qi, ))�

����. .%�, 	�� k = �, �(������.��-�(�!, 	�

pj = qj (1 � j � k). .++, ��� ν1 > σ1. , m = n/pσ1
1 ��
�	���

���	����. ����������(*.

Euclid ++,--/./),.0-/*/10* Z --.-/+-+0. 1

*)01�* I 0 Z -+1-., 122Æ233/,42-+1100*-33
42+,-., .3/5/

(x ∈ I, y ∈ I) ⇒ x− y ∈ I, (x ∈ Z, y ∈ I) ⇒ xy ∈ I.

314362-00*
αZ = {αm : m ∈ Z}

27 Z --.. ,-.845//56/�� Z ������� I  ���! 
� I = αZ. 456, -907 {0} --. I 1167/3,4-.-01:589
-2-+12752 I 267 x �→ −x 4+,-.. 8 α 7 I 9-"767, 02

αZ ⊂ I . 628, /28- β ∈ I , 3 Euclid 3277 β = αq + r, ,9 0 � r < α. 8

αq ∈ I , -02 r = β − αq ∈ I . :3 α -"75, 7;42 r = 0 , β = αq ∈ αZ.

	����� Euclid ���
. + a, b, p �
 p | ab � p � a. ���9

!#� ax + py (x, y ∈ Z) �#���� aZ + pZ � Z ��

� αZ. �


�53 a � p, ��� α | a � α | p. �!�-,	� α = 1 4 α = p. � p � a,

���9�	�!	�3�. ��� α = 1, �� aZ + pZ = Z. .%�, ��
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x, y ∈ Z #�

ax+ py = 1. 1)

�����6��� b, � b = abx+ pby = p{(ab/p)x+ by}, ��� p | b, ��
��)���.

2. $%

�<�:4)(5� Gauss. + m � � 1 ���. ��� x, y �
��
m �<, ����7 x− y �� m ��. ����

x ≡ y (modm).

������ a �<���������� a ��<
, �� a. �<
 a �

����
���
� a �&'!. '�
�<
��� {0, 1, · · · , m − 1}
��(�����, ����
�� n ��������������� m

�!�<�. ����<
#������ Z/mZ 2), �(	�&	�:�,

	����� a, b, �<
 a+ b � ab 9;:� a � b ������<
. �

�	�	�� Z/mZ ���
�
�
�����
a+ b = a+ b, ab = ab .

��* 3) #� Z/mZ ;���
;6(7����6<8�, ��  9

,� Z ������. ��, ��9,	��;:����Z/mZ <�	�

�, �����
�5�����	��5. =�� Z/6Z ��� 2 × 3 = 0.

	�� (Z/mZ)∗ �� Z/mZ ���	6�#����, ��#�� ax = 1 �

���<
 a �#����. 8=�� Euler "#)� �� ϕ(m), ��
�

ϕ(m) = |(Z/mZ)∗|. 4)

1) %>7?*Bachet +$ (1624). <>?9:;@=;= Bézout �8A.
2) <<= Z/mZ >9<=(=>" m �?*:@ (A; {0, 1, · · · , m − 1}) "@>=@,<
B=.

3) C=>?? Z/mZ A�&(B>�>@. D>=, ?@A@>)=A&(B*?AE, !�

@?9A>�= Z A�B?BC?B. <CADCBBF&B, @DCB=G?A�DH*AID
(mod m).

4) JC=A, !�A |A| C?BDEE A �B)�(*.
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�%	9�D��,-%.
� m � 1, ϕ(m) /	&m '��
� a (1 � a �
m) �.�. �!	�&�F� ϕ(m) �!���.

7B, 78 N(m) 74 m GK-6210 a (1 � a � m) -10. 3 ax ≡
1 (modm) 7; (a, m) = 1, EC77 ϕ(m) � N(m). 628, 1 (a, m) = 1, / m -

62KF� (E0GF:2;) 3H Bachet ,-, CG3B73-620I-HL
E ax+ py = 1 0*, 77 aX +mY = 1, ,9 X, Y 7FD-10. FH6I52+
a ∈ (Z/mZ)∗.

����
 Bachet �
��������
-);���-�(��
p, )0 Z/pZ *�.+. 6<8�����
	� p �D���� a ��<


� Z/pZ �	6. �� a �≡ 0 (mod p) �I� (a, p) = 1, �����	�J
������;�. .%�, 	���� p, Z/pZ ����( ϕ(p) = p− 1. �
%���� 1 G� 6 ����, E�E�, 	��� n � 1, 	��

ϕ(n) = n
∏
p|n

(1 − 1/p).

����,�, 	�&	��1�, d �
-�2./34

P (x) ≡ 0 (mod p)

0 Z/pZ 1223 d .�45������.

7B, K8FF2 k 1-M-G x1, · · · , xk. 3 P (x) = P (x)−P (x1) C2GHH
3HJIE

xj − xj
1 = (x− x1)

j−1∑
i=0

xi
1x

j−1−i (1 � j � d),

77 P (x) ≡ (x− x1)
a1Q1(x) (mod p), FL a1 � 1, C Q1(x) 0+1H07 d − a1 -

JJECG x1 -02-G. FB x2 47JJE Q1(x) -G. EK6N2F77

P (x) ≡
k∏

j=1

(x− xj)
ajQk(x) (mod p),

,9 Qk 0+12 Z/pZ 9OG-JJE, CG,"LHJ-L04 P (x) -"LH
J-L00M. 3B77

k �
∑

1�j�k

aj � d.
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+ p ����, a �����	� p �D�. M< (Z/pZ)∗ ��KH

x �→ ax. ���
�H, ����,��������, �����PH.

�� ∏
x∈(Z/pZ)∗

x =
∏

x∈(Z/pZ)∗
ax = ap−1

∏
x∈(Z/pZ)∗

x,

��M�
ap−1 ≡ 1 (mod p) (a ∈ (Z/pZ)∗).

�
-)�K��
�Fermat 5�� 1). =&, 	��,*���;:�7

(Z/mZ)∗ ��� (�� m �����)�� a ∈ (Z/mZ)∗, ,KH x �→ ax �

(Z/mZ)∗ ������'6. N)���  	� (��I�� (Z/mZ)∗ �

�	6����&�	6�)

aϕ(m) ≡ 1 (modm) (a ∈ (Z/mZ)∗).

���I>�Euler 6/.

+ n���. �%�
�����, �#	�$#��� n,	 2n−1 (mod

n) ��#  ������. ���	�� 1, , n 	���. ���� 1,

Q���	�R� n ���, �=&��� (��
 n �� 2 ,7�6��)

I����. �
D������?N���
������OJ���
�J.

Fermat ��
$����
��6@�2). 	�
�� n > 1 ��


Carmichael �, �� n ��
�� (�	���) �(	��� n ����

� a, �� an−1 ≡ 1 (mod n). 	�� Carmichael �� 561. Alford, Granville �

Pomerance � 1992 ���������O
 Carmichael �.

Z/pZ �������=�;��Wilson �� (� 1770 ���� Waring

��ASG�)�

1) L:K'J8�Fermat 8+$. LK)TÆ n � 3 C, PL xn + yn = zn BDQC�?*P

x, y, z. L(K' 1638 D9M�MLEU, :QRN Wiles N Taylor GMF (1994) · · · , <LVM
)GW=(ONÆ.

2) H@ Lucas (1891) MFÆ, O (a, n) = 1, an−1 ≡ 1 (mod n) @DA' n− 1 �9&)<; q

RD a(n−1)/q �≡ 1 (mod n), N n @)=()*. %>P9:ACPMS)*.
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p ��� ⇔ (p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

:S0NT-/1 q | p G 1 � q < p, O q | (p − 1)!, F8XP q | 1, OC q = 1.

2G04O-/*Q (p − 1)! ≡ ∏
x∈(Z/pZ)∗ x (mod p) 9-I+J x U2+1J p -

-7 x′, CG x = x′ DGTD x ≡ 1 (mod p) R x ≡ p − 1 (mod p). G*Q9-V
JEPTÆ, Q7D x �= x′ R, x 42--7 x′ W2+K, 3B77Q*QMR-
1 × (p− 1) ≡ −1 (mod p).

3. <=>?@PAB<=CD

9!O��, ����LM��	NQ�, �U�� (.%���
�)

��V�!��, �#�NS�O�W�S�	���RS�X����.

��  SX��SP�T�T	��#
8T��QL�(), ��
�EY�Y��������. TK	#�U��,;Y����Q��
�, ����, 5Z
���, R������-,���Q�. ?N���

!�U,, ������ �, ���
����T��:4!�VO�+
 , ��%�VW�SR�T��.

��, �������, �$�U� V��ZZ, �	��W�	��
�[[�� (P-�) X��YW��	�S�X���T; ����, ��

�	��J��NUXY���
�$���T�!�[��, !�	��


�VT������&���\"�Y�, ����
�T4�T��U
!��U?

	����9��\)��$�
VRSA �=W1). ��=�#��


"����ZI[!����(MWX.

M<� n 
� {I1, I2, · · · , In} #��]V�=. �=���ZX�%U
�78 (
L!�\,	��%,
�&����)4F9�:;< (���

��Y>�\,�W��������, �I���^$) �����;W.

��, �= RSA �]V��'
�Z Ij �X�	�� (pj , qj) —— ����

	����������� nj = pjqj ——�T�
� ϕ(nj) = (pj −1)(qj −1)

1) [ Rivest, Shamir N Adleman. _�= 1978 D]?�YZ`\Y]@%]\[^�=(_
S`a.
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����� cj . RSA �=%���V�5����QL
�����
�
���
��  �"��, �,*
�V�W�� (����]V�Z�#

V� pj � qj), �"�	�	����
�������\���� (�

� nj -��� pj � qj). ����b^�", �� 10100 �����
.Z

�

	����V��W.

RSA ]V�=^;�
 (���) �X
#, ������'
 Ij �	

�� nj � cj . ���� Ij �_ nj �����, ���������]c�
cj � ϕ(nj) !�6� dj

1).

�-=>���
	��!� nj (���������) ��� M , 4

�I����Z������=��(�'
�]����]���I_
��a, �����������Z���.

���� I1 �� I2 ��-
�L�Æ
 M �, ��� I2 Y[��

M2 = M c2 (mod n2), ���� M2 � ≡ M c2 (mod n2) �	����. � I2 %

� M2 �, ��(�� Euler ��2) �  Md2
2 ≡M (mod n2). I2 �����

� I1 ����Æ
. ��9���X
#��#��% (���) �		�
  � d2 �, �����#���Z�Æ
.

� I1 [ � I2 ��-�����Y>�Æ
 M �, ��� I2 Y[�

� M1 = Md1 (mod n1). � I2 (����]V�����Z) 	� (����

� Euler ��)  � M c1
1 ≡ M (mod n1). ����M)��#��-�!�


^Z�Æ
, ������� I1 ����$
L. ��	� M ��`�
�����Y>.

� I1 �� I2 ��-[
�L��[������Y>�Æ
 M �,

1) A_B�*(AE)Q9^�, GadE�\*_>\\�?*�b*D`. ]]=Æb, a

`a?* a N b @$ 1 � a < b D (a, b) = 1. O q1 )> b/a :bQ�?*, N r1 := b − aq1 b

G |r1| � a/2. D>=, >=?* q2 @$ r2 := a − r1q2 = a(1 + q1q2) − bq2 bG |r2| � a/4. _

`L>]L@^ rj+1 = rj−1 − rjqj+1, N |rj+1| � a/2j+1. c]ea (log 2a)/ log 2 ^L, "$

rk+1 = 0, _b rk | rk−1. ^cdMN<"c` rk | (a, b), *b rk = ±1. <NL>_f"g rk )

a N b �=(ebH`. L>dhdÆ?* u N v @$ au + bv = ±1. <b a c b L�_B" u a

b − u.
2) !�D c2d2 ≡ 1 (mod ϕ(n2)), << (M, n2) = 1 C Md2

2 ≡ M (mod n2). "LMFL(D

H*?@= (M, n2) > 1 C@D>Md.
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������� n1 < n2, ��� M12 = M c2
1 (mod n2) Y� I2. � I2 ,	�

<);I  �� Md2
12 ≡ M1 (mod n2) � M c1

1 ≡ M (mod n1) ��Z�Æ


—— ����Y>���$)���9T��#�Æ
�	������
�����Q�.

()�f��, e�e M c 	�
 N � (
� N ≈ 200) �� n Æ�<�

  �	()� i�  fe. ���, M2 
�� n Æ�<�  	�

��
 N ��U���, �+����
 N �����. ��R�� c = 2k

�, M c 
�� nÆ�<�  	��I k I�
 N ��%U���, ���

E��, �9�jT� c =
∑

0�j�k εj2j (�� εj = 0 4 1) 	��O( k 
 N

I��. 	�!�	a)"b��� N , ��f  S�*�����, 


L)�"�	��cUd�.

4. JKL%

+ p �����. M<� q(x) = x2 ��
�KH

q : (Z/pZ)∗ → (Z/pZ)∗.

, q ��!�e, ����, K�

q(xy) = q(x)q(y).

���� q(x) = 1 f��
�, � 1 � p− 1 (�	���� ±1, �����

(Z/pZ)∗ �� p− 1 = −1), 	'���� q(x) = a ��
�, ���� x1, !

�����b��
� x1 � p − x1. ���� a 
�? p �M1@A. �

�	�f� 1
2 (p − 1) 
� p �9I_<. ���, �� Qp ��� p ���

9I_<���, !�� |Qp| 
9��� q−1{a} = {x ∈ (Z/pZ)∗ : q(x) = a}
(a ∈ Qp) ��� (Z/pZ)∗ ��
�g, ��� p− 1 = |(Z/pZ)∗| = 2|Qp|.

M<�
 f(x) = x(p−1)/2 ��!�e f : (Z/pZ)∗ → {−1, 1}. � Fermat

��
	�, 	 Qp ���� a, � f(a) = 1, [��Og��� f(x) = 1 �

(Z/pZ)∗ ��O� 1
2 (p − 1) 
h, �� Qp �b����h���. ����
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