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 1.2

� 1.3 � 1.3����� 1���	���������,���� “�”�

���� X ����� 1 ��	�Æ���, � � O 	� π
3
�	�Æ��

���� 1.1 �� 1.2 ������, ��!	���������Æ����
�"�


 1.3

����	���������	��	
�	#�$�	���, �
�

����#�#����	%&�$���������,����Æ����
���, �
�'�Æ��������(��)��

'������ ��������
�
���!"*, ���+�

� �

�
 1.1 �������� G#��� “$,�!”,���-� G×G→
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G (����, (a, b) ∈ G×G ��-�"�.�	 a · b  ab, �� a � b ��),

��
!%
i) (ab)c = a(bc) �#/ a, b, c ∈ G �� (��� “&'���”);

ii) �� ($��) e = eG ∈ G �( ae = ea = a �#/ a ∈ G �� (e �	
���);

iii) �#/ a ∈ G, �� ($��) b ∈ G �( ab = ba = e (b �	 a ���,

� b = a−1)�

� G ����� ����, ��)�%��
���

iv) ab = ba �#/ a, b ∈ G ���

(�#��, a, b ∈ G, � ab = ba, 0� a � b ��, 
! iv) ��& G �#/�

�,"#�)

���"*�1�	���*$, �+	���'2������,3

��, 4�5((�	�������������
�����, -� �

1.1∼ � 1.3 �������
)���"�%&Æ�'	����
� 1.4 ��( ��	��� Q∗ ����&'�$,�!���!*

., ��( �	��� R∗ ���( �	���C∗ ���&'�$,�!

�����, �����	��� Q>0 �����&'�$,�!���

�/�� 1.4 �, Q∗ � R∗ ���, �
$6���!��7�, ��& Q∗

� R∗ � “��”��!., �� G ����, H � G ���, 
/ G �&'�

!�����, 0� H � G ����

�� 1.1 + G ��, H � G ���, 0 H � G ����
)�""

!��%

i) � a, b ∈ H 0 ab ∈ H ;

ii) e ∈ H ;

iii) �#/ a ∈ H � a−1 ∈ H�

�#�*�, $�06	�,- (,- 1.8)�

�� 1.4 �, Q∗, R∗ � Q>0 �� C∗ �����#/� G, �,�� {e} �
G  ��� G ������&8���,������, +� {e} � G ��

���

� 1.5 ��
	��� Z ����,'�$,�!��, ����&"

*�� “&'” -�� “,'”, �� Z � “,'�”�!*., ����	���
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Q, ���	��� R ����	���C ���,'��

�/ Z� Q����9�� Z�,��%	���� (,')��, �� 2Z�

'�!., �#/
	 n, �� n ��	���� (,') �� nZ ⊂ Z�

�#/�
	 n, n.��&�
Rn ���&�
 Cn��,'�$,�!

���'�!., #�� ����
���,'�$,�!���

�/, �#������	�&&'-�� “,'”, ��:� “,'�”��

/���&&.-��,. “+”, &��,�� 0, ����, �&��, a �

',�� −a, �� a ����1&���0;��.8��(�2�<�
� 1.6 + n ��
	���
	 a, b ��	 n 
��, ��1��3�

4 n 
), �/� a ≡ b (mod n)�9��=���/
) (��=
)�Æ

�, ����56�), ��	�/) n ��=
)&��
	�!�+>:, �

#/
	 a, ā = a+nZ = {a+ kn|k ∈ Z} �� a �=���
	���, 1� Z

������0�=�
	���!, ����) n�
�Æ (��23���

��) n �
��)���) n ��=!����� Z/nZ, 14���� n ,

���9��#/
	 a, b, ā ��#/
	� b̄ ��#/
	��� a + b �,

����	�� Z/nZ �"*�� “,'” �! ā + b̄ = a + b; !*., �	��

Z/nZ �"*�� “&'” �! ā · b̄ = ab������?"*�,'�&'��
"#�������*���

9� Z/nZ /,'�����, 
� 0̄ � ,, ā �1,� −a�

���2@�"A��)'�+ a, b �
	, b > 0, + r =
[a
b

] (
��7�

a

b
��7
	

)
, s = a− rb, 0 0 � s < b, �=	B�)	�� s �= 0, & a, b �

8#� b, s �3C	)', ��3C"5, ���9�4� “A��)”���,

)��=	�(5B, �	#6-' �	D���!	�A��):&��
��(�=	 0, +�A��)6E��6-'��Æ
, ,�)'�(�=	

���� ma+nb (m, n ∈ Z) �	, �����)'�)	 d 	�
)7�)'

�)	, +�
) a � b���(�d = gcd(a, b), -
��	�#/��
	 a

� b ��78F		�;� ma + nb (m, n ∈ Z)�

+(Z/nZ)∗ � Z/nZ ���� n 07��=!����� (�/� ā ��

��	� n 07, 0
����	�� n 07), 09� (Z/nZ)∗ /&'���
��, 
� 1̄ ���,; �#/ ā ∈ (Z/nZ)∗, �A��)'	D��
	 r, s �

( ra + sn = 1, ā �',�� r̄�

� 1.4∼ � 1.6 �����<=>��"����("#�����
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� 1.7 + S �����, S �Æ������-��� S ���
��

����"#������� Per(S)��#/ σ, τ ∈ Per(S), � σ ◦ τ � σ � τ

���, �

σ ◦ τ(s) = σ(τ(s)) (∀s ∈ S) (1)

09� σ ◦ τ ∈ Per(S)�4�#/ σ ∈ Per(S) �'-� σ−1 ∈ Per(S), � Per(S)

���� “9�-�” idS , &,�, s ∈ S -�Æ���"*	�, Per(S) ��

�� ◦ �&'��, �� S �
��, 
����,� idS , �#/, σ �',

� σ−1 (�/, ���"*4������, � (σ ◦ σ′) ◦ σ′′ = σ ◦ (σ′ ◦ σ′′))�

88., S = {1, · · · , n} �"#��	 n ����, �� Sn��/Sn � n!

�,�

�#/ σ ∈ Sn, �

∏
1�i<j�n

(σ(j) − σ(i)) = ±2!3! · · · (n− 1)! (2)

��4�,�� S ��	.������4���/
9 (�/ σ���-�),

����4��:�/�G� σ �
�� (2) ��	��0� σ ��
�, ;

0� σ ��
��	��#��%"#�����An, �	� � (�� 3.6)�

9� Sn ����, σ 	�;?��� 2 H n "�
	0�, 1�@ 1 H

��� 1,2,· · · , n, @ 2 H��� σ(1), σ(2), · · · , σ(n)�����"��*��

'�+ σ ∈ Sn, a1 � 1 � n 
�#�
	, + a2 = σ(a1), a3 = σ(a2),· · · , �
�, �� S ��!�, :&����
	 i < j �( ai = aj ; � i > 1, 0�

ai−1 = σ−1(ai) = σ−1(aj) = aj−1, +�6-'	D��
	 r �( ar+1 = a1�

�A+ r ��?�
	��B���, ��& σ ��� r-�� (a1a2 · · ·ar) (�

σ(ai) = ai+1 (1 � i < r), σ(ar) = a1)�9� σ 	�;���<�I=�: (��

�), 	*���� (a1a2 · · · ar)(b1b2 · · · bs) · · · , 
�,�
	J	
9�� (�

*�1�25�� 1-I=, �&��, idS �� (1))�2-I=������
�/"#���K�	�	#�3�:��, ������7		����

Æ		�, 4����%)+	�	�5���

�� G��!�,0� G����,
,7�	�� G��,�� |G|�9�
|Z/nZ| = n, |An| = n!/2 (n > 1)�� G ���!�, 0��& G �> |G| =∞�

� 1.8 +GLn(R) ��� n× n 	'�0����, -;0�&'�1�

$,�!�� I � n >����∗�����		D0�&'�����, 
�

∗ B<LC3M=NOD>E?



9

#/ T ∈ GLn(R) � IT = TI = T , T−1T = TT−1 = I����	�� GLn(R)

/0�&'�����!*., �� n× n 	'�0���� GLn(C) /0�&

'�����GLn(R) � GLn(C) �8��������!����
+ SLn(R) � GLn(R) ���H"@� 1 �,�����, 09� SLn(R)

� GLn(R) ���, ������������, GLn(R) �����"���
���� On(R), �������; � GLn(C) ����P0�������
Un(C), �������

�#/�
	 n, GL2n(R) ����0� T ���� tT

(
0 I

−I 0

)
T =(

0 I

−I 0

)
(
� I � n >���), 0��������Æ0��� GL2n(R)

����� Spn(R), �������

��������� “FQ�” (+� 3.3 %)�

� 1.9 ����
�Æ��	'��-�����G#�+ V ����

�
, � GL(V ) � V �����G#�����,1� Per(V ) ����4��
�G#���A���G#, ��G#�'����G#, 
9�-����G

#, + GL(V ) � Per(V ) ��� (� ◦ �&')�� dim(V ) = n, ����	�&

GL(V ) �� 1.8 �� GLn(R) ��1� (�"��� 2.5)�

�� V �4�5(�
, �"*(��6: 〈, 〉, 09� GL(V ) ���HI

6: 〈, 〉 ���G# (�� T ∈ GL(V ) �( 〈Tv, Tw〉 = 〈v, w〉 �#/ v, w ∈ V

��,��"G#) ������ On(V, 〈, 〉) (�7�RB/	*�� On(V ))��

1.1 �� 1.2 ��	��
����"G#, ��89� 1.1 ���HI� n �

���"G#C������ Dn, 0�S� 1.19� Dn� O2(V ) ���, ��

��"� ���� 1.2 ���HI�����"G#C��� O3(V ) ���

���
!*., � W �����
, � GL(W ) � W ������G#����

�, 01���� ◦ �&'��, 
� Per(W ) ������ W �J>:8�


, �"*(��J>:8�@ 〈, 〉, 0 GL(W ) ���HI 〈, 〉 ���G# (�

PG#) ������ U(W )�

+ G ��, g, h ∈ G, 0� (gh)−1 = h−1g−1, ��4�

(gh)(h−1g−1) = g(hh−1)g−1 = geg−1 = e (3)

�#�� G, �S� 1.1 9� G �#/	����"�����#/��
S ⊂ G, G ���K? S ����"�� S !#���, �	 {S}�9� {S} �
�� S ��,�
',��!: (K; e) ��, �
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{S} = {sε1
1 sε2

2 · · · sεn
n |n � 0, si ∈ S, εi = ±1∀i} (4)

��4�, 4� (4) �T����K? S ��� H ⊂ G, �#�K? S ���
H ′ ⊂ G 4�K? H , �� H ����K? S ����"�88., � {S} = G,

0� S � G ���!#�, �/� S ��!�0� G ���!#�;�� S 8

���, (� G ���,D�), 0� G �������, g ∈ G D�����
> (	�� ∞) �� g ���

��, �� 1.1 �, ���	�	 2π
n
��� ρ � O2(V ) �� n >,, #�


�� 2 >,, � Dn 	� ρ �#�
�D�, +��!D�� (,- 7)�

$%
1.1. + G ���(���, #���������$,�! (a, b) �→ ab, �(�

#/ a, b ∈ G, �9 ax = b � xa = b (� x) �����# G ��� (��$,

�!�&'�) ����8@"�9 ax = b ��, �;A�H� G ����?

1.2. +� G ���, a, b D�, � a, b �� a5 = b3 = a3b2a2b = e��# G �<

=>��

1.3. �#� n > 2 / Sn ��<=>�, � n > 3 / An ���<=>��

1.4. �# S3 	��#/����� 2 >,D�, �	��#/�� 2 >,�

#/�� 3 >,D����, #/ 2 >,� 3 >,�"#, #����� 2 >,

��"#�(E�%����� 2 >,�:� 3 >,�)

1.5. + a = (123) ∈ S3 � b ∈ S3 − A3�F�(�A!�# bab−1 = a2�(E�%

LÆ,- 1.3 �,- 1.4�)

1.6. + m, n ∈ Z, � m̄ � m � Z/nZ ��.��# m̄ � n >,�
)�

gcd(m, n) = 1�

1.7. + P �� 1.1 ��� n ��, ρ ����	�	 2π
n
���, τ ��#��

���
���� ρ � τ �8� Dn �� n >� 2 >,, 
 Dn � {ρ, τ} D��
1.8. �#S� 1.1�

2 &'

���:
�-������!�Æ, 0���G�+�&%

�
 2.1 + G, G′ �����-� f : G → G′ �	
", �� f(ab) =
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