
3 平稳时间序列分析

　　在时间序列的统计分析中,平稳时间序列是一类重要的随机序列,在这方面已经有了

比较成熟的理论,最常用的是 ARMA模型。用 ARMA模型去近似地描述动态数据在实

际应用中有许多优点。例如,它是线性模型,只要给出少量参数就可以完全确定模型形

式;便于分析数据的结构和内在性质,也便于在最小方差意义下进行最佳预测和控制。
本章对 ARMA模型的基本性质和特征进行介绍。

3.1　ARMA 模型的时域特征

ARMA模型的全称是自回归移动平均(autoregressionmovingaverage)模型,它是

目前最常用的拟合平稳序列的模型。它又可以细分为 AR模型(autoregressionmodel)、

MA模型(movingaveragemodel)和 ARMA 模型(autoregressionmovingaverage)三

大类。

3.1.1　AR 模型

1.AR模型的定义

　　具有如下结构的模型称为p阶自回归模型,简记为 AR(p):

xt =ϕ0+ϕ1xt-1+ϕ2xt-2+…+ϕpxt-p +εt

ϕp ≠0
E(εt)=0,Var(εt)=σ2

ε,E(εtεs)=0,s≠t
Exsεt =0,∀s<

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

t

(3-1)

AR(p)模型具有三个限制条件:

条件一:ϕp≠0,这个限制条件保证了模型的最高阶数为p。
条件二:E(εt)=0,Var(εt)=σ2

ε,E(εtεs)=0,s≠t,这个限制条件实际上是要求随机干

扰序列{εt}为零均值白噪声序列。
条件三:Exsεt=0,∀s<t,这个限制条件说明当期的随机干扰与过去的序列值无关。
通常会缺省默认 AR(p)模型的限制条件,把 AR(p)模型简记为

x=ϕ0+ϕ1xt-1+ϕ2xt-2+…+ϕpxt-p +εt (3-2)

　　当ϕ0=0时,称AR(p)模型为中心化模型。非中心化AR(p)序列可以通过下面的交
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换转化为中心化 AR(p)模型。

令yt=xt-μ,其中,μ= ϕ0

1-ϕ1-…-ϕp
。

中心化变换实际上就是非中心化的序列整个平移了一个常数单位,这种整体移动对

序列的统计特征没有任何影响,因此今后在分析 AR模型时,都简化为对它的中心化模型

进行分析。
引进延迟算子,中心化 AR(p)模型又可以表示为

Φ(B)xt =εt (3-3)

　　式中,Φ(B)=1-ϕ1B-ϕ2B2-…-ϕpBp,称为p阶自回归系数多项式。

2.AR模型的平稳性

AR模型是常用的平稳序列的拟合模型之一,但并非所有的 AR 模型都是平稳的。
对 AR模型的平稳性进行检验可以运用特征根法和平稳域法。

1)特征根法

任一中心化 AR(p)模型Φ(B)xt=εt 都可以视为一个非齐次线性差分方程:

xt-ϕtxt-1-ϕ2xt-2-…-ϕpxt-p =εt (3-4)
方程(3-4)的通解为

xt =x′t+x″t
　　式中,x′t为齐次线性差分方程Φ(B)xt=0的通解;x″t为方程(3-4)的一个特解。

(1)求齐次线性差分方程Φ(B)xt=0的一个通解x′t。假定λ1,λ2,…,λp 是该特征方

程的p 个特征根。为了有代表性,不妨假设这p个特征根取值如下:

λ1=λ2=…=λd 为d 个相等实根。

λd+1,λd+2,…,λp-2m为p-d-2m 个互不等实根。

λj1=rjeiwj,λj2=rje-iwj(j=1,…,m)为m 对共轭复根。
那么齐次线性差分方程Φ(B)xt=0的通解为

x′t= ∑
d

j=1
cjtj-1λt

1+ ∑
p-2m

j=d+1
cjλt

j+∑
m

j=1
rt

j(c1jeitwj +c2je-itwj)

　　式中,c1,…,cp-2m,c1j,c2j(j=1,…,m)为任意实数。
(2)求非齐次线性差分方程Φ(B)x1=εt 的一个特解x″t。首先,可以证明 AR(p)模

型的自归化系数多项式方程Φ(u)=0的根是齐次线性差分方程Φ(B)xt=0的特征根的

倒数。
证明:设λ1,λ2,…,λp 为齐次线性差分方程Φ(B)xt=0的p 个特征根,任取λi(i∈

(1,2,…,p))代入特征方程,有

λp
i -ϕ1λp-1

i -ϕ2λp-2
i -…-ϕp =0

　　把ui=1
λ

代入 AR(p)模型的自回归系数多项式,有

Φ(ui)=1-ϕ1
1
λi

-…-ϕp
1
λp

i
= 1

λp
i
[λp

i -ϕ1λp-1
i -…-ϕp]=0
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其次,根据这个性质,Φ(B)可以因子分解成

Φ(B)= ∏
p

i=1

(1-λiB)

　　由此可以得到非齐次线性差分方程(3-4)的一个特解为

x″t= εt

Φ(B)= εt

∏
p

i=1

(1-λiB)
= ∑

p

i=1

ki

1-λiB
εi

　　式中,ki(i=1,2,…,p)为常数。
(3)求非齐次线性差分方程(3-4)的通解xt。

xt =x′t+x″t= ∑
d

j=1
cjtj-1λt

1+ ∑
p-2m

j=d+1
cjλt

j+∑
m

j=1
rt

j(c1jeitwj +c2je-itwj)+∑
p

i=1

ki

1-λiB
εt

　　要使得中心化 AR(p)模型平稳,即要求对任意实数c1,…,cp-2m,c1j,c2j(j=1,…,

m),有
lim
t→∞

xt =0 (3-5)

　　式(3-5)成立的充要条件是

|λi|<1,　i=1,2,…,p-2m
|ij|<1,　i=1,2,…,m

(3-6)

　　式(3-6)实际上就是要求 AR(p)模型的p个特征根都在单位圆内。所以 AR(p)模
型平稳的充要条件是它的p个特征根都在单位圆内。

根据特征根和自回归化系数多项式的根成倒数的性质,AR模型平稳的等价判别条

件是该 AR模型的自回归化系数多项式方程Φ(u)=0的根,都在单位圆外。

2)平稳域法

对于一个 AR(p)模型而言,如果没有平稳性的要求,实际上也就意味着对参数向量

(ϕ1,ϕ2,…,ϕp)′没有任何限制,它们可以取遍p维欧氏空间的任意一点,但是如果加上了

平稳性限制,参数向量(ϕ1,ϕ2,…,ϕp)′就只能取p维欧氏空间的一个子集,使得特征根都

在单位圆内的系数集合

{ϕ1,ϕ2,…,ϕp|特征根都在单位圆内}
被称为 AR(p)模型的平稳域。

对于低阶 AR模型用平稳域的方法判别模型的平稳域通常更为简便。
(1)AR(1)模型的平稳域

AR(1)模型为xt=ϕ1xt-1+εt,其特征方程为λ-ϕ1=0,特征根为λ=ϕ1。根据AR模

型平稳的充要条件,容易推出 AR(1)模型平稳的充要条件是

|ϕ1|<1

　　因此,AR(1)模型的平稳域为{ϕ1|-1<ϕ1<1}。
(2)AR(2)模型的平稳域

AR(2)模型为xt=ϕ1xt-1+ϕ2xt-2+εt,其特征方程为λ2-ϕ1λ-ϕ2=0,特征根为λ1=

ϕ1+ ϕ2
1+4ϕ2

2
,λ2=ϕ1- ϕ2

1+4ϕ2

2
。根据 AR模型平稳的充要条件,AR(2)模型平稳的
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充要条件是|λ1|<1且|λ2|<1。
根据一元二次方程的性质和 AR(2)模型的平稳条件,有

λ1+λ2 =ϕ1

　
λ1λ2 =-ϕ{

2

,　 且|λ1|<1,|λ2|<1

　　可以导出:

①|ϕ2|=|λ1λ2|<1;

②ϕ2+ϕ1=-λ1λ2+λ1+λ2=1-(1-λ1)(1-λ2)<1;

③ϕ2-ϕ1=-λ1λ2-λ1-λ2=1-(1+λ1)(1+λ2)<1。
根据这三个限制条件可得 AR(2)模型的平稳域为

{ϕ1,ϕ2||ϕ2|<1,且ϕ1±ϕ2 <1}

　　【例3-1】　分别用特征根法和平稳域法判别如下四个 AR模型的平稳性。
(1)xt=0.8xt-1+εt;　　　　(2)xt=-1.8xt-1+εt;
(3)xt=xt-1-xt-2+εt; (4)xt=xt-1+xt-2+εt。
具体检验过程如表3-1所示。

表3-1　特征根法和平稳域法检验结果

模型 特征根检验 平稳域检验 结论

(1) λ=0.8 ϕ=0.8 平稳

(2) λ=-1.8 ϕ=-1.8 非平稳

(3) λ1=1+ 3i
2

,λ2=1- 3i
2 |ϕ2|=1,ϕ2+ϕ1=0,ϕ2-ϕ1=-2 平稳

(4) λ1=1+ 5
2

,λ2=1- 5
2 |ϕ2|=1,ϕ2+ϕ1=2,ϕ2-ϕ1=0 非平稳

3.AR模型的格林函数

1)格林函数的定义

针对 AR(p)模型,通过线性变换将xt 表示成既往白噪声εt-j(j≥0)的加权求和

形式:

xt = ∑
∞

j=0
Gjεt-j (3-7)

　　则称之为 AR(p)模型的传递形式,Gj 称为格林函数。

2)格林函数的递推公式

记G(B)= ∑
∞

j=0
GjBj ,式(3-7)可以简记为

xt =G(B)εt (3-8)

　　把式(3-8)代入 AR(p)模型Φ(B)xt=εt,得到

Φ(B)G(B)εt =εt

　　展开上式,得
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æ
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ϕkB
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è
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j=0
GjB

ö

ø
÷jεt =εt

é

ë
ê
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整理得

1+∑
∞

j=

æ

è
ç

1
Gj-∑

j

k=1
ϕ′kGj-

ö

ø
÷k B

ù

û
ú
ú

jεt =εt

　　根据待定系数法,有

Gj-∑
j

k=1
ϕ′kGj-k =0,　j=1,2,…

由此可以得到 AR(p)模型格林函数递推公式:

G0 =1

Gj = ∑
j

k=1
ϕ′kGj-k,　j=1,2{ ,…

(3-9)

　　式中,ϕ′k=
ϕk, k≤p
　
0, k>{

p
3)格林函数的意义

(1)Gj 是前j个时间单位以前进入系统的扰动εt-j对系统现在行为影响的权数。
(2)Gj 客观地刻画了系统动态响应衰减的快慢程度。
(3)Gj 是对系统动态的真实描述,系统的动态性就是蕴含在时间序列中的数据依存

关系。
【例3-2】　求 AR(1)模型的格林函数。

AR(1)的延迟算子表达式为

(1-ϕ1B)xt =εt

　　即xt = εt

1-ϕ1B
= ∑

∞

j=0

(ϕ1B)jεt = ∑
∞

j=0
ϕj

1εt-j = ∑
∞

j=0
Gjεt-j

因此,AR(1)模型格林函数为:Gj=ϕj
1,j=0,1,2,…

4.平稳AR模型的统计性质

1)均值

对平稳 AR(p)模型等式两边取期望,得

Ext =E(ϕ0+ϕ1xt-1+ϕ2xt-2+…+ϕpxt-p +εt) (3-10)
　　根据平稳序列均值为常数的性质,有Ext=μ(∀t∈T),且因为{εt}为白噪声序列,有

Eεt=0,因此式(3-10)等价于(1-ϕ1-…-ϕp)μ=ϕ0。

由此可得μ= ϕ0

1-ϕ1-…-ϕp

特别地,对于中心化 AR(p)模型,有Ext=0。

2)方差

由格林函数表达式可知平稳 AR(p)模型xt = ∑
∞

j=0
Gjεt-j
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对上式两边求方差,有

Var(xt)= ∑
∞

j=0
G2

jVar(εt)

　　式中,{εt}为白噪声序列,Var(εt)=σ2
ε。因此

Var(xt)= ∑
∞

j=0
G2

jσ2
ε (3-11)

　　3)协方差函数

在平稳 AR(p)模型等号两边同乘xt-k,k≥1,再求期望,得

E(xtxt-k)=ϕ1E(xt-1xt-k)+…+ϕpE(xt-pxt-k)+E(εtxt-k)

　　因为E(εtxt-k)=0,∀k≥1
由此可得到平稳 AR(p)模型自协方差函数的递推公式为

γk =ϕ1γk-1+ϕ2γk-2+…+ϕpγk-p (3-12)

　　4)自相关系数

(1)自相关系数的计算

在自协方差函数的递推公式(3-12)等号两边同除以方差函数γ0,就得到平稳 AR(p)
模型自相关系数的递推公式:

ρk =ϕ1ρk-1+ϕ2ρk-2+…+ϕkρk-p (3-13)

　　容易验证平稳 AR(1)模型的自相关系数递推公式为

ρk =ϕk
1,　k≥0 (3-14)

　　平稳 AR(2)模型的自相关系数递推公式为

ρk =

1, k=0

ϕ1

1-ϕ2
, k=1

ϕ1ρk-1+ϕ2ρk-2, k≥

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 2

(3-15)

运用格林函数将 AR(p)模型的自相关系数进行表示:

ρk =γk

γ0
=

σ2∑
∞

j=0
Gj+kGj

σ2∑
∞

j=0
G2

j

=
∑

∞

j=0
Gj+kGj

∑
∞

j=0
G2

j

(3-16)

　　(2)自相关系数的拖尾性

根据式(3-13)容易看出 AR(p)模型的自相关系数的表达式实际上是一个p 阶齐次

差分方程,根据线性差分方程解的有关理论,自相关系数满足:

|ρk|≤g1e-g2k,　k>0
　　其中g1>0,g2>0为常数,由此可知,AR(p)模型的自相关系数是拖尾的。

5)偏自相关系数

(1)偏自相关系数的定义

对于平稳序列{xt},所谓滞后k偏自相关系数是指在剔除了中间k-1个随机变量

xt-1,xt-2,…,xt-k+1的干扰之后,xt-1对xt 的影响的相关度量。用数学语言描述就是:
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ρxt,xt-k|xt-1,…,xt-k+1 =E[xt-E$xt](xt-k-E$xt-k)

E[(xt-k-E$xt-k)2]
(3-17)

　　(2)偏自相关系数的计算

设{xt}为中心化平稳序列,由xt-1,xt-2,…,xt-k对xt 作线性最小二乘估计得到

xt =ϕk1xt-1+ϕk2xt-2+…+ϕkkxt-k+εt (3-18)
　　式中,E(εt)=0,Eεtxs=0(∀s<t)。对xt-1,xt-2,…,xt-k+1取条件,记

E$xt =E[xt|xt-1,…,xt-k+1],E$xt-k =E[xt-k|xt-1,…,xt-k+1]

E$xt =ϕk1xt-1+ϕk2xt-2+…+ϕkkE$xt-k+E(εt|xt-1,…,xt-k+1) (3-19)
　　已知E(εt)=0,Eεtxs=0(∀s<t),所以

E(εt|xt-1,…,xt-k+1)=E(εt)=0
　　式(3-19)等价于

E$xt =ϕk1xt-1+ϕk2xt-2+…+ϕkkE$xt-k

　　则

xt-E$xt =ϕkk(xt-k-E$xt-k)+εt (3-20)

　　在式(3-20)等号两边同时乘以xt-k-E$xt-k,并求期望:

E[(xt-E$xt)(xt-k-E$xt-k)]=ϕkkE[(xt-k-E$xt-k)2]+E[εt(xt-k-E$xt-k)]
(3-21)

　　因为Eεtxs=0(∀s<t),所以

E[εt(xt-k-E$xt-k)]=0
式(3-21)等价于

E[(xt-E$xt)(xt-k-E$xt-k)]=ϕkkE[(xt-k-E$xt-k)2]
由此得出

ϕkk =E[(xt-E$xt)(xt-k-E$xt-k)]

E[(xt-k-E$xt-k)2]
(3-22)

　　式(3-22)等号右边的结果正好等于式(3-21)所定义的滞后k偏自相关系数。

这说明滞后k偏自相关系数实际上就等于k 阶自回归模型第k 个自回归系数ϕkk的

值。根据这个性质容易计算偏自相关系数的值。

对于式(3-18),模型参数ϕkj(j=1,2,…,k)是通过极小化

δ=
æ

è
çExt-∑

k

j=1
ϕkjxt-

ö

ø
÷j

2

(3-23)

而得到。
写成矩阵形式有

δ =
æ

è
çE
xt

-∑
k

j=1
ϕkjxt-

ö

ø
÷j

2

=E xt-(ϕk1,ϕk2,…,ϕkk)
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︙
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2
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　　对δ求偏导,有
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即

γ1 =ϕk1γ0+ϕk2γ1+…+ϕkkγk-1

γ2 =ϕk1γ1+ϕk2γ0+…+ϕkkγk-2

︙

γk =ϕk1γk-1+ϕk2γk-2+…+ϕkkγ
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0

对上面方程组两边同时除以γ0,得

ρ1 =ϕk1ρ0+ϕk2ρ1+…+ϕkkρk-1

ρ2 =ϕk1ρ1+ϕk2ρ0+…+ϕkkρk-2

︙

ρk =ϕk1ρk-1+ϕk2ρk-2+…+ϕkkρ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

0

(3-24)

　　该方程组称为 Yule-Walker方程。通过解该方程组,可以得到参数(ϕk1,ϕk2,…,ϕkk)′

的解,参数向量中最后一个参数的解即为滞后k偏自相关系数ϕkk的值。
用矩阵形式表示为

1 ρ1 … ρk-1

1 1 … ρk-2

︙ ︙ ︙

ρk-1 ρk-2 …
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è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

1

ϕk1

ϕk2

︙

ϕ
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ç
ç
ç
çç
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÷
÷
÷
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kk

=

ρ1

ρ2

︙

ρ
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è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

k

(3-25)
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根据线性方程组求解的Cramer法则,有

ϕkk =Dk

D
(3-26)

　　式中,

D =

1 ρ1 … ρk-1

1 1 … ρk-2

︙ ︙ ︙

ρk-1 ρk-2 … 1

,　Dk =

1 ρ1 … ρ1

ρ1 1 … ρ2

︙ ︙ ︙

ρk-1 ρk-2 … ρk

　　由此对于一般低阶的 AR模型,我们可以采用上述方法计算偏自相关系数。但是对

于高阶的 AR模型,直接求偏自相关系数是非常烦琐的,通常也可以采用以下偏自相关系

数的递推公式来实现。

ϕ11 =ρ1

ϕ(k+1)(k+1)
æ

è
ç= ρk+1-∑

k

j=1
ρk+1-jϕk

ö

ø
÷
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è
çj 1-∑

k
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ρjϕk
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ϕ(k+1)j =ϕkj -ϕ(k+1)(k+1)ϕk(k+1-j),j=1,2,…,
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ï
ï
ï

ï
ïï k

(3-27)

　　(3)偏自相关系数的截尾性

平稳 AR(p)模型的偏自相关系数具有p阶截尾性。所谓p阶截尾性,是指ϕkk=0,

∀k>p。

证明:将平稳 AR(p)模型方程xt = ∑
p

j=1
ϕjxt-j+εt 代入式(3-23),且令k>p,得

δ =
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è
çExt-∑
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ϕkjxt-
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÷j
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çE ∑

p

j=1
ϕt-j+εt-∑

p

j=1
ϕkjxt-j- ∑
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ϕkjxt-
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ø
÷j

2

=
é

ë
ê
êEεt+∑
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j=1

(ϕj-ϕkj)xt-j- ∑
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j=p+1
ϕkjxt-

ù

û
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új

2

=σ2
ε +
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ê
êE ∑

p

j=1

(ϕj-ϕkj)xt-j- ∑
k

j=p+1
ϕkjxt-

ù

û
ú
új

2

≥σ2
ε

为使δ达到最小值,应取

ϕkj =
ϕj, 1≤j≤p
　
0, p+1≤j≤k (k≥p

{ )

　　由此可见,AR(p)模型的偏自相关系数ϕkk在k>p以后都等于0,即AR(p)模型的偏

自相关系数具有截尾性。
由此证明了 AR(p)模型偏自相关系数的p阶截尾性,这个性质连同前面介绍的自相

关系数拖尾性是 AR(p)模型重要的识别依据。
【例3-3】　考察下面两个平稳 AR模型的自相关系数和偏自相关系数。
(1)xt=0.5xt-1+εt; (2)xt=xt-1-0.5xt-2+εt。
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① 由式(3-14)可以得到模型(1)自相关系数为

ρk =0.5k,　k=0,1,2…

　　可以看出,模型(1)自相关系数按负指数方式快速衰减到0,呈现拖尾性,其样本自相

关图如图3-1所示。

图3-1　模型(1)的样本自相关图

由 Yule-Walker方程可知,理论偏自相关系数为:

ϕkk =
0.3, k=1
　
0, k≥{ 2

　　可以看出模型(1)偏自相关系数1阶截尾,其样本偏自相关图如图3-2所示。

图3-2　模型(1)的样本偏自相关图

由于样本的随机性,样本偏自相关系数不会和理论相关系数一样严格截尾,从图3-2
可以看出模型(1)的样本偏自相关系数1阶显著不为零,1阶之后都近似为零,样本偏自

相关图可以直观地验证 AR模型偏自相关系数截尾性。


