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本章导读
时间序列分析的一个重要特点，是对平稳时间序列和非平稳时间序列分别采取不同的建模策略。为了更好地理解平稳时间序列模型的性质，首先需要对平稳性有一个充分的认识；而了解线性差分方程解的表示，对于深入理解平稳性及模型相关性质都具有重要意义。

本章结构如下：1.1节介绍时间序列的基本概念；1.2节介绍平稳性的含义；1.3节介绍在时间序列建模中起到基石作用的白噪声过程；1.4节简要介绍线性差分方程及其求解。

1.1  时间序列的基本概念

时间序列（time series）是按照时间顺序排列的一组随机变量。时间序列与随机过程紧密相关，在时间序列的理论研究过程中经常将其理解为一个随机过程。随机过程（stochastic process）是一组有序的随机变量，可以记为{y(t), t(T }。随机过程一般是定义在连续集合上的，而定义在离散集合上的随机过程则通常称为时间序列。离散的时间集合T可以表示为T = {
[image: image2.wmf]L

, -2, -1, 0, 1, 2,
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}，此时y(t)是离散时间t的随机函数，时间序列通常表示为{yt, t =
[image: image4.wmf]L

, -2, -1, 0, 1, 2,
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}。
时间序列在特定时间段上的观测样本可以视为随机过程的一次实现，通常称为样本序列，记为{y0, y1, y2,
[image: image6.wmf]L

, yT}。理论上说，时间序列可以有无限个观测时间点，然而从实际可获得的样本数据来看，样本序列都是有限的。更加重要的是，由于时间的不可重复性，时间序列通常仅有一次实现，即只有一个样本序列。因此时间序列的经验研究的一个显著特点是，只能在唯一可观测到的样本序列的基础上来推测时间序列的总体特性。

简便起见，本书中有些时候将随机过程简称为过程，将时间序列简称为序列，都简记为{yt}。在不会导致混淆的情况下，样本序列也用{yt}表示。

1.1.1  时间序列的数字特征
我们用yt表示时间序列{yt}中t时刻的随机变量，用yk表示k时刻的随机变量，并作如下定义：
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式（1-1）和式（1-2）表明yt的均值定义为
[image: image11.wmf]t
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、方差定义为
[image: image12.wmf]2

t

s

。这里用下标t来标识特定时间点上随机变量的均值和方差。当t取尽所有可能时间点时，便形成了对应于时间序列{yt}的均值序列和方差序列。

式（1-3）表明yt和yk之间的自协方差定义为
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，这里之所以称其为“自”是由于它是取自于同一个时间序列不同时间点随机变量间的协方差。当t和k取尽所有可能时间点时，形成关于t和k的二元离散函数
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，称为自协方差函数。应当看到，当k = t时，自协方差就等于t时刻的方差，即
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式（1-4）表明yt和yk之间的自相关系数定义为
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，该定义与随机变量间相关系数的定义类似，都揭示了标准化的相关关系。

1.1.2  时间序列自协方差和自相关系数的性质

1．时间序列自协方差的性质

（1）对称性
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（2）非负定性
对任意m个时间点t1, t2,
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, tm，自协方差矩阵
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G

是对称非负定矩阵。
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2．时间序列自相关系数的性质

（1）规范性
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（2）对称性
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（3）非负定性

对任意m个时间点t1, t2,
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, tm，自相关系数矩阵
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是对称非负定矩阵。
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1.2  平  稳  性

在进行时间序列分析时，针对时间序列的平稳（stationary）和非平稳特性需要采取不同的建模方法进行研究，因此区分研究对象是平稳时间序列还是非平稳时间序列是时间序列分析的首要步骤。

时间序列分析理论中有两种平稳性定义，即所谓严平稳（strictly stationary）和弱平稳（weakly stationary）。严平稳也称强平稳（strongly stationary），它是在时间序列中各时刻随机变量联合分布函数的基础上定义的更为严格的平稳性。粗略地说，严平稳时间序列的所有统计性质都不随时间的变化而改变。

弱平稳也称协方差平稳（covariance stationary）、二阶平稳（second-order stationary）或宽平稳（wide-sense stationary），它是在时间序列二阶矩基础上定义的平稳性。简单来说，弱平稳时间序列的一阶矩和二阶矩不随时间的变化而改变。

一般来说，满足严平稳的序列也具有弱平稳性，但严平稳却并不能全部涵盖弱平稳。例如，如果一个严平稳时间序列不存在二阶矩或一阶矩（如柯西分布），则它就不满足弱平稳性。

另外，一个弱平稳序列的分布不一定满足不随时间的变化而改变，因此弱平稳序列并不一定严平稳。但如果时间序列为正态序列，则由于二阶矩描述了正态分布的所有统计性质，因此弱平稳的正态序列也是严平稳的。
1.2.1  平稳性的定义

【定义1.1】如果时间序列{yt}的二阶矩有限，且满足
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对所有的t，j和s成立，其中(，( 2和(s均为常数，则称时间序列{yt}是弱平稳的。
弱平稳定义中，式（1-11）和式（1-12）表明弱平稳时间序列具有有限的常数均值和方差，式（1-13）表明弱平稳时间序列的自协方差只与时滞s有关，而与时间的起始位置t无关。概括来说，弱平稳时间序列的一阶矩和二阶矩都是不随时间的变化而改变的常数。
由于弱平稳时间序列的自协方差只与时滞s有关，而与t无关，因此式（1-13）中将二元函数形式的自协方差Cov(yt , yt-s)简记为仅与时滞s相关的一元函数形式(s。例如(1表示滞后1期的自协方差，(2表示滞后2期的自协方差等。值得注意的是，当s = 0时，(0就等同于方差，有
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此外，与自协方差类似，平稳时间序列的自相关系数也只与时滞s有关，因此平稳时间序列的自相关系数也可以简记为与时滞s相关的一元函数形式(s，并有
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由于平稳时间序列的自相关系数是时滞s的函数，因此通常也称
[image: image32.wmf]s
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为自相关函数（Auto-Correlation Function，ACF），
[image: image33.wmf]s

r

对时滞s作图通常称为自相关图（correlogram）。
在本书所涉及的时间序列建模理论中，只考虑弱平稳性即可，因此本书中后续涉及的平稳性都指弱平稳性。

1.2.2  平稳时间序列的应用特性

从平稳时间序列的定义可以看到，平稳时间序列{yt}中任一时间点上随机变量的一阶矩和二阶矩都为相同的有限常数。虽然如此，这些常数一阶矩和二阶矩的估计却仍是一个问题。因为通常情况下，由于时间的不可重复性，一个时间序列仅能够获得一个观测值序列，即时间序列中每个时间点上的随机变量仅有一个单一样本。通常情况下，通过每个时间点上所能观测到的单一的样本来估计对应随机变量的一阶矩和二阶矩是不可行的。
幸运的是，平稳时间序列在一定条件下
，可以通过所有时间点上各样本的集合来估计这些常数一阶矩和二阶矩。例如，假设平稳时间序列{yt}有T个观测值，分别用
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的估计，则有
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其中，
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分别为样本均值、样本方差、样本自协方差和样本自相关函数，式（1-18）和式（1-19）还表明样本自协方差和样本自相关函数具有对称性。

1.3  白噪声过程

时间序列分析的主要内容是对时间序列建模，而时间序列模型中的随机性往往是通过白噪声（white noise）过程
来引入的。白噪声过程可谓是时间序列模型构建的基石。

【定义1.2】若{( t}满足零均值、同方差和非自相关，即
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对所有的t和s ≠ t成立，则称{( t}为白噪声过程，通常可记作
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~WN(0,)

t

e

es

。特别地，如果
[image: image49.wmf]t

e

服从正态分布，则称{( t}为正态白噪声过程或高斯白噪声过程。

从白噪声过程的定义可以看出，它满足平稳性条件，因此白噪声过程是一种特殊的平稳过程。白噪声过程的显著特点是高度的随机性，也称纯随机性，即各时刻随机变量之间互不相关，因此就没有必要构建时间序列模型再去研究其相关关系。一般情况下，对一个时间序列进行研究，当各时刻随机变量之间所有的相关关系都已经通过建模被识别后，剩下的无须进一步研究的部分通常都是白噪声过程，也就是在这种意义上，白噪声过程成了时间序列模型的基本构件。

本书中接下来都用
[image: image50.wmf]{}
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来表示白噪声过程，如果涉及不同的白噪声过程，则用
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【例1-1】EViews软件中通过在命令行输入命令：

series e=nrnd
可以生成一个服从N(0,1)的标准正态白噪声过程的样本序列e，该序列的时序图
如图1-1所示。
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图1-1  标准正态白噪声过程样本序列时序图
1.4  线性差分方程

时间序列建模的显著特点是关注相继的一些随机变量之间的相关关系，也因为如此，时间序列模型一般都为动态模型。这一建模特点使得线性时间序列模型在很大程度上与线性差分方程类似，事实上可以将多数线性时间序列模型看作包含随机成分的线性差分方程。因此在介绍时间序列建模理论之前，首先需要介绍线性差分方程及其求解，这对于理解时间序列模型的各项统计性质及各种分析方法都具有非常重要的意义。

1.4.1  滞后算子

假设已知时间序列{yt}和{zt}有如下关系
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这一关系式也可以用滞后算子（也称延迟算子）L表示为
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式（1-23）和式（1-24）意味着在各时间点上，时间序列{yt}和{zt}的对应关系如       表1-1所示。

表1-1  
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关系下时间序列{yt}和{zt}的对应关系
	    时期
序列
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	…

	yt
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6
	y7
	y8
	y9
	y10
	…

	zt
	—
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6
	y7
	y8
	y9
	…


因此，滞后算子L的作用就是将时间序列逐项推后一期。关于滞后算子有下面的一些关系式成立：
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其中，j为整数。则根据式（1-26），当j = 0时，
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另外，滞后算子具有如下性质。

（1）对常数施加滞后算子仍为常数，即
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其中，c表示常数。

（2）滞后算子适用分配率，即
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（3）滞后算子适用结合率，即
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滞后算子还可以通过线性运算，构造滞后算子多项式来对时间序列进行更加复杂的运算。典型的p阶滞后算子多项式有如式（1-30）等号右边的形式，并可将其简记为A(L)。
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则滞后算子多项式A(L)施加于时间序列{yt}时有
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特别地，当p → ∞且滞后算子多项式中的系数
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时，则构成特殊的无限期滞后算子多项式
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若
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1.4.2  差分算子
1．一阶差分

时间序列分析过程中，经常会用到差分运算。对于时间序列{yt}，差分运算可以表示为
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其中，
[image: image71.wmf]D

为差分算子。对于差分后的时间序列{
[image: image72.wmf]D

yt}来说，它与原序列{yt}之间的关系如表1-2所示。

表1-2  时间序列{yt}和差分序列{
[image: image73.wmf]D

yt}的对应关系
	      时期
序列
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	…

	yt
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6
	y7
	y8
	…
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	y2 – y1
	y3 – y2
	y4 – y3
	y5 – y4
	y6 – y5
	y7 – y6
	y8 – y7
	…


2．高阶差分

差分后的序列{
[image: image75.wmf]D

yt}仍然可以再次进行差分，即{
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yt}，这相对于原序列{yt}来说是做了2次差分，方便起见差分后再差分记作
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，并称之为2阶差分。2阶差分序列{
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yt}与原序列{yt}之间的关系可以表示为


[image: image79.wmf]2

1112

12

2

()()()

2

(12)

tttttttt

ttt

t

yyyyyyyy

yyy

LLy

----

--

D=DD=D-=---

=-+

=-+


或
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因此，可以认为差分运算没有顺序，即如果考虑更高阶的p阶差分，有
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3．s步差分

另外，差分运算还可以运用于更多间隔的时间点之间。考虑


[image: image82.wmf](1)

s

stttst

yyyLy

-

D=-=-

                      （1-36）

其中，
[image: image83.wmf]s
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称为s步差分。

s步差分的典型用处是测算季度或月度时间序列数据的同比变化，因此也称季节性差分。例如，一个季度时间序列每年有4个季度的数据，如果希望了解每年数据与上年同期相比的变化情况，则可以用4步差分序列来刻画。时间序列与其4步差分序列之间的对应关系如表1-3所示。

表1-3  时间序列{yt}和4步差分序列{
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yt}的对应关系
	     时期
序列
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	…

	yt
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6
	y7
	y8
	…
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	y5 – y1
	y6 – y2
	y7 – y3
	y8 – y4
	…


4．联合p阶差分和s步差分

对于一个时间序列来说，除了可以单独进行p阶差分和s步差分，有时还需要将两种差分运算联合进行。例如，在后面的时间序列建模过程中经常看到1阶4步差分
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或1阶12步差分
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的情况。值得注意的是，p阶差分和s步差分联合运算时，没有先后顺序之分，即对于时间序列{yt}，有
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1.4.3  求解p阶线性差分方程的特征根法

一个典型的p阶线性差分方程具有如下形式：
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其中，c和
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（i = 0, 1,
[image: image91.wmf]L

, p）为常数系数，
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，xt代表对yt产生影响的一系列可能情况，例如时间、其他变量的当期或滞后期值、随机扰动项或这些情况的组合，这里称这些情况为推动过程。显然，线性差分方程的显著特征是yt受到其滞后变量yt-i（i = 0, 1,
[image: image93.wmf]L

, p）的影响。

所谓线性差分方程的解，就是将yt表示为序列{xt}、时间t以及某些初始条件（例如已知的y0, y1,
[image: image94.wmf]L

）的函数。解线性差分方程可以采用迭代法，也可以采用特征根法，其中迭代法比较直观，适合于较简单的低阶线性差分方程的求解；特征根法较为系统，适合于所有线性差分方程的求解。下面首先介绍特征根法求解线性差分方程的步骤，然后以一阶线性差分方程为例，演示一下特征根法与迭代法两种方法求解结果的一致性。

特征根法求解线性差分方程的步骤如下。

（1）求齐次线性差分方程的齐次解。

（2）求非齐次线性差分方程的特解。

（3）将上述齐次解和特解线性组合为通解。

（4）如果有初始条件，则代入通解中求得齐次解的任意常数系数。

每一个步骤的具体求解方法如下。
1．齐次线性差分方程的齐次解

首先，看一下最简单的1阶齐次线性差分方程
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通过迭代法可以非常直观地得到yt的解
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事实上1阶齐次线性差分方程的解中所展现的t次幂的形式，是齐次线性差分方程解的通常形式。因此对于p阶齐次线性差分方程
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试探
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）形式的解，并将其代入p阶齐次线性差分方程（1-41），有
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式（1-42）等号两端同时除以
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即
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式（1-44）即为一元p次方程，称为特征方程。解该特征方程可以得到
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的p个解，
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称为特征根。则通过这p个特征根可以给出p阶齐次线性差分方程式（1-41）所有齐次解的表示形式，并将其特别地记为齐次解
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（1）当所有的(i（i = 1, 2,
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, p）都是相异实根时，齐次解表示为
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（2）当所有的(i都是实根，但有m个重根（
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）都等于(1时，齐次解表示为
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（3）当存在复数根时，仅以一对复数根
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为例，齐次解表示为
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或者将复数根表示为指数形式
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又或者将复数根表示为三角函数形式
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其中，
[image: image115.wmf]12

p

kkk

L

,,,

和
[image: image116.wmf]12

gg

,

都为任意常数，
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2．非齐次线性差分方程的特解

非齐次线性差分方程是相对于齐次线性差分方程来说的，其典型形式其实就如    式（1-38）。在求非齐次线性差分方程的特解时，采用滞后算子多项式来表示差分方程会使得求解过程更加简单。将式（1-38）做部分移项后也可以写作
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利用滞后算子多项式
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可将式（1-50）记作


[image: image121.wmf]()

tt

ALycx

=+

                         （1-52）

等式两端同时除以滞后算子多项式
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，即可以得到非齐次线性差分方程的特解，将其特别地记为
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其中，
[image: image125.wmf]12

(1)1

p

A

aaa

=----

L

。

3．线性差分方程的通解

如式（1-38）所示的p阶线性差分方程的通解等于齐次解
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4．关于齐次解中的任意常数系数

在已知初始条件
[image: image133.wmf]011
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的情况下，还可以将这些初始条件代入p阶线性差分方程通解表达式（1-54）中，进一步求得齐次解中的任意常数系数
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的具体值。

1.4.4  求解1阶线性差分方程的特征根法和迭代法

1.4.3节阐明了p阶线性差分方程的最一般求解方法。本小节以最简单的1阶线性差分方程为例，演示一个具体的1阶线性差分方程通解的求解过程。前面已经提到时间序列建模关注包含随机成分的线性差分方程，这里的随机成分通常是以白噪声过程的形式体现于线性差分方程表达式（1-38）的推动过程，即xt项中。因此，这里的例子中考虑最简单的情况，xt项为白噪声过程(t的情形。而在后续介绍的时间序列模型中，会看到xt项的更复杂情况。

【例1-2】特征根法解1阶线性差分方程
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解：特征方程：
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通解：
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已知：
[image: image142.wmf]0

3

y

=


则：
[image: image143.wmf]0

0

0.82.50.83

i

i

i

k

e

¥

-

=

++=

å



[image: image144.wmf]0

0.50.80.50.80.50.80.8

iitti

ititi

iitit

k

eee

¥¥¥

--

---

===

=-=-=-

ååå


将k代入通解中有
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【例1-3】迭代法解1阶线性差分方程
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从例1-2和例1-3的结果可以看出，利用特征根法和迭代法求解同一个1阶线性差分方程的结果是一致的。

习题及参考答案
1．证明：对于时间序列{yt}，有
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2．假设2阶齐次线性差分方程
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证明：由于2阶齐次线性差分方程
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（1）证明
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因此，满足特征方程
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由于已知特征方程
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因此，具有相同实根的特征方程
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（1）和（2）的证明过程表明，具有相同实根的特征方程
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4．请用特征根法求2阶线性差分方程
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� 协方差平稳的时间序列在满足遍历性（ergodicity）要求时，其观测值序列各时间点上单一样本集合的特定函数形式的时间平均，才依概率收敛于对应的总体数字特征。例如，当� EMBED Equation.3  ���时，� EMBED Equation.DSMT4  ���依概率收敛于� EMBED Equation.DSMT4  ���，则称该协方差平稳序列是关于均值遍历的；当� EMBED Equation.DSMT4  ���时，� EMBED Equation.DSMT4  ���依概率收敛于� EMBED Equation.DSMT4  ���，则称该协方差平稳序列是关于二阶矩遍历的。协方差平稳时间序列关于均值遍历和关于二阶矩遍历的条件参见汉密尔顿[1]所著的《时间序列分析》。


� 大样本情形下，自协方差的估计也可为� EMBED Equation.DSMT4  ���。


� 之所以称之为白噪声过程，是由于白噪声过程的功率谱密度在整个频域内均匀分布，即在所有频率上的能量相同，这与“白光”的特性类似，因此而得名。


� 时序图是指以时间点为横轴标识，对应时间序列为纵轴标识的顺序曲线图。
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