
第１章
力系的简化

若刚体分别受到两个不同力系的作用而其运动状态产生完全相同的变化，则称
这两个力系彼此等效（ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ）。用简单力系等效代换复杂力系，可将力系简化。
根据力系简化的结果，可导出力系的平衡条件，为构件强度、刚度和稳定性计算提供
基础，而且也为动力学问题的研究创造条件。

本章首先介绍力、力矩和力偶的基本概念，然后研究空间任意力系的简化，最后
讨论力系的简化结果。

１．１　力
力是物体间的相互作用，这种作用能使物体运动状态改变或使物体变形。实践

表明，力对物体的作用效应取决于三个要素：大小、方向和作用点。在我国法定计量
单位制中，力的单位是Ｎ或ｋＮ。

可用有向线段表示力的三要素，线段的长度表示力的大小，箭头指向表示力的方
向，线段的始端或末端表示力的作用点，因为两个共点力的合成符合矢量求和规则，
即平行四边形法则，所以力是矢量。

设力犉与直角坐标轴正向的夹角分别为α，β，γ，各坐标轴的单位矢量为犻，犼，犽，
如图１．１（ａ）、（ｂ）所示，则力犉在各轴上的投影分别为
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犉狓＝犉·犻＝犉ｃｏｓα
犉狔＝犉·犼＝犉ｃｏｓβ
犉狕＝犉·犽＝犉ｃｏｓ

烍
烌

烎γ
（１．１）

则力犉的解析表达式为
犉＝犉狓犻＋犉狔犼＋犉狕犽 （１．２）

力犉的大小和方向余弦分别为
犉＝犉２狓＋犉２狔＋犉２槡 狕 （１．３）
ｃｏｓα＝犉狓／犉
ｃｏｓβ＝犉狔／犉
ｃｏｓγ＝犉狕／

烍
烌

烎犉
（１．４）

　　当已知φ和γ时（见图１．１（ａ）），可先将力犉投影到犗狓狔平面，得到犉狓狔；投影到
垂直于该平面的轴狕上，得到犉狕；然后再将犉狓狔向轴狓和轴狔投影，得到犉狓和犉狔，这
就是常用的二次投影法。

图　１．１

１．２　力对点的矩矢　力对轴的矩

１．力对点的矩矢
　　如图１．２所示，狉表示点犗至力犉作用点犃的矢径，力犉对点犗的矩的矢量用
犕犗（犉）表示。该矢量的模表示力矩的大小，即

狘犕犗（犉）狘＝犉犺＝２犃△犗犃犅＝犉狉ｓｉｎα＝狘狉×犉狘 （１．５）
式中犃△犗犃犅为△犗犃犅的面积。此外，力矩矢犕犗（犉）的方向与狉×犉的方向也一致，所
以有
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犕犗（犉）＝狉×犉 （１．６）
即力对点的矩矢等于矩心到力作用点的矢径与该力的矢量积。

显然，力对点的矩矢的大小与方向均与矩心犗的位置有关，是固定矢（ｆｉｘｅｄ
ｖｅｃｔｏｒ），其始端必须放在矩心上。力矩的单位为Ｎ·ｍ或ｋＮ·ｍ。

图　１．２

如图１．２所示，令犻，犼，犽为各坐标轴的单位矢量，力犉由式（１．２）表示，狉的解析
式为

狉＝狓犻＋狔犼＋狕犽
则力对点犗的矩矢的解析表达式为

犕犗（犉）＝狉×犉＝
犻犼犽
狓狔狕
犉狓犉狔犉狕

＝（狔犉狕－狕犉狔）犻＋（狕犉狓－狓犉狕）犼＋（狓犉狔－狔犉狓）犽 （１．７）

２．力对轴的矩
如图１．２所示，力犉对任意轴狕的矩用犕狕（犉）表示。由于犉与轴狕平行的分力

犉狕对轴狕的矩为零，所以犕狕（犉）就等于犗狓狔平面内分力犉狓狔对轴狕与该面交点犗的
矩，即

犕狕（犉）＝犕犗（犉狓狔）＝±犉狓狔犱＝±２犃△犗犃′犅′ （１．８）
　　力对轴的矩是力使刚体绕该轴转动效应的度量，是代数量，其正负号由右手螺旋
规则确定，即拇指指向与轴犗狕方向一致为正，反之为负。由式（１．８）可知，当力沿作
用线滑动时，力对轴的矩不变。若力的作用线与轴平行（犉狓狔＝０）或相交（犱＝０），力
对轴的矩为零。所以，力与轴共面时，力对轴的矩为零。

如图１．２所示，由几何学可知
犃△犗犃犅ｃｏｓγ＝犃△犗犃′犅′
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由式（１．５）和式（１．８）可得
犕犗（犉）ｃｏｓγ＝犕狕（犉）

用［犕犗（犉）］狕表示犕犗（犉）在轴狕上的投影，即
犕狕（犉）＝［犕犗（犉）］狕＝（狉×犉）·犽 （１．９）

上式表明，力对点的矩矢在通过该点的任一轴上的投影等于力对该轴的矩。所以有
犕犗（犉）＝犕狓（犉）犻＋犕狔（犉）犼＋犕狕（犉）犽 （１．１０）

比较式（１．７）和式（１．１０）可得
犕狓（犉）＝狔犉狕－狕犉狔
犕狔（犉）＝狕犉狓－狓犉狕
犕狕（犉）＝狓犉狔－狔犉

烍
烌

烎狓
（１．１１）

　　例１．１　托架犗犆套在转轴狕上，在点犆作用一力犉＝２０００Ｎ，方向如图１．３（ａ）
所示。点犆在犗狓狔平面内。试分别求力犉对三个坐标轴的矩以及对点犗的矩。

图　１．３

解　力犉作用点犆的坐标是
狓＝－５０ｍｍ，　狔＝６０ｍｍ，　狕＝０

力犉沿各坐标轴的投影是
犉狓＝－（２０００Ｎ）ｃｏｓ４５°ｓｉｎ６０°＝－１２２４．７Ｎ
犉狔＝（２０００Ｎ）ｃｏｓ４５°ｃｏｓ６０°＝７０７．１Ｎ
犉狕＝（２０００Ｎ）ｓｉｎ４５°＝１４１４．２Ｎ

将各量代入式（１．１１），可得力犉对三个坐标轴的矩分别为
犕狓（犉）＝（０．０６ｍ）×（１４１４．２Ｎ）＝８４．９Ｎ·ｍ
犕狔（犉）＝－（－０．０５ｍ）×（１４１４．２Ｎ）＝７０．７Ｎ·ｍ
犕狕（犉）＝（－０．０５ｍ）×（７０７．１Ｎ）－（０．０６ｍ）×（－１２２４．７Ｎ）＝３８．１Ｎ·ｍ

　　由式（１．１０）可得力犉对点犗的矩为
犕犗（犉）＝（８４．９犻＋７０．７犼＋３８．１犽）Ｎ·ｍ

　　例１．２　刚架受力如图１．４所示，已知力犉的模犉，犪，犫，犮，θ和φ。试求：
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图　１．４

（１）犉对点犗的矩；
（２）犉对轴犗犃的矩。
解　（１）求犕犗（犉）
写出点犅的矢径狉和力犉在该坐标系中

的解析表达式：
狉＝犮犽

犉＝犉（ｓｉｎφｃｏｓθ犻＋ｓｉｎφｓｉｎθ犼－ｃｏｓφ犽）
由式（１．７）可得

犕犗（犉）＝
犻 犼 犽
０ ０ 犮

犉ｓｉｎφｃｏｓθ犉ｓｉｎφｓｉｎθ－犉ｃｏｓφ
＝犉犮ｓｉｎφ（－ｓｉｎθ犻＋ｃｏｓθ犼）

　　（２）求犕犗犃（犉）
设犲为犗犃轴的单位矢量，则

犲犗犃＝
→犗犃

狘→犗犃狘＝
犪犻＋犮犽
犪２＋犮槡 ２

由式（１．９）可得
犕犗犃（犉）＝犕犗（犉）·犲犗犃＝－犉犪犮ｓｉｎθｓｉｎφ犪２＋犮槡 ２

１．３　力偶矩矢
由大小相等、作用线不重合的两个反向平行力组成的特殊力系，称为力偶

（ｃｏｕｐｌｅ）。力偶能使刚体改变转动状态，使变形体产生扭曲变形。
力偶两力所在的平面称为力偶的作用面，两力作用线间的垂直距离称为力偶臂，

力偶中一个力的大小和力偶臂的乘积称为力偶矩（ｍｏｍｅｎｔｏｆｃｏｕｐｌｅ）。空间力偶对
刚体的作用效应取决于力偶矩的大小、作用面的方位和力偶的旋转方向，称为力偶三
要素（ｔｈｒｅｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆｃｏｕｐｌｅ）。可以用一个矢量将这三个要素同时表示出来：矢
量的长短按一定比例表示力偶矩的大小，矢量的方位表示力偶作用面法线的方位，矢
量的箭头指向按右手螺旋规则确定，表示力偶的转向（见图１．５）。这个矢量称为力
偶矩矢（ｍｏｍｅｎｔｖｅｃｔｏｒｏｆｃｏｕｐｌｅ），用犕表示。作用于刚体上的一组力偶称为力偶
系，力偶矩矢在空间任意分布的力偶系称为空间力偶系。

力偶对刚体的作用效果，可用力偶中的两个力对空间某点之矩的矢量和来度量。
设有力犉和犉′组成空间力偶，如图１．６所示。其力偶矩矢犕就等于该力偶对空
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图　１．５ 　　　　　 图　１．６

间任一点犗的矩，由式（１．６）可得
犕＝狉犃×犉＋狉犅×犉′＝狉犃×犉＋狉犅×（－犉）＝（狉犃－狉犅）×犉＝狉×犉

图　１．７

计算表明：力偶矩矢恒等于矢积狉×犉，力偶对任
意点之矩与矩心的位置无关。即力偶对刚体的
作用效果与矩心无关，所以力偶矩矢沿矩矢方向
任意滑动或平行移动都不影响力偶对同一刚体
的作用效果，可见力偶矩矢是自由矢（ｆｒｅｅ
ｖｅｃｔｏｒ）。

由于力偶对刚体的作用效果完全由力偶矩
矢来确定，而力偶矩矢是自由矢量，因此，两个力
偶无论作用在刚体上什么位置，也不论力的大小、方向和力偶臂的长短，只要其力偶
矩矢相等，就一定等效。所以，作用在刚体上两力偶的等效条件是：力偶矩矢相等。

能否以“力偶是自由矢”为理由，将图１．７中梁犆犇上的力偶犕移到梁犃犆上？
为什么？

１．４　力系的简化　主矢和主矩

１．力的平移
　　图１．８表示力犉作用在刚体的点犃上，为把它平移到刚体上的任意点犗，可在
点犗加上一对与力犉等值且平行的力犉′和犉″，由于犉′和犉″为共线平衡力系，合力
为零，所以力系（犉，犉′，犉″）与原力犉是等效的。若将犉′看作犉平移到点犗的力，则
犉与犉″构成一个附加力偶，若用狉表示点犗至点犃的矢径，由式（１．６）可知，附加力
偶矩矢等于原力犉对点犗的矩矢：

犕犗（犉）＝狉×犉
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图　１．８

　　由此得到如下结论：作用在刚体上某一点的力可平移到该刚体上任一点，但需
增加一附加力偶才能与原力等效，此力偶矩矢等于原力对新的作用点的矩矢。

当刚体上的力沿其作用线移动时，附加力偶的力偶矩矢等于零，即作用在刚体上
的力可沿其作用线任意移动而不改变对刚体的作用效应，此性质称为力的可传性
（ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙｏｆｆｏｒｃｅ）。这样，作用在刚体上力的三要素成为：大小、方向和作用
线。因此，作用于刚体上的力是滑移矢（ｓｌｉｄｉｎｇｖｅｃｔｏｒ）。

力的可传性适用于变形体吗？为什么？试举例说明。

２．力系向一点简化
力的作用线在空间任意分布的力系称为空间任意力系，各力作用线汇交于一点

的空间力系称为空间汇交力系（ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｔｆｏｒｃｅｓｙｓｔｅｍｉｎｓｐａｃｅ）。设刚体上作用有
空间任意力系犉１，犉２，…，犉狀，如图１．９所示。以刚体内任意点犗为简化中心，将力系
中各力平移到点犗，并加上相应的附加力偶，得到一个作用于点犗的空间汇交力系
（犉′１，犉′２，…，犉′狀）和一个由所有附加力偶组成的空间力偶系（犉１，犉″１），（犉２，犉″２），…，
（犉狀，犉″狀），其力偶矩矢分别为犕１，犕２，…，犕狀，它们与原力系等效。

图　１．９

利用矢量合成的平行四边形法则分别对空间汇交力系和空间力偶系的各矢量逐
次合成，得到作用线过点犗的一个力和一个力偶，该力的力矢等于原力系各力的矢
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量和犉Ｒ，该力偶的力偶矩矢等于原力系中各力对简化中心的矩的矢量和犕犗，即

犉Ｒ＝∑
狀

犻＝１
犉′犻＝∑

狀

犻＝１
犉犻 （１．１２）

犕犗＝∑
狀

犻＝１
犕犻＝∑

狀

犻＝１
犕犗（犉犻） （１．１３）

犉Ｒ称为力系的主矢（ｐｒｉｎｃｉｐａｌｖｅｃｔｏｒ），犕犗称为力系对简化中心犗的主矩（ｐｒｉｎｃｉｐａｌ
ｍｏｍｅｎｔ）。

由此可见：空间任意力系可简化为作用在简化中心上的一个力和一个力偶，该
力的力矢和力偶的力偶矩矢分别称为力系的主矢和对简化中心的主矩。所以，刚体
上两力系等效的条件是：力系的主矢和对同一点的主矩分别相等。

主矢和力系中各力的解析式分别为
犉Ｒ＝犉Ｒ狓犻＋犉Ｒ狔犼＋犉Ｒ狕犽
犉犻＝犉犻狓犻＋犉犻狔犼＋犉犻狕犽　　　犻＝１，２，…，狀

代入式（１．１２），比较系数可得

犉Ｒ狓＝∑
狀

犻＝１
犉犻狓，　犉Ｒ狔＝∑

狀

犻＝１
犉犻狔，　犉Ｒ狕＝∑

狀

犻＝１
犉犻狕

或简写为
犉Ｒ狓＝∑犉狓
犉Ｒ狔＝∑犉狔
犉Ｒ狕＝∑犉

烍
烌

烎狕
（１．１４）

主矢犉Ｒ的大小和方向余弦为
犉Ｒ＝（∑犉狓）２＋（∑犉狔）２＋（∑犉狕）槡 ２ （１．１５）

ｃｏｓ（犉Ｒ，犻）＝∑犉狓犉Ｒ

ｃｏｓ（犉Ｒ，犼）＝∑犉狔犉Ｒ

ｃｏｓ（犉Ｒ，犽）＝∑犉狕犉Ｒ

（１．１６）

根据式（１．１０），则式（１．１３）可写为

犕犗狓犻＋犕犗狔犼＋犕犗狕犽＝∑
狀

犻＝１
［犕狓（犉犻）犻＋犕狔（犉犻）犼＋犕狕（犉犻）犽］

比较系数可得

犕犗狓＝∑
狀

犻＝１
犕狓（犉犻），　犕犗狔＝∑

狀

犻＝１
犕狔（犉犻），　犕犗狕＝∑

狀

犻＝１
犕狕（犉犻）
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或简写为
犕犗狓＝∑犕狓
犕犗狔＝∑犕狔
犕犗狕＝∑犕

烍
烌

烎狕
（１．１７）

主矩犕犗的大小和方向余弦分别为
犕犗＝（∑犕狓）２＋（∑犕狔）２＋（∑犕狕）槡 ２ （１．１８）

ｃｏｓ（犕犗，犻）＝∑犕狓犕犗

ｃｏｓ（犕犗，犼）＝∑犕狔犕犗

ｃｏｓ（犕犗，犽）＝∑犕狕犕

烍

烌

烎犗

（１．１９）

　　必须指出，主矢只有大小和方向，是自由矢。描述力系使物体平行移动的作用效
应，力系对不同简化中心简化时，主矢大小和方向保持不变，是一个不变量。主矩描
述力系使物体绕简化中心转动的作用效应，主矩一般随简化中心的不同而变化。

若力系中各力的作用线均在同一平面（如犗狓狔平面）内，则该力系为平面力系。
显然，平面力系中各力沿垂直于该平面的轴狕的投影以及对平面内的轴狓和狔的矩
分别等于零。所以，由式（１．１５）和式（１．１８）可得平面力系的主矢和主矩大小的表达
式分别为

犉Ｒ＝（∑犉狓）２＋（∑犉狔）槡 ２ （１．２０）
犕犗＝∑犕犗狕（犉犻）＝∑犕犗（犉犻） （１．２１）

　　空间任意力系分别向犃，犅两点简化，可得主矢和主矩分别为犉犃，犕犃及犉犅，
犕犅。试问犉犃与犉犅及犕犃与犕犅之间有什么关系？

１．５　力系的简化结果　合力矩定理
空间力系向任意点犗简化后，随着主矢犉Ｒ和主矩犕犗的不同，分下列四种情况

讨论其简化结果：
（１）犉Ｒ＝０，犕犗＝０。力系平衡，将在第３章和第４章中详细讨论这一情形。
（２）犉Ｒ≠０，犕犗＝０。力系简化为作用线过点犗的一个合力，其大小和方向等于

力系的主矢。
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（３）犉Ｒ＝０，犕犗≠０。力系简化为一个合力偶，该力偶的矩等于力系对点犗的主矩。
（４）犉Ｒ≠０，犕犗≠０。再分为两种情况讨论。
若犉Ｒ·犕犗＝０，犉Ｒ与犕犗垂直，由力平移的逆过程，可进一步简化为一个作用线

过点犗１的合力犉′Ｒ（图１．１０（ａ）），点犗与犗１间的距离狉＝犕犗／犉Ｒ，犗至犗１的矢径狉
的方向就是矢量犉Ｒ×犕犗的方向，因此可得狉的计算式

狉＝犉Ｒ×犕犗／犉２Ｒ （１．２２）

图　１．１０

　　若犉Ｒ·犕犗≠０，犉Ｒ与犕犗不垂直而成角度θ（图１．１０（ｂ）），将犕犗分解为平行和
垂直于犉Ｒ的两个分量犕１和犕２。犉Ｒ与犕２可进一步合成为作用线过犗１的力犉′Ｒ，
因为犉Ｒ×犕２＝犉Ｒ×犕犗，所以犗至犗１的矢径狉仍可由式（１．２２）计算。而犕１的计算式为

犕１＝（犕犗·犉Ｒ）犉Ｒ／犉２Ｒ （１．２３）
是与简化中心无关的自由矢量，可平移到犉′Ｒ的作用线上。因此，力系简化为一个力
犉′Ｒ和一个与其共线的力偶犕１。力犉′Ｒ和力偶犕１组成的力系称为力螺旋。当犉Ｒ与
犕１同向时（犉Ｒ·犕１＞０），称为右力螺旋，例如用改锥拧紧木螺钉时，改锥对木螺钉的
作用就是一个右力螺旋。当犉Ｒ与犕１反向时（犉Ｒ·犕１＜０），称为左力螺旋。力犉′Ｒ
的作用线称为力螺旋的中心轴。力螺旋既不能与一力等效，又不能与一力偶等效，是
最简力系，是空间力系简化后的最一般形式。空间力系简化结果如表１．１所示。

表１．１　空间力系的简化结果
主矢和主矩 简化结果

犉Ｒ·犕犗＝０
犉Ｒ＝０

犉Ｒ≠０

犕犗＝０
犕犗≠０
犕犗＝０
犕犗≠０

平　衡
合力偶
合　力

犉Ｒ·犕犗≠０ 犉Ｒ／／犕犗
∠（犕犗，犉Ｒ）＝θ

力螺旋



１．５　力系的简化结果　合力矩定理 １７　　　

　　若空间力系简化为点犗１的合力犉′Ｒ（图１．１０（ａ）），则有犕犗（犉′Ｒ）＝犕犗，而主矩

犕犗＝∑
狀

犻＝１
犕犗（犉犻），因而有

犕犗（犉′Ｒ）＝∑
狀

犻＝１
犕犗（犉犻） （１．２４）

即空间力系的合力对任一点的矩矢等于力系各力对同一点的矩矢的矢量和。将上式
向通过点犗的任意轴狕投影，可得

犕狕（犉′Ｒ）＝∑
狀

犻＝１
犕狕（犉犻） （１．２５）

即空间力系的合力对任一轴的矩等于力系各力对同一轴的矩的代数和。式（１．２４）和
式（１．２５）称为合力矩定理（ｔｈｅｏｒｅｍｏｆｍｏｍｅｎｔｏｆｒｅｓｕｌｔａｎｔｆｏｒｃｅ）。

例１．３　如图１．１１（ａ）所示，梁犃犅受外力系作用，犘＝７５Ｎ，犉１＝１００Ｎ，犉２＝
８０Ｎ，力偶矩犕＝５０Ｎ·ｍ，方向及作用位置如图，求此外力系的简化结果。

图　１．１１

解　取梁的中点犗为简化中心，先计算外力系的主矢和对点犗的主矩。为此，
选取坐标系犗狓狔（图１．１１（ｂ））。

主矢犉Ｒ在坐标轴上的投影分别为
犉Ｒ狓＝∑犉狓＝犉１－犉２ｃｏｓ４５°＝１００－８０槡２（ ）２Ｎ＝４３．４Ｎ

犉Ｒ狔＝∑犉狔＝－犘－犉２ｓｉｎ４５°＝－７５－８０槡２（ ）２Ｎ＝－１３１．６Ｎ
由式（１．２０）得

犉Ｒ＝（∑犉狓）２＋（∑犉狔）槡 ２＝１３８．６Ｎ
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ｃｏｓ（犉Ｒ，犻）＝犉Ｒ狓犉Ｒ
＝０．３１３，则∠（犉Ｒ，犻）＝７１．８°

ｃｏｓ（犉Ｒ，犼）＝犉Ｒ狔犉Ｒ
＝－０．９５０，则∠（犉Ｒ，犼）＝１６１．８°

对点犗的主矩为
犕犗＝∑犕犗（犉）＝犕－犉１·犺－犉２·犗犅ｓｉｎ４５°
＝（５０－４０－１４１．４）Ｎ·ｍ
＝－１３１．４Ｎ·ｍ

　　由于犉Ｒ≠０，犕犗≠０，可知力系可简化为一合力犉，其大小和方向与主矢犉Ｒ相
同，作用线到点犗的距离由式（１．２２）得

狉＝狘犕犗狘
犉Ｒ ＝１３１．４Ｎ·ｍ１３８．６Ｎ＝０．９４８ｍ

　　根据主矢的方向，合力犉的作用线应在点犗的右侧，以使犉对点犗的矩也为顺
时针转向，与主矩犕犗的转向一致，如图１．１１（ｂ）所示。设合力作用线与狓轴的交点
为犇，则

犗犇＝ 狉
ｓｉｎ７１．８°＝

０．９４８ｍ
０．９５＝０．９９８ｍ

　　例１．４　已知犉１＝６Ｎ，犉２＝８Ｎ，犉３＝１０Ｎ，犪＝３ｍ，犫＝４ｍ，试求图１．１２所示空间
力系简化可得到最小主矩的大小和方向。

图　１．１２

解　选取图中坐标系原点为简化中心。各力矢量的表达式为
犉１＝６犼Ｎ，　犉２＝－８犽Ｎ，　犉３＝１０（－３犻＋４犽）Ｎ／５＝（－６犻＋８犽）Ｎ

点犗至各力作用点的矢径为
狉１＝（３犻＋４犽）ｍ，　狉２＝４犽ｍ，　狉３＝（３犻＋３犼）ｍ



习　　题 １９　　　

　　力系向点犗简化得到主矢犉Ｒ和主矩犕犗：

犉Ｒ＝∑
３

犻＝１
犉犻＝（－６犻＋６犼）Ｎ

犕犗＝∑
３

犻＝１
狉犻×犉犻＝

犻犼犽
３０４
０６０

＋
犻犼犽
３３０
－６０８

＝（－２４犼＋３６犽）Ｎ·ｍ

由犉Ｒ·犕犗＜０可知，力系可进一步简化为一个左力螺旋。根据式（１．２２），将犉Ｒ沿
矢径

狉＝犉Ｒ×犕犗／犉２Ｒ＝１７２
犻 犼 犽
－６６ ０
０－２４３６

＝（３犻＋３犼＋２犽）ｍ

平移至犃犅边中点犗１，与由式（１．２３）求得的力偶犕１＝（犕犗·犉Ｒ）犉Ｒ／犉２Ｒ＝－１４４７２（－６犻＋
６犼）＝（１２犻－１２犼）Ｎ·ｍ组成中心轴过点犗１的一个左力螺旋。犕１就是力系向不同点
简化时的最小主矩，因此，中心轴也称为最小力矩轴。

习　　题
１．１　力犉作用在曲轴的曲柄中点犃如图所示。已知α＝３０°，犉＝１ｋＮ，犱＝

４００ｍｍ，狉＝５０ｍｍ。试分别求力犉对坐标轴狓，狔，狕的矩。
１．２　作用在手柄上的力犉＝１００Ｎ，作用线位置及手柄尺寸如图所示。试求：
（１）力犉对狓轴的矩；
（２）力犉对原点犗的矩。

题１．１图 　　　　　 题１．２图
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１．３　长方体的顶角犃和犅处分别有力犉１和犉２作用如图所示。已知犉１＝
５００Ｎ，犉２＝７００Ｎ。试分别求二力对坐标轴狓，狔，狕的矩。

１．４　图示正立方体的边长为犪，在顶点犃沿对角线犃犅作用一力犉，大小已知。
试求：

（１）力犉对坐标轴狓，狔，狕的矩；
（２）力犉对坐标轴原点犗的矩。

题１．３图 题１．４图

　　１．５　设在图中水平轮上点犃作用一力犉，方向与轮面成６０°角，且在过点犃与
轮缘相切的铅垂面内，而点犃与轮心犗′的连线与通过点犗′平行于轴狔的直线成４５°
角。试求力犉在三坐标轴上的投影与对三个坐标轴的矩。设犉＝１０００Ｎ，犺＝
狉＝１ｍ。

１．６　轴犃犅与铅垂线成α角，轮盘盘面与轴垂直。半径犆犇＝犪，且与铅垂面
狕犃犅成θ角，如图所示。如在点犇作用一铅垂向下的力犉，大小已知，试求此力对轴
犃犅的矩。

题１．５图 　　　　　　　　 题１．６图

１．７　试求题１．３图所示力系的主矢犉Ｒ和对原点的主矩犕犗。



习　　题 ２１　　　

　　１．８　求图示力系的合力偶沿长方体对角线犃犅的分量。
１．９　试将作用于图示构件管端犅的１００Ｎ的力向点犃简化。

题１．８图 　　　　　 题１．９图

１．１０　试将图示滑轮上所受的力系犉１，犉２，犉３向其中心简化，其中犉１＝１２００
犻Ｎ，犉２＝９００犻Ｎ，犉３＝－５００犼Ｎ，犚＝０．３ｍ，狉＝０．２ｍ。

１．１１　如图示，已知犉１＝４００Ｎ，犉２＝３００Ｎ，犉３＝５００Ｎ。试将力系（犉１，犉２，犉３）向
点犗简化。
１．１２　图示正方体边长为犫，其上作用５个力，其中，犉１＝犉２＝犉３＝犉，犉４＝犉５＝

槡２犉。试将５力向点犃简化，并给出简化的最后结果。

题１．１０图 　　 题１．１１图 　　 题１．１２图

１．１３　将三角板上作用的力系加以简化，如图示，并确定哪些力系是相互等
效的。
１．１４　图示力和力偶可用一等效力来代替，为使此等效力的作用线通过点犅，求

角度α的值。
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题１．１３图

题１．１４图

　　１．１５　将图示各力系简化为最简单力系。已知在图（ａ）中：狇１＝１０ｋＮ／ｍ，狇２＝
８０ｋＮ／ｍ，犕＝１００ｋＮ·ｍ。已知在图（ｂ）中：狇１＝５０Ｎ／ｍ，狇２＝３０Ｎ／ｍ。

题１．１５图



第２章
物体的受力分析

在静力学中，对物体进行正确的受力分析是解决问题的关键。本章首先介绍约
束和约束力，接着研究作用在物体上的载荷以及重心的计算，最后讨论物体的受力
分析。

２．１　约束与约束力
在空间运动不受限制的物体称为自由体（ｆｒｅｅｂｏｄｙ），如飞行中的飞机、火箭等。

位移受到限制的物体称为非自由体（ｕｎｆｒｅｅｂｏｄｙ），如行驶中的火车、汽车等。限制
物体自由运动的条件称为约束（ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ）。约束一般是由非自由体周围的其他物
体构成的，因此往往把这些周围物体也称为约束。如钢轨是火车的约束，公路路面是
汽车的约束等。约束对非自由体的作用力称为约束力（ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｆｏｒｃｅ）。因此，约
束力的方向与其所限制的非自由体的运动方向或趋势相反。

下面介绍工程中几种基本约束，并对其约束力进行分析。

１．柔索
工程中的钢丝绳、胶带和链条等物体可简化为柔索，其特点是不计自重，不可伸

长，只承受拉力。因此，柔索对物体的约束力犉Ｔ作用在接触点处，方位沿柔索，指向
则背离物体（图２．１）。
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图　２．１　　　 图　２．２ 　　　 图　２．３

２．光滑接触面
若两物体的接触面上摩擦力很小，可忽略，则接触面可简化为光滑表面，如齿轮

的齿面、车床导轨等。光滑接触面只能限制物体沿接触面法向的位移，而不能限制物
体沿约束面切向的位移。因此，光滑面对物体的约束力犉Ｎ作用在接触点上，沿接触
面公法线，并指向与物体运动趋势相反的方向（图２．２）。

请画出图２．３中光滑尖角对均质球的约束力，并说明理由。

３．光滑圆柱铰链
用圆柱销钉将两个带有销钉孔的构件连接在一起组成圆柱铰链，如图２．４所示。

销钉对孔的约束力犉犃作用在接触点犃，且沿公法线方向。由于约束力方向不能预
先确定，通常用两个正交分力犉犃狓，犉犃狔表示（图２．５）。若将圆柱铰链中的一个构件与
地面或机架固定则构成固定铰链支座（ｆｉｘｅｄｓｕｐｐｏｒｔｏｆｐｉｎｊｏｉｎｔ）（图２．６（ａ）），其简
图如图２．６（ｂ）所示。销钉对孔的约束力可用两个正交分力犉狓，犉狔表示
（图２．６（ｃ））。图２．７（ａ）所示的支座与支承面间有辊轴，称为可动铰链支座（ｒｏｌｌｅｒ
ｓｕｐｐｏｒｔｏｆｐｉｎｊｏｉｎｔ），其示意图如图２．７（ｂ）所示，支座沿支承面的运动不受限制，因
此约束力犉Ｎ垂直支承面（图２．７（ｃ））。可动铰链支座可避免因温差引起构件伸缩而
造成的结构破坏。

图　２．４ 　　　　　 图　２．５



２．１　约束与约束力 ２５　　　

向心球轴承是工程中常见的约束，其对轴颈的约束力可用两个正交分力犉狓，犉狔
表示（图２．８）。

图　２．６　　　　图　２．７　　　　 图　２．８

光滑圆柱铰链约束的特点是只限制两物体相对移动，而不能限制两物体绕铰链
中心轴的相对转动。

４．二力构件
只受两个力作用而处于平衡状态的刚性构件称为二力构件。例如两端用铰链连

接且不计自重，杆上又无其他外力作用的刚性杆就是二力杆。由于二力构件只受两
个力作用而平衡，因而这两个力必等值、反向、共线。因此，二力构件对物体的约束力
沿二力作用点的连线。

５．固定端
物体嵌固于另一物体的约束，称为固定端（ｆｉｘｅｄｅｎｄ）。固定端既限制物体的移

动又限制物体的转动。夹紧在卡盘上的工件，嵌固在墙上的悬臂梁（图２．９（ａ））都是
固定端的实例。当梁上外载荷可简化为平面力系（如狓狔平面）时，梁的插入部分受
到平面约束力系作用，向梁根部截面犃的形心简化，可得面内一力犉犃和一力偶犕犃，
由于该力的方向不能预先确定，可用两个正交分力犉犃狓，犉犃狔表示（图２．９（ｂ））。

图　２．９
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除以上几种常见约束外，还有其他类型的空间约束，将在第４章中介绍。

２．２　载荷　重心
约束力以外的其他力统称为主动力（ａｃｔｉｖｅｆｏｒｃｅ），工程中常称为载荷（ｌｏａｄ）。

载荷可分为体积力（ｂｏｄｙｆｏｒｃｅ）和表面力（ｓｕｒｆａｃｅｆｏｒｃｅ）两类。体积力是分布在物体
体积内的力，如重力；表面力是分布在物体较大表面上的力，如土压力和闸门上的水
压力等。若力作用面积很小，可近似看成作用在一个点上，则称为集中力
（ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｆｏｒｃｅ）。合理地估计和确定载荷是正确进行结构计算的重要前提，通
常要参考有关规范或进行专门的载荷实验研究。

１．重力　重心
地球中心对物体的吸引力称为重力（ｇｒａｖｉｔｙ）。如果把物体看成由许多质点组

成，由于地球比所研究的物体大得多，作用在这些质点上的重力形成的力系可认为是
一个铅垂的平行力系，该平行力系的合力的大小就等于物体的重力，这个合力作用点
称为物体的重心（ｃｅｎｔｅｒｏｆｇｒａｖｉｔｙ）。显然，物体的重心是物体内一个确定的几何

　　图　２．１０

点，与该物体在空间的放置状态无关。
设物体各微元受的重力为Δ犌犻，则所有微元

重力的合力大小犌＝∑Δ犌犻。设在物体上固连
一坐标系犗狓狔狕（图２．１０），微元重力作用点的坐
标为（狓犻，狔犻，狕犻），重心犆的坐标为（狓犆，狔犆，狕犆）。
对狔，狓两轴分别应用合力矩定理，得

狓犆犌＝∑狓犻Δ犌犻
－狔犆犌＝∑（－狔犻Δ犌犻）

将物体上坐标系固连在一起绕狓轴旋转９０°，则
重力沿狔轴方向，重心犆的坐标仍不变。对狓轴由合力矩定理得

狕犆犌＝∑狕犻Δ犌犻
从而得到物体重心的坐标公式：

狓犆＝∑狓犻Δ犌犻犌

狔犆＝∑狔犻Δ犌犻犌
狕犆＝∑狕犻Δ犌犻

烍

烌

烎犌

（２．１）


