
第 1 章

线性规划基础

　　线性规划(linearprogramming,LP)是运筹学的基础部分,是运筹学中兴起较早的一

个分支,也是运筹学中应用最广泛的一个部分,其理论和计算方法也较成熟。

20世纪30年代末,苏联数学家康特罗维奇研究交通运输和机械加工等部门的生产

管理,于1939年写了《生产组织与计划中的数学方法》一书初稿,为线性规划建立数学模

型及解法奠定了基础;与此同时,美国的库普曼研究了选择最优化运输方案的方法,建立

了“线性规划数学模型”,并取得了重大进展。他们二人由于科学的创举,后来成为诺贝尔

经济学奖的获得者。到了40年代,线性规划得到进一步应用和发展,在工业/农业生产管

理、交通运输的指挥调度、资源开发、商业和银行等领域得到广泛应用,对提高企业的经济

效益有显著成效。随着生产规模的扩大和经济事务的繁杂,对线性规划提出了更多的理

论要求,又促使这门学科迅速发展和完善。自1947年美国数学家丹捷格(G.B.Dantzig)
提出了一般线性规划问题求解方法———单纯形法之后,线性规划在理论上趋于成熟,在实

用中日益广泛与深入,特别是在电子计算机能处理成千上万个约束条件和决策变量的线

性规划问题之后,线性规划的适用领域更为广泛了,从解决技术问题的最优化设计,到工

业、农业、商业、交通运输业、军事、经济计划和管理决策等领域都可以发挥作用,它已成为

现代管理科学的重要基础理论。

1.1　线性规划及其数学模型

在生产管理和经营活动中经常提出一类问题,即如何合理有效地利用有限的人、财、
物等资源,以便得到最好的经济效果。线性规划是目前应用最广泛的一种系统优化方法,
广泛应用于工农业生产和经济管理等领域,其核心思想是以最少的资源消耗取得最大的

经济效果,即线性规划是以数学为工具,来研究在一定的人、财、物等资源条件下,用最少

的资源耗费,取得最大的经济效果。
下面我们来讨论一个线性规划问题引例,由此引出一个线性规划问题。

1.1.1　线性规划问题引例

【例1-1】　某公司生产甲、乙两种产品,均需在 A、B、C三种不同的设备上加工,产品

加工所需工时单耗、产品销售后能获得的利润及设备可用工时数如表1-1所示。问:如

何安排生产计划,才能使该公司获得的总利润最大?
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表1-1　产品生产基础数据表

　　　　　设备

单耗

产品　　　　　　
A B C

利润

(元/公斤)

甲 3 5 9 70
乙 9 5 3 30

限制工时 540 450 720

　　解:这是一个典型的线性规划问题,下面建立该问题的线性规划数学模型。
(1)设甲、乙产品产量分别为x1、x2 公斤　———决策变量,简称变量

(2)设总利润为Z,则

MaxZ=70x1+30x2　——— 目标函数

　　(3)设备可用工时数限制　———约束条件

3x1+9x2≤540　A设备可用工时约束

5x1+5x2≤450　B设备可用工时约束

9x1+3x2≤720　C设备可用工时约束

x1,x2≥0　　 　 非负约束

因此原问题的数学模型为(其中s.t.是subjectto的简写,意为约束条件):

MaxZ=70x1+30x2　 ①

s.t.

3x1+9x2 ≤540 ②
5x1+5x2 ≤450 ③
9x1+3x2 ≤720 ④
x1,x2 ≥0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ⑤

(1-1)

　　这就是线性规划问题引例的数学模型。因此对于一个实际问题,数学模型就是以适

当的数学公式来表达它的内在关系。

1.1.2　数学模型的事理含义

当我们把一个实际问题表达成 LP数学模型时,一定要注意数学模型中的事理含义

及物理量的计量单位。

1.数学模型的三要素

(1)有一组待确定的决策变量。如例1-1中(x1,x2)为一个具体行动方案。
一般来说,构成线性规划的问题都有很多具体方案可供选择,但是最优的方案往往只

有一个,这是规划问题的一大特点。研究规划的目的和价值就是从很多的可行方案中去

求得这个最优方案,使得资源得到充分利用,避免因任意选取其他方案而造成资源的浪

费,这样就能够达到最优的经济效果。
(2)有一个明确的目标要求(Max或 Min)。如例1-1中要求利润Z最大。
显然,任取一种计划产量x1 和x2 值(只要满足全部约束条件)的可行方案,都会提供
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一定数量的利润,但不一定是最大,因此目标要求与待定的决策变量的取值紧密相关,也
就是说目标值是决策变量的函数,故称为目标函数。另外目标要求依具体问题的性质不

同而不同,本例中要求总利润,因此越大越好,用符号 Max表示;有的情况下可能是计算

费用或时间,此时越小越好,用符号 Min表示。
人们常把线性规划研究的问题归纳为两类:第一类是某项任务确定后,如何统筹安

排,尽量以最少的资源去完成这项任务;第二类是现有一定数量的资源,怎样安排和使用

它们,使完成的任务最多,创造的财富最大。实际上这两类问题是同一个问题的两个方面

或两种提法,本质都是寻求整个问题的某项整体指标的最优解。
(3)存在一组约束条件。如例1-1中 A、B、C三种设备可用工时的约束。
它们也是用决策变量的线性方程来表示的,约束条件反映规划的客观限制。在产品生

产过程中,资源往往是有限的,约束条件确定规划的实现范围,即确定了所求变量的变化域。

2.数学模型中系数的含义

(1)目标函数中决策变量的系数Cj,称为价值系数。
如例1-1中的70、30就是价值系数,表示单位产品提供的利润(元/公斤)。在具体问

题中有明确的经济含义和计量单位。
(2)约束条件左边决策变量前的系数aij,称为约束条件系数。
在具体问题中也有明确的经济含义和计量单位,如例1-1中的3、5、9和9、5、3就是

约束条件系数(本例中为单耗),表示单位产品的设备工时消耗量(小时/公斤)。
(3)约束条件右边的常数bi,称为限制常数。
如例1-1中的540、450、720就是限制常数,表示设备 A、B、C现有最大的可用工时。

在具体问题中它有明确的含义和计量单位。

1.1.3　数学模型解的名称

在线性规划数学模型(1-1)中,一般我们能够找到决策变量很多个解,即有很多种方

案,将所有约束条件用图形绘出,如图1-1所示。以下定义几种解的名称。

图1-1　数学模型的可行解域

(1)可行解

凡满足所有约束条件②、③、④、⑤的所有解称为可行解,它们对应可行方案。所有可
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行解的集合构成可行解域,即图中阴影部分。可行解域中的任何一点称为可行点,对应一

个可行方案,这个点的坐标
x1

x
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û
úú

2

构成一个列向量,称为可行向量。

(2)最优解

凡使得目标函数Z值达到最优(最大或最小)的可行解称为最优解。最优解一般情况

下是唯一存在的,但在一些特殊的规划问题中,可能有无穷多个最优解或者不存在最优解。
(3)基本解

所有约束条件直线的交点对应的解称为基本解,如图1-1中所有实心点和空心点对

应的解。
(4)基本可行解

可行解域边界上的约束条件直线的交点对应的解称为基本可行解,即图1-1中所有

的实心点对应的解。它满足两个条件:其一是基本解,即约束条件直线的交点对应的解;
其二是可行解,即满足所有的约束条件,在可行解域内。

1.1.4　数学模型的一般形式

综上所述,从结构上看,线性规划数学模型包括目标函数、约束条件和变量非负约束

三个部分,完整的表达式为

Max(Min)Z=c1·x1+c2·x2+…+cn·xn

s.t.

a11·x1+a12·x2+…+a1n·xn ≤ (≥,=)b1

a21·x1+a22·x2+…+a2n·xn ≤ (≥,=)b2

︙

am1·x1+am2·x2+…+amn·xn ≤ (≥,=)bm

xj ≥0,　j=1,…,

ì

î

í

ï
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ïï

ï
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(1-2)

　　如果式(1-2)中的方程(包括目标函数和约束条件)均是线性方程,则称之为线性规

划;如果式(1-2)中的方程出现非线性方程,则称之为非线性规划。

1.1.5　线性规划问题求解过程

利用线性规划求解实际问题可归结为以下三个步骤。
第一步,将实际问题转化为数学模型(数学公式),这一步叫建模。
第二步,求解数学模型的最优解,有以下两种方法。
方法一:图解法,适合于两个变量的LP数学模型。
方法二:单纯形法,适合于任意个变量的LP数学模型。
第三步,将数学模型的最优解转化为原问题的最优方案。

1.2　线性规划问题的建模

建模是解决线性规划问题极为重要的环节。从实践的角度来讲,一个正确数模的建

成,标志着问题的解决已接近完成,答案在计算机上由线性规划程序运行就会很快获得。
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一个正确数模的建立要求建模者熟悉规划问题的生产和管理内容,明确目标要求和错综

复杂的约束条件,要通过大量的调查和统计资料获取原始可靠的数据。建立一个较复杂

的实际模型,这些要求是要花费相当大的工作量的。对于初学者来说怎样从问题的内容

出发分析和认识问题,善于从数学模型这个角度有条理地表述出来,掌握建模过程是十分

重要的。
线性规划适于解决的问题面很广,因此不可能有一个统一的建模标准,这就使建模成

为一种带技巧性的工作。即使如此,建模过程还是有一定规律的,即通过对实际问题的分

析和理解,明确哪些是决策变量,目标要求是什么,有哪些限制条件,也就是抓住数学模型

的三个基本要素:决策变量、目标函数和约束条件。列出相应的方程式,即得问题的数学

模型。归结为以下三个步骤。
第一步,分析问题的要求,确定决策变量。
第二步,找出问题目标要求,确定目标函数。
第三步,分析决策变量所受的限制,列出约束条件。
本节通过几个例子来说明建模过程,同时介绍不同类型的问题,以便使读者对线性规

划的应用领域和它的现实意义有进一步的认识。

1.2.1　资源合理利用问题

资源合理利用是企业编制生产计划时经常考虑的实际问题。其任务是企业(也可以

是一个地区,甚至整个国家)如何规划和调配它的有限资源以达到生产的目的,并使企业

获取最大的利润;或使资源、材料耗费最少,从而使生产成本为最小。现举简例说明。
【例1-2】　某厂生产 A、B两种产品,都需用煤、金属材料、电力等资源。制造1吨 A

产品需用煤6吨,金属材料80公斤,电力50千瓦;制造1吨B产品需用煤8吨,金属材

料50公斤,电力10千瓦。现该厂仅有煤540吨,电力2000千瓦,金属材料4000公斤可

供利用,其他资源可以充分供应。又知:A、B产品能得到利润分别为6千元/吨和5千

元/吨。问:在现有这些资源限制条件下,应生产多少吨 A 和B产品,使企业获得利润最

大? 试建立该问题的数学模型。
解:这是一个资源合理利用问题,将问题转化为表1-2,辅助建模。

表1-2　产品生产基础数据表

　　　　　资源

单耗

产品　　　　　　

煤

(吨)
金属材料

(公斤)
电力

(千瓦)
利润

(千元/吨)

A (x1 吨) 6 80 50 6
B(x2 吨) 8 50 10 5
资源限制 540 4000 2000

　　(1)确定决策变量。要求回答的是 A、B产品的生产量,设用x1 和x2(单位:吨)分
别表示 A、B产品的生产量。

(2)确定目标函数。企业是要求利润为最大,设Z表示企业利润,则有
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MaxZ=6x1+5x2　(千元)

　　(3)确定约束条件。该问题有煤、金属材料和电力三种资源的限制,据此可建立这三

种资源的限制约束条件如下:
煤: 6x1+8x2≤540(吨)
金属材料: 80x1+50x2≤4000(公斤)
电力: 50x1+10x2≤2000(千瓦)
可得该问题的线性规划数模如下:

MaxZ=6x1+5x2

s.t.

6x1+8x2 ≤540
80x1+50x2 ≤4000
50x1+10x2 ≤2000
x1,x2 ≥

ì

î

í

ï
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ï
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　　资源合理利用问题的一般数模如下:
假设某个企业有m 种资源,已知每种资源的数量为bi(i=1,2,…,m)。该企业能生

产n种产品(xj为第j种产生的产量,j=1,2,…,n),已知生产每一种产品单位产量所消

耗的各种资源数量,我们用aij表示第j种产品对第i种资源单耗。设各种产品的价格为

已知,用cj表示第j种产品的单价。在现有资源条件下,如何规划生产,使得产值最大?
其数模如下:

MaxZ= ∑
n

j=1
cj·xj

s.t. ∑
n

j=1
cij·xj ≤bi,i=1,2,…,m

xj ≥0, j=1,2,…,

ì

î

í

ïï

ïï n

1.2.2　合理下料问题

合理下料是许多工业部门中经常遇到的问题。例如,机械加工时,常常将一定的条形

金属原材料或板料切割成若干段或块,加工成所需的毛坯。在一般情况下,材料不可能被

完全利用,就有边角余料要处理,造成大材小用,优材劣用,甚至当成废物收集,搬运回炉。
这样产品单耗高,成本也高。因此,如何最大限度地减少边角余料,提高原材料利用率,就
是提高经济效益的规划问题。现举一例说明。

【例1-3】　有一批长度为180公分的钢管,需截成70、52和35公分三种管料。它们

的需求量应分别不少于100、150和100个。问:应如何下料才能使钢管的余料为最少?
试建立该问题的数学模型。

解:这是一个合理下料问题,下料方案是在满足管料尺寸条件下可能的各种下料方

式中进行选择,利用下图列出所有下料方式,共有八种,如表1-3所示。
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表1-3　下料方式表 单位:公分

　　　　　　　管料尺寸

个数

下料方式　　　　　　
70 52 35 余料

一(x1根) 2 0 1 5

二(x2根) 1 2 0 6

三(x3根) 1 1 1 23

四(x4根) 1 0 3 5

五(x5根) 0 3 0 24

六(x6根) 0 2 2 6

七(x7根) 0 1 3 23

八(x8根) 0 0 5 5

管料需求个数 100 150 100

　　(1)确定变量。设xj 为第j种下料方式所用的钢管根数,j=1,2,…,8。
(2)确定目标函数。要求总余料最少,设总余料为Z,则

MinZ=5x1+6x2+23x3+5x4+24x5+6x6+23x7+5x8　(公分)

　　(3)确定约束条件。必须使各种下料方式提供的管料个数不少于需求量,即:

70公分管料个数需求约束:2x1+x2+x3+x4≥100(个)

52公分管料个数需求约束:2x2+x3+3x5+2x6+x7≥150(个)

35公分管料个数需求约束:x1+x3+3x4+2x6+3x7+5x8≥100(个)
非负整数约束:xj≥0,并且为整数

于是该问题的线性规划数模如下:

MinZ=5x1+6x2+23x3+5x4+24x5+6x6+23x7+5x8

s.t.

2x1+x2+x3+x4 ≥100
2x2+x3+3x5+2x6+x7 ≥150
x1+x3+3x4+2x6+3x7+5x8 ≥100
xj ≥0,且为整数,j=1,2,…,

ì

î

í
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　　合理下料问题的一般数学模型如下:
假设需要切割m 种零件毛坯,其数量分别以bi 表示(i=1,2,…,m);设可能有n种

下料方式,并分别以a1j,a2j,…,amj表示第j种下料方式每根原料(或每块板料)所切割出

来的零件毛坯数量。
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设xj表示第j种下料方式所消耗的原材料根数(或块数),则有

MinZ= ∑
n

j=1
xj

s.t.

a11x1+a12x2+…+a1nxn ≥b1

a21x1+a22x2+…+a2nxn ≥b2

︙　　 　 　︙　　 　 　︙

am1x1+am2x2+…+amnxn ≥bm

xj ≥0,　 且为整数,　j=1,2,…,

ì

î

í

ï
ï
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1.2.3　运输问题

在国民经济中如何组织好一个地区乃至全国范围内的物资调运工作是十分重要的。
例如,某类产品有若干个生产地,已知每个生产地的产量;这类产品有若干个消费地,各
地消费量也知道。假如总产量和总消费量恰好相等,由产地运到各消费地的运费单价已

知,现如何来编制一个最优的运输计划,使总的运输费用为最小?
【例1-4】　某地有3个有色金属矿 A1、A2、A3,生产同一种金属矿石,A1 矿的年产量

为100万吨,A2 矿为80万吨,A3矿为50万吨。矿石全部供应4个冶炼厂,B1 厂的全部

需求量为50万吨,B2 厂70为万吨,B3厂为80万吨,B4厂为30万吨。产量恰好等于总需

求量,矿石由各矿山运到冶炼厂的单位运价已知,如表1-4所示。问:如何安排运输,使
各矿山的矿石运到冶炼厂,满足各厂的需要,且运输费用最小? 试建立该问题的数学

模型。

表1-4　运价表 单位:元/吨

　　　　　　　冶炼厂

运价

矿山　　　　　　
B1 B2 B3 B4

A1 1.5 2 0.3 3

A2 7 0.8 1.4 2

A3 1.2 0.3 2 2.5

　　解:这是一个运输问题,要制订最优运输计划使总运输费用最小。
(1)确定决策变量。该问题是要确定各矿山运给冶炼厂多少矿石,使总运输费用最

小,故设xij表示第i个矿山运到第j个冶炼厂的矿石量,可列表1-5。
(2)确定目标函数。本题给出的表1-4中的单位运价就是价值系数cj,注意单位是:

元/吨。问题的目标是求总运输最小,设Z表示总费用,故目标函数为

MinZ=1.5x11+2x12+0.3x13+3x14+7x21+0.8x22+1.4x23+2x24

+1.2x31+0.3x32+2x33+2.5x34　(万元)
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表1-5　运输计划表 单位:万吨

运
输

量

　　　　　　　冶炼厂

矿山　　　　　　

B1 B2 B3 B4 产量

A1 x11 x12 x13 x14 100
A2 x21 x22 x23 x24 80
A3 x31 x32 x33 x34 50

需要量 50 70 80 30 230

　　(3)确定约束条件。由表1-5可以写出

s.t.

x11+x12+x13+x14 =100
x21+x22+x23+x24 =80
x31+x32+x33+x34 =

ü

þ

ý

ïï

ïï
50

　 各矿山输出量与产量平衡

x11+x21+x31 =50
x12+x22+x32 =70
x13+x23+x33 =80
x14+x24+x34 =

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï30

　 各冶炼厂输入量与需求量平衡

xij ≥0　,i=1,2,3;　j=1,2,3,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï 4

　　运输问题的一般数模可表达如下:
设某产品有m 个生产地,其产量分别为ai(i=1,2,…,m);该产品有n个消费地,需

要量分别为bj(j=1,2,…,n),并且产销平衡,即

∑
m

i=1
ai = ∑

n

j=1
bi

　　以cij表示第i产地运到第j消费地的单位产品运价。则数模为

MinZ= ∑
m

i=1
∑
n

j=1
cij·xij

s.t.

∑
n

j=1
xij =ai,i=1,2,…,m

∑
m

i=1
xij =bj, j=1,2,…,n

xij ≥

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï 0

1.2.4　人员分派问题

在生产管理中,经常遇到为了发挥最大工作效率而最佳地分派人员的问题。现举一

例说明。
【例1-5】　设有四件工作分派给4个人来做,每项工作只能由一人来做,每个人只能

做一项工作。希望适当安排人选,发挥各人特长又能使总的效率最大。表1-6表示出各

人对各项工作所具有的工作效率。
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表1-6　人员工作效率表

　　　　　　　工作

效率

人员　　　　　　
A B C D

甲 0.6 0.2 0.3 0.1
乙 0.7 0.4 0.3 0.2
丙 0.8 1.0 0.7 0.3
丁 0.7 0.7 0.5 0.4

　　解:这是一个分派问题,要制订最优分派计划使效率最大。
(1)确定决策变量。设xij为分派第i个人从事第j项工作,xij=1、0(分派与否),当

xij=1时,说明把第j项工作分派给第i人来做;否则,xij=0,表示第j项工作不分派给

第i人来做。因此,xij只能取0和1两个值中之一。可列表1-7。
(2)确定目标函数。总的效率可以认为是各人从事每项工作效率之和,设总效率为

Z ,故目标函数为

MaxZ=0.6x11+0.2x12+0.3x13+0.1x14+0.7x21+0.4x22+0.3x23+0.2x24

+0.8x31+1.0x32+0.7x33+0.3x34+0.7x41+0.7x42+0.5x43+0.4x44

表1-7　人员分派计划表

　　　　　　工作

分派与否

人员　　　　　　　

A B C D

甲 x11 x12 x13 x14

乙 x21 x22 x23 x24

丙 x31 x32 x33 x34

丁 x41 x42 x43 x44

　　(3)确定约束条件。由题意知,每个人只能分派一项工作(且必须做一项工作),每
项工作只能由一个人来做(且每项工作必须由一个人来做),由此可列出以下约束条件

方程:

s.t.

x11+x12+x13+x14 =1
x21+x22+x23+x24 =1
x31+x32+x33+x34 =1
x41+x42+x43+x44 =

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï1

每个人只能做一项工作

x11+x21+x31+x41 =1
x12+x22+x32+x42 =1
x13+x23+x33+x43 =1
x14+x24+x34+x44 =

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï1

每项工作只能由一人来做

xij =1、0,　i=1,2,3,4;　j=1,2,3,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï
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