第7章  指数模型及其Python应用

【本章精粹】
本章针对均值方差模型所存在的缺点，介绍单指数模型，并讨论指数模型环境下是如何分散风险的，最后讨论指数模型的证券特征线的估计及其Python应用。

7.1  单指数模型
在马柯维茨的均值-方差模型的讨论中，各资产间的协方差我们可以作任何假定，它们可以是由资产间存在的任意数量和种类的关系产生，而且在计算风险时所用的公式
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中，我们必须对所选择的资产间的协方差进行估计。如果资产数目太大，我们就必须进行大量的协方差估计，使得在计算任一给定投资组合的方差时，需要花费大量时间。
在
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公式中，如果投资者考虑的是由n种资产构成的组合，那么在求解有效资产组合时，需要掌握三个方面的基本数据：
(1) 每一资产的平均收益率
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，共需n个；
(2) 每一资产收益方差
[image: image5.wmf]2

i

s

，共需n个；
(3) 每一对资产之间的相关系数
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，共需n*(n-1)/2个。
总计需要2n+n*(n-1)/2个基础性数据。对于每天追踪30～50种股票的投资机构来说，每天需要处理495～1325个数据；对于每天追踪150～250种股票的投资机构来说，每天需要处理11475～31625个数据；显然，这对各种投资者来说都是一件非常耗时的事情。那么，如何使投资组合理论和方法有效实用、简便易行、真正为金融财务工作者服务，就成了金融财务经济学家极为关心的问题。单指数模型能帮助我们克服这一困难，使得确定投资组合的方差计算过程变得简单。
在股票市场中，我们发现，当市场投资组合(如股票市场指数)的收益率显著上升或下降时，几乎所有股票的收益率都随之上升或下降。虽然可能有一些股票的收益率比另一些股票的收益率上升或下降得要快，但总的来说都是呈相同趋势变化。这意味着，市场投资组合收益率的变化能充分反映各种资产的共同变化趋势。因此对各个资产收益率之间的协方差的计算，可以用每一资产收益率与市场投资组合收益率之间的协方差代替。单指数模型就是在假定资产的收益率只受市场投资组合即单指数收益率的影响下确定投资组合的权重。
设资产的收益率具有简单的线性结构，即其收益率r和市场投资组合收益率rM具有关系式
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其中
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为待估参数，
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为残差。
假定市场中有n种资产，则按上述结构，第i种资产的收益率满足
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，i=1,2,…,n；t=1,2,…,N
在单指数模型的讨论中，假定影响各个资产收益率的因素有两类：
第一类为宏观因素。例如通货膨胀率、主要利率的变化、就业率等，在任何情况下，这些因素的影响都是相当大的，几乎所有企业、所有公司都不同程度地受到它们的影响，会引起资产价格总体水平的变化，再通过市场的推动，会影响到市场投资组合收益率水平，进而影响到各资产的收益率。因此宏观因素影响整个市场的收益率。
第二类为微观因素。例如一种新产品的推出或老产品的淘汰、局部地区或一个公司主要领导的变化，它们都只对个别企业或公司产生影响而不会影响到市场投资组合的收益率，从而使个别资产的收益率偏离市场特征线，出现残差。所以微观因素仅影响个别资产的收益率。
其他类型的因素在单指数模型中不予考虑。例如行业因素，某些事件对某一行业内的所有企业产生影响，但却不足以影响到整个经济形势或市场投资的收益率。虽然这类因素也能引起残差，但我们假定残差只由微观因素所致。从而我们有如下假设，对资产i,j=1,2,…,n，有
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同时我们还假定
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(7-1)
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式(7-1)说明在任一时期残差可能为正，也可能为负，但期望值为零。
式(7-2)说明资产残差与市场投资组合收益率不相关，即它与市场投资组合是多头或空头(销售方)无关，不因为市场投资组合为多头(购入方)而成正值，也不因为市场投资组合为空头而为负值。
由单指数模型结构假设
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和以上各项假设有
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由
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和式(7-3)可得
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即：
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这是指数模型的另一种假设，即任意资产的收益率由期望收益率和非期望收益率组成。在下一章的套利定价理论假设中，我们要将这里的m替换成F。
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(7-4)
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(7-5)
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(7-6)
从而
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(7-7)
式(7-3)给出了资产i的特征方程，式(7-7)表明特征方程中的
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系数即模型结构中
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的系数恰好为资产i的风险
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系数。式(7-4)给出了资产i收益率的方差，它刻画出了资产i的风险，式(7-4)右边的第一项称为资产投资的系统风险。可以看作是与整个市场组合有关的风险。它是由市场投资组合中各资产的风险共同作用产生的，是所有资产无法避免的风险。式(7-4)右边第二项称为残差方差或非系统风险，可以看作是由微观因素所带来的风险，它仅影响到个别资产，是可以通过投资组合而消去的风险。因此式(7-4)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image28.wmf]222
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表明：
资产总体风险=系统风险+非系统风险
另外，系统风险本身是两项之积，第一项是资产的
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因子，它表示资产收益率随市场投资组合的变动而受影响的程度，第二项是市场投资组合收益率的方差，表示市场投资组合收益率的变化幅度。第二项非系统风险，即残差方差，表示资产收益率由于偏离了特征线而引起的那部分方差的大小。在单指数模型的假设下，资产收益率的总体方差来自两部分：一部分是特征线的变动(即系统风险)，另一部分是各点偏离特征线的程度(即非系统风险)。
下面考虑在单指数模型下投资组合的结构。
设满足单指数模型的n种资产的投资组合，则投资组合仍有单指数结构：
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(7-8)
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简写为：
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(7-9)
由
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和式(7-1)，式(7-2)，有
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(7-10)
在单指数模型下，式(7-8)表明投资组合仍具有同类的单指数结构，式(7-9)表明投资组合的
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因子为各资产
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因子的加权平均，而式(7-10)表明投资组合的方差(风险)与单种资产类似，仍由两部分构成，第一项是由市场投资组合方差反映的系统性风险，第二项反映的是组合中各资产非系统风险的加权平均(以
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通过以上讨论，在单指数模型下，马柯维茨组合投资模型为
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(7-11)
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根据上面的公式可知，利用单指数模型进行资产组合，所需要的估计量如下：
(1) n个市场风险敏感测度
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；
(2) n个独立的风险指标
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；
(3) n个与市场指数无关的平均收益率
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(4) 1个市场组合平均收益率
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(5) 1个市场组合风险指标
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总计需要3n+2个基本数据。这样，对于每天追踪30～50种股票的投资者，每天需要收集处理92～152个数据；对于每天追踪150～250种股票的机构投资者来说，每天仅需要收集处理452～752个数据即可。这与马柯维茨组合投资模型相比，该模型所需要估计的数值大为减少，它只需要估计各资产的
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值、残差方差
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及市场投资组合的预期收益率
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，这比估计各资产之间的协方差的工作量少一个数量级。但该模型的精确度不如马柯维茨组合投资模型，它依赖于各资产收益率的单指数结构假设的合理性。
7.2  指数模型与分散化
由
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现在要说明的是随着投资组合数量的增加，由非市场因素引起的投资组合风险变小了，而市场因素不变。
以等权重投资组合为例，权重
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将
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与上式比较，发现：
非市场成分的敏感度：
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投资组合对市场成分的敏感度：
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零均值变量：
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其中
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[image: image67.wmf]2
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是公司特有成分方差的平均值，当n很大时，
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总之，随着分散化程度的增加，投资组合的总方差会接近系统风险。
7.3  指数模型的证券特征线估计的Python应用
给定ABC公司超额收益率的若干历史样本，将
[image: image69.wmf]iiiMi

RRe

ab

=++

运用于ABC公司就可以得到如下的回归方程：
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还可以得到此回归方程的拟合度
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式中：
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——公司ABC的非系统风险(公司的特有风险)。
例：有表7-1的数据样本。
表7-1  市场组合与证券1，2，3，4数据样本
	日  期
	市场组合
	证券1
	证券2
	证券3
	证券4

	
	rMt
	r1t
	r2t
	r3t
	r4t

	1
	0.0123424
	0.0119892
	0.0235732
	0.0200568
	0.0060976

	2
	-0.046799
	-0.037532
	-0.02174
	-0.010379
	-0.010695

	3
	0.0350208
	0.0056085
	0.0091158
	0.0253579
	0.0212774

	4
	-0.007361
	-0.007861
	-0.00546
	-0.011015
	-0.028988

	5
	-0.008848
	-0.025115
	-0.064052
	-0.014343
	-0.075538

	6
	0.0017187
	0.009206
	0.0038835
	-0.076704
	0.0066556

	7
	0.0206777
	0.0707477
	0.0800427
	0.0580727
	0.1008728

	8
	-0.005059
	-0.017223
	-0.005381
	-0.006563
	-0.022745

	9
	-0.026554
	-0.062731
	-0.080492
	-0.111322
	-0.08145

	10
	0.0092167
	0.0126366
	0.0096994
	0.0164237
	-0.025275

	11
	0.0040057
	0.0214576
	0.0172253
	0.0303053
	0.0152416


对市场组合和证券1作回归。
先在目录G:\2glkx\data下建立tz7-1.xlsx数据文件后，取数的命令如下：
import pandas as pd

import numpy as np

#读取数据并创建数据表,名称为data。
data=pd.DataFrame(pd.read_excel('F:\\2glkx\\data\\tz7-1.xlsx'))
#查看数据表前5行的内容
data.head()
对表7-1中的r1t,rMt两列的数据进行回归分析，输入如下代码：
import statsmodels.api as sm
import pandas as pd
import numpy as np
x = np.array(data[['rMt']])
y = np.array(data[['r1t']])
# model matrix with intercept
X = sm.add_constant(x)
#least squares fit
model = sm.OLS(y, X)
fit = model.fit()
print fit.summary()
得到如下结果：

                            OLS Regression Results                            
========================================================================
Dep. Variable:                      y   R-squared:                       0.557
Model:                            OLS   Adj. R-squared:                  0.507
Method:                 Least Squares   F-statistic:                     11.30
Date:                Thu, 16 Feb 2017   Prob (F-statistic):            0.00837
Time:                        10:07:44   Log-Likelihood:                 26.294
No. Observations:                  11   AIC:                            -48.59
Df Residuals:                       9   BIC:                            -47.79
Df Model:                           1                                         
Covariance Type:            nonrobust                                         
========================================================================
                 coef    std err          t      P>|t|      [95.0% Conf. Int.]
------------------------------------------------------------------------
const         -0.0005      0.007     -0.064      0.950        -0.017     0.016
x1             1.1704      0.348      3.361      0.008         0.383     1.958
========================================================================
Omnibus:                        0.763   Durbin-Watson:                   2.191
Prob(Omnibus):                  0.683   Jarque-Bera (JB):                0.195
Skew:                           0.318   Prob(JB):                        0.907
Kurtosis:                       2.849   Cond. No.                         47.1
========================================================================
通过观察上面的结果，可以看出模型的F值为11.30，P 值为0.008，说明该模型整体上是显著的。模型的可决系数R-squared= 0.557，修正的可决系数Adj. R-squared=0.507，说明模型的解释能力是比较好的。
从上述结果可以看出，
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可见，
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对于证券2、证券3、证券4可做类似的讨论。
思  考  题
1．假设用指数模型估计的股票A和股票B的超额收益的结果如下：
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计算每只股票的标准差和它们之间的协方差。
2．对股票A和股票B分析估计的指数模型结果如下：
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(1) 股票A和股票B收益之间的协方差是多少？
(2) 每只股票的方差是多少？
(3) 将每只股票的方差分类到系统风险和公司特有风险中。
(4) 每只股票和市场指数的协方差是多少？
(5) 两只股票的相关系数是多少？
3．在一个只有两种股票的资本市场上，股票A的资本是股票B的两倍。A的超额收益的标准差为30%，B的超额收益的标准差为50%。两者超额收益的相关系数为0.7。
(1) 市场指数资产组合的标准差是多少？
(2) 每种股票的
[image: image84.wmf]b

值是多少？
(3) 每种股票的残差标准差是多少？
(4) 如果指数模型不变，股票A预期收益超过无风险收益率11%，市场资产组合投资的风险溢价是多少？
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