
     

本章提要

时序差分学习是强化学习理论的核心内容之一,与动态规划方法和蒙特卡洛方法相比,
时序差分学习的主要特点是采用自举法对代价函数进行估计。

本章的内容组织如下:
 

在5.1节中,介绍时序差分学习的基本概念和在生物上的应用;
 

在5.2节中,详细地介绍时序差分算法;
 

在5.3节中,介绍n 步回报的概念;
 

在5.4节中,进
一步介绍使用λ回报的时序差分算法。

5.1 时序差分学习基本概念

时序差分学习(Temporal
 

Difference
 

Learning,TDL)是一种无模型的强化学习方法,它
采用自举法,通过估计当前的代价函数来学习[1]。时序差分(Temporal

 

Difference,TD)算
法最早由Sutton提出,他证明时序差分学习可以和有监督学习获得同样的结果而且占用更

少的内存,并且具有更快的收敛速度[2]。TD学习的主要特点是,代价函数是通过自举法

(Bootstrapping)来更新的。在统计学上,自举法是一种通过对样本进行重采样得到的估计

总体的方法。对于TD算法来说,就是当前代价函数本身产生代价函数的更新目标,这一点

显然不同于有监督学习中的概念[3]。
作为对比,蒙特卡洛方法只在最终结果已知的情况下调整其估计,而TD方法则可以随

时调整预测。具体来说,蒙特卡洛方法是模拟(或经历)一段序列,在序列结束后,根据序列

上各个状态的回报值来估计系统状态代价。时序差分学习是模拟一段序列,每行动一步(或
几步),根据新状态的代价,然后估计执行前的状态代价。可以认为蒙特卡洛方法是最大步

数的时序差分学习。
另一方面时序差分法与动物学习的时序差分模型有关。TD算法在神经科学领域也受

到关注。研究人员发现,腹侧被 盖 区(Ventral
 

Tegmental
 

Area,VTA)和 黑 质 致 密 部

(Substantia
 

Nigra
 

Pars
 

Compacta,SNC)中多巴胺神经元的放电率似乎模拟了算法中的误
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差函数[4]。误差函数报告任何给定状态或时间步骤的估计奖励与实际收到的奖励之间的差

异。误差函数越大,预期奖励和实际奖励之间的差异越大。当它与准确地反映未来奖励的

刺激配对时,错误可用于将刺激与未来奖励相关联。多巴胺细胞表现出类似的行为。在一

个实验中,多巴胺细胞的测量是在训练猴子以将刺激与果汁的奖励相关联时进行的[5]。最

初,当猴子接受果汁时,多巴胺细胞提高了发放率,表明预期和实际奖励的差异。随着时间

的推移,这种反击的增加会传播到最早可靠的奖励刺激。一旦猴子接受了充分的训练,在达

到预测奖励后,放电速率不会增加。当不产生期望的奖励时,多巴胺细胞放电速率持续下降

至低于正常激活。这很好地模拟了TD中的误差函数如何用于强化学习。TD方法最成功

的应用是IBM的研究员Gerald
 

Tesauro根据时序差分和神经网络编制的西洋双陆棋程序

TD-Gammon,棋力可以和最好的人类棋手相媲美。

TD方法的优势在于可以根据不完整的轨迹学习,相较于蒙特卡洛方法,应用范围更

广。TD方法的不足之处也是显而易见的,TD方法的更新目标是估计值,很难做到无偏估

计。TD目标的方差(Variance)比较低,也就是波动性小[6]。

5.2 时序差分学习算法

我们从第4章的蒙特卡洛方法引出本章将要介绍的TD方法。将学习律设置为常数的

蒙特卡洛方法的更新公式如下:
 

J(xk)←J(xk)+α(Gk -J(xk)) (5.1)
其中,Gk 是每条状态轨迹结束后在状态xk 获得的回报值,α是学习律。蒙特卡洛方法更新

公式的含义就是用实际回报值Gk 作为代价函数J(xk)的估计值。具体做法是针对每个完

整轨迹,考察实验中xk 的回报值Gk 和当前代价函数J(xk)的偏差,并用该偏差值乘以学

习律来更新得到J(xk)的新估值。从蒙特卡洛方法的更新公式中,我们注意到只有在整个

状态轨迹进行完以后,才能得到状态轨迹上每个状态xk 对应的回报值Gk。倘若一个状态

轨迹非常长,那么就需要等待很长时间才能对J(xk)进行更新,这为蒙特卡洛方法带来了诸

多不便。
现在我们对蒙特卡洛方法的更新公式做如下修改,把Gk 换成Rk+1+γJ(xk+1),就得到

了TD方法的代价函数更新公式:

J(xk)←J(xk)+α(Rk+1+γJ(xk+1)-J(xk)) (5.2)

  与蒙特卡洛方法用实际回报值Gk 作为代价函数J(xk)的估计值相比,我们使用Rk+1+
γJ(xk+1)作为代价函数J(xk)的估计值。尽管只做了这一点修改,但是我们实际上已经解

决了蒙特卡洛方法只能在轨迹结束后更新的缺点,即我们只需要知道(xk,uk,Rk+1,xk+1)
这组数据,就可以执行TD算法更新公式了,而这组数据是在做出控制uk,得到效用函数

Rk+1,观察到下个状态xk+1 后就可以获得的。
那么,为什么修改成这种形式呢? 我们回忆一下代价函数的定义:

Jπ(x)=Eπ{Rk+1+γJπ(Xk+1)|Xk =x} (5.3)
容易发现期望符号里面就是TD更新公式的目标值。图5-1给出了TD算法更新公式的结

构图。
蒙特卡洛和TD的更新公式有何不同呢? 我们从以下几个方面分别说明。



47   

图5-1 TD算法的结构图

第一,从算法更新的时刻上,TD方法在智能体运行过程中的每一时刻都更新状态xk

对应的代价函数J(xk)。而蒙特卡洛方法在智能体的整条轨迹结束之后才计算每个状态对

应的回报值并做相应的更新。
第二,蒙特卡洛方法使用Gk 作为对代价函数J(xk)更精确的估计,而TD方法使用

Rk+1+γJ(xk+1)作为代价函数J(xk)更精确的估计,二者在统计性质上表现出了诸多不

同。对于蒙特卡洛方法来说,Gk 是J(xk)的无偏估计。然而,回报值Gk 的计算涉及整个轨

迹上的控制、转移状态和效用,如此多的随机因素使得将Gk 作为J(xk)的估计带来了很大

的方差。对于TD方法来说,由于目标值Rk+1+γJ(xk+1)中的J(xk+1)是不准确的,因此

Rk+1+γJ(xk+1)是J(xk)的有偏估计。然而,TD目标Rk+1+γJ(xk+1)只包含一个时刻

的控制、转移状态和效用,随机因素较少,这使得将Rk+1+γJ(xk+1)作为J(xk)的估计具

有更小的方差。总的来说,蒙特卡洛是高方差、零偏差的方法,而TD是低方差、有偏差的

方法。
第三,从算法的收敛性来看,蒙特卡洛方法具有较好的收敛性,且与代价函数的初始值

无关。而TD方法虽然也具有收敛性,但是会受到代价函数初始值的影响。
第四,从算法的有效性来看,对于有限 MDP问题,蒙特卡洛和TD都是收敛的。但是

如果只有有限的经验,则蒙特卡洛和TD的有效性差距就显现出来了。我们用下面这个例

子[7]来说明经验有限的情况下,蒙特卡洛和TD算法学习结果的不同。假设在一个 MDP
中,有两个状态x1,x2,折扣因子γ=1,我们有以下8段经验:

 

经验
 

1:
 

x1-0-x2-0    经验
 

2:
 

x2-1
经验

 

3:
 

x2-1        经验
 

4:
 

x2-1
经验

 

5:
 

x2-1        经验
 

6:
 

x2-1
经验

 

7:
 

x2-1        经验
 

8:
 

x2-0
x1-0-x2-0表示智能体开始于状态x1,从x1 转移到x2,效用函数为0,从x2 转移

到终止状态,效用函数为0。x2-1表示智能体开始于状态x2,从x2 转移到终止状态,效用

函数为1。x2-0表示智能体开始于状态x2,从x2 转移到终止状态,效用函数为0。
我们估计状态x2 的代价函数。状态x2 在这8段状态-效用轨迹(以下简称轨迹)中出

现了8次,其中回报为0的是第1段轨迹和第8段轨迹,共两次;
 

回报为1的是第2段轨迹

到第7段轨迹。因此,我们有

J(x2)=E{Gk(x2)}=
6
8=0.75 (5.4)

  现在我们使用蒙特卡洛方法估计状态x1 的代价函数。状态x1 只在第一段轨迹中出
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现了一次,因此,我们有

J(x1)=E{Gk(x1)}=0 (5.5)

  现在使用TD方法估计状态x1 的代价函数,为了简便起见,设置TD更新公式中的α=1。
根据TD的代价函数更新公式,我们有

J(x1)←J(x1)+α[0+γJ(x2)-J(x1)] (5.6)
从而J(x1)=0.75。显然,使用蒙特卡洛方法和TD对状态x1 的代价函数进行估计,得到

了不同的结果。
我们对这种不同的结果进一步分析。蒙特卡洛方法使用状态的回报值作为对代价函数的

估计,因此,使用蒙特卡洛方法得到的代价函数的估计值是使平方误差∑
K

j=1

(Gj
k -J(xk))2

达到最小的估计值。而TD方法在有限轨迹上的收敛结果则是这些有限轨迹对应的最大似

然马尔可夫模型的解。对上面这个例子来说,轨迹1中出现状态x1 转移到状态x2 的情况,
且效用函数为0。因此,在我们建立的最大似然马尔可夫模型中,从状态x1 到状态x2 的转

移概率为100%,且效用函数一定为0。在这8段轨迹中,状态x2 的下一个状态都是终端状

态,但是有两段轨迹得到的效用为0,6段轨迹得到的效用为1,因此,在我们建立的最大似

然马尔可夫模型中,从状态x2 到终端状态的转移概率为100%,有25%的概率获得效用0,
有75%的概率获得效用1,得到最大似然马尔可夫模型如图5-2所示。从图中可以看到,

图5-2 状态转移图

J(x1)=J(x2)=0.75。总的来说,蒙特卡洛方

法和TD方法之所以在有限轨迹得到的结果不

同,是因为蒙特卡洛方法在有限轨迹上的收敛

结果是最小二乘误差的解,而TD方法在有限

轨迹上的收敛结果则是这些有限轨迹对应的最

大似然马尔可夫模型的解。
第五,蒙特卡洛方法不需要利用模型的马

尔可夫性,而TD方法需要利用马尔可夫性。具体来说,蒙特卡洛方法不需要知道xk 后面

是谁,而只需知道Rk 就行了,并且蒙特卡洛方法在非马尔可夫环境下同样有效。然而,TD
方法需要知道xk 后面的xk+1 是谁,它在马尔可夫环境下更有效。

我们将TD算法的实施步骤总结在算法5.1中。

算法5.1:
 

时序差分学习算法

步骤1:
 

给定待估计的策略π,初始状态分布D,初始化代价函数J(x)(e.g.J(x)=0,∀x∈
X),给定学习律α,令k=0。

步骤2:
 

重复(对所有轨迹):
如果xk 为初始状态,则初始化状态xk~D。
重复(对每步状态转移):
由策略π 得到控制uk~π(xk)。
执行控制uk,观察效用Rk+1 和下一个状态xk+1。
更新J(xk)←J(xk)+α[Rk+1+γJ(xk+1)-J(xk)]。
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  k←k+1。
直到xk 为终端状态。
步骤3:

 

直到J(x)收敛。
步骤4:

 

输出J(x)。

5.3 n步回报
 

我们将TD方法的学习目标G(1)
k =Rk+1+γJ(xk+1)视为1步回报,将蒙特卡洛方法的

学习目标Gk=Rk+1+γRk+2+…视为无穷步回报。那么很自然地可以想到,是否可以将二

者结合,在TD方法中增加回报的计算步数呢?
下面考虑以下几种n 步回报。1步回报为G(1)

k =Rk+1+γJ(xk+1),2步回报为G(2)
k =

Rk+1+γRk+2+γ2J(xk+2),无穷步回报为G(∞)
k =Rk+1+γRk+2+…。由此我们定义n 步回

报G(n)
k =Rk+1+γRk+2+…+γn-1Rk+n+γnJ(xk+n)。
在5.2节中的TD算法更新公式中的1步回报为G(1)

k =Rk+1+γJ(xk+1)改为n 步回

报,就得到了n 步时序差分学习的更新公式:
 

J(xk)←J(xk)+α(G(n)
k -J(xk)) (5.7)

用不同步数计算的回报值更新代价函数,就得到不同的TD算法,如图5-3所示。

图5-3 使用n步回报更新代价函数

那么,一个自然的问题就是,使用多少步计算的回报更新代价函数更好呢? 下面将进行

数学分析。首先,考虑1步回报和代价函数真值之间的误差。

max
xk

E G(1)
k  -Jπ(xk)=max

xk
E Rk+1+γJ(xk+1)  -Jπ(xk)

=max
xk

 π(V)  (xk)-Jπ(xk)

≤γ‖J-Jπ‖ (5.8)
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其中, π是贝尔曼期望算子, π(J)= π+γ  πJ。令 π… π

  n

(J)表示n 次映射,接下来

我们考虑n 步回报与代价函数真值的期望误差

max
xk

E G(n)
k  -Jπ(xk)

=max
xk

E Rk+1+γRk+2+…+γn-1J(xk+n)  -Jπ(xk)

=max
xk

E Rk+1+γE Rk+2+…+γE Rk+n +γJ(xk+n)  …    -Jπ(xk)

=max
xk

[ π… π

  n

(J)](xk)-Jπ(xk)

≤γn‖J-Jπ‖ (5.9)
  由于γ<1,因此使用n 步回报作为代价函数的估计值有助于提高学习的准确性。n 越

大,回报与代价函数真值之间的偏差就越小。当n 趋于无穷时,就变成了蒙特卡洛方法。
但是,当n 过大时,会带来与蒙特卡洛方法一样的问题,即估计值的方差很大。那么我们能

否对不同的n 步回报求均值,从而得到一种具有小偏差和小方差的估计值呢? 这就引出了

TD(λ)算法。

5.4 TD(λ)算法

TD(λ)是TD的一种延伸的算法,它是由理查德·S.萨顿(Richard
 

S.Sutton)发明的一

种学习算法,该算法是由阿瑟·塞缪尔(Arthur
 

Samuel)在早期关于时序差分学习的研究中

提出的。TD(λ)被杰拉德·泰索罗(Gerald
 

Tesauro)用来创建TD-Gammon,这是一个能够

达到人类专家水平的游戏程序[8]。
在介绍TD(λ)算法之前,我们首先给出λ回报G(λ)

k 的概念。G(λ)
k 是所有n 步回报的加

权和。参数λ是跟踪衰减参数,范围是0到1的闭区间。定义:
 

G(n)
k =Rk+1+rRk+2+…+

rn-1Rk+n+rhV(St+n)对于无穷长的轨迹,对不同的n 步回报施加权重(1-λ)λn-1,我们得

到Gλ
k 的计算公式

Gλ
k =(1-λ)∑

∞

n=1
λn-1G(n)

k (5.10)

对于有限长度的轨迹,设终止时刻为T,则Gλ
k 的计算公式为

Gλ
k =(1-λ)∑

T-k-1

j=1
λj-1G(j)

k +λT-k-1Gk (5.11)

我们使用Gλ
k 作为对代价函数的估计,既利用了长步数回报的精度,又降低了高方差的影

响。当λ=1时,就相当于蒙特卡洛强化学习算法。当λ=0时,就相当于前面介绍的TD算

法,因此,前面介绍的TD算法又称为TD(0)算法。
利用Gλ

k 来更新当前状态的代价函数的方法称为TD(λ)方法。TD(λ)算法有两种形

式,一种是前向TD(λ),一种是后向TD(λ)。
前向TD(λ)通过状态xk 的λ回报Gλ

k 来估计该状态的代价函数,更新公式为

J(xk)←J(xk)+α(Gλ
k -J(xk)) (5.12)

其中Gλ
k =(1-λ)∑

∞

n=1
λn-1G(n)

k ,而G(n)
k =Rk+1+γRk+2+…+γn-1Rk+n +γnJ(xk+n)。
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前向TD(λ)的执行方式与蒙特卡洛算法是类似的,只有当整个轨迹终止时,才能计算

轨迹上状态的λ回报Gλ
k,它和蒙特卡洛算法一样是一种离线学习的方式。不同的是,蒙特

卡洛算法使用Gk 作为代价函数的估计值,而前向TD(λ)使用Gλ
k 作为代价函数的估计值。

图5-4是对前向TD(λ)的形象解释,当获取了由状态xk 到终端状态的整条轨迹后,我
们就计算轨迹上每个状态对应的回报值,再计算每个状态对应的λ 回报,然后根据前向

TD(λ)的更新公式更新这些状态的代价函数。

图5-4 前向TD(λ)

从上面的叙述中可以看到,利用前向TD(λ)估计代价函数时,G(λ)
k 的计算需要知道未

来时刻的观测量,因此需要等到整个轨迹结束后才能计算G(λ)
k 。那么TD(λ)能否像TD(0)

算法一样,实现在线更新呢? 答案是可以的,下面我们就来介绍后向TD(λ)。
为了实现TD(λ)的在线更新,我们引入一个变量,名为资格迹。我们为 MDP中的每个

状态都定义一个资格迹,轨迹开始时,资格迹为0,即E0(x)=0,∀x∈X。每个时刻、每个

状态的资格迹都按γλ的比例衰减,同时对观测到的状态的资格迹加1。也就是说,资格迹

的更新公式如下

Ek(x)=γλEk-1(x)+1(Xk =x) (5.13)
其中,1(Xk=x)是一个条件判断表达式。资格迹反映了状态被观测的次数和频率。假设当

前时刻为k,智能体所处的状态为xk+1,得到的TD误差为δk。此时,我们要对每个状态进

行更新,但是更新的程度是不同的,xk-1 的代价函数更新应该乘以γλ,xk-2 的代价函数更

新应乘以γλ2。这种更新程度的不同,就蕴含在资格迹变量中。
由此,我们就得到了后向TD(λ)的更新公式:

 

δk =Rk+1+γJ(xk+1)-J(xk) (5.14)

J(x)←J(x)+αδkEk(x) (5.15)
当λ=0时,只有当前状态得到更新,等同于TD(0)算法。

图5-5为后向TD(λ)的示意图,当处于状态xk+1 时,得到TD误差δk,根据这个TD误

差,我们对之前所有状态的代价函数进行更新,但是更新的程度要由资格迹确定。可以看

到,更新的方向与时间方向是相反的,因此称为后向TD(λ)。

图5-5 后向TD(λ)
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我们将后向TD(λ)算法的实施步骤总结在算法5.2中。

算法5.2:
 

后向TD(λ)算法

步骤1:
 

首先计算当前状态的TD偏差:
 

δk=Rk+1+γJ(xk+1)-J(xk)。
步骤2:

 

更新资格迹:

Ek(x)=
γλEk-1, if

 

x≠xk

γλEk-1+1,if
 

x=xk 
步骤3:

 

对于状态空间中的每个状态x,更新代价函数:
 

J(x)←J(x)+αδkEk(x)。

从对轨迹完整性的要求来说,前向TD(λ)需要使用完整的轨迹,而后向TD(λ)则是在

每一个时间步上都更新代价函数。但是,当使用离线更新时,前向TD(λ)和后向TD(λ)在
同一条轨迹上的更新量是相同的,即

∑
T

j=0
ΔVTD

j (X)=∑
T

j=0
ΔVλ

j(xj)1X=xj
, ∀X ∈  (5.16)

  这是一个非常重要的结论,这个结论阐述了前向TD(λ)和后向TD(λ)在更新量上的等

价性。ΔVTD
j (S)代表后向TD(λ)在j时刻对状态X 的更新量,ΔVλ

j(xj)代表前向TD(λ)在

j时刻对观测量xj 的更新。我们有

Gλ
k -J(xk)=-J(xk)+(1-λ)λ0(Rk+1+γJ(xk+1))+

 (1-λ)λ1(Rk+1+γRk+2+γ2J(xk+2))+
 (1-λ)λ2(Rk+1+γRk+2+γ2Rk+3+γ3J(xk+3))+…

=-J(xk)+(γλ)0(Rk+1+γJ(xk+1)-γλJ(xk+1))+
 (γλ)1(Rk+2+γJ(xk+2)-γλJ(xk+2))+
 (γλ)2(Rk+3+γJ(xk+3)-γλJ(xk+3))+…

=(γλ)0(Rk+1+γJ(xk+1)-J(xk))+
 (γλ)1(Rk+2+γJ(xk+2)-J(xk+1))+
 (γλ)2(Rk+3+γJ(xk+3)-J(xk+2))+…

=δk +γλδk+1+(γλ)2δk+2+… (5.17)

  因此,我们就得到前向TD(λ)和后向TD(λ)的更新总量是等价的,但在实际应用中,我
们常常使用在线的后向TD(λ)方法。

Richard
 

S.Sutton

走近学者

理查德·萨顿(Richard
 

S.Sutton)是加拿大计算机科学家。
目前 他 是 阿 尔 伯 塔 大 学 计 算 机 科 学 教 授 和iCORE 主 席。

Sutton被认为是现代计算强化学习的创始人之一,他的几个重

要贡献包括时间差异学习、策略梯度方法、Dyna架构。

1978年,Sutton获得斯坦福大学心理学学士学位。于1980
年与1984年分别获得马萨诸塞大学阿默斯特分校的计算机科

学专业硕士和博士学位,师从Andrew
 

Barto。他的博士论文题
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目为“强化学习中的时间信用分配”,介绍了执行网-评价网架构和“时间信用分配”。

1984年开始,Sutton在马萨诸塞大学阿默斯特分校攻读博士后。1985—1994年,他是

GTE计算机和智能系统实验室技术人员的主要成员。1995年,他回到马萨诸塞大学阿默

斯特分校担任资深研究科学家。1998年加入美国电话电报公司香农实验室并担任人工智

能部首席技术人员。自2003年以来,他一直是阿尔伯塔大学计算科学系的教授和iCORE
主席,他领导着强化学习和人工智能实验室(RLAI)。2017年6月,德米斯哈萨比斯宣布

Sutton将领导一个新的阿尔伯塔Deepmind实验室,同时保留他在阿尔伯塔大学的教授

职位。

Sutton是人工智能促进协会(AAAI)的成员。2003年,他获得了国际神经网络协会颁

发的主席奖,并于2013年获得了马萨诸塞大学阿默斯特分校颁发的杰出研究成果奖。

Sutton作为AAAI研究员的提名如下:
 

“对机器学习中的许多方面做出重大贡献,包括强化

学习、时序差分技术和神经网络。”
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