
     

本章主要介绍时域有限差分(FDTD)方法的基本工作原理,主要包括介

绍利用离散有限差分近似计算偏微分的有限差分数学基础,FDTD方法的

时空离散特性和空间网格剖分,与电磁波相关的麦克斯韦旋度方程的FDTD
更新公式,以及FDTD的数值色散和数值稳定性条件。本章内容是FDTD
方法的基础,对理解FDTD的算法设计和编程实现具有重要作用。

3.1 二阶中心差分格式

有限差分法是先将连续变量按某种方式进行离散,然后用离散量的差

商近似替代连续变量的微商来构造差分方程或更新公式,再通过求解线性

方程组或进行循环迭代法来获得离散节点上的变量数值的一种数值求解方

法。有限差分法的首要任务是选择合适的差分格式,使得它的数值解既能

保持原问题的主要性质,又能满足工程问题需要的精度。对于求解仅含有

一阶偏微分运算的时域麦克斯韦方程组旋度方程,二阶中心差分格式是最

佳选择。
为了说明利用有限差分来近似计算连续函数导数的可行性和计算精

度,下面以求解一元函数f(x)的导数f'(x)为例进行分析。如图3.1所示,
对连续函数f(x)以间隔Δx/2进行空间离散,则f(x)的前后两个采样值
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f(x±Δx/2)在x 点处的泰勒级数展开式为

fx±
Δx
2  =f(x)±

Δx
2f'(x)+

(Δx)2

8 f″(x)±
(Δx)3

48 f‴(x)+O((Δx)3)

(3.1)
将上式中带正负号的两个泰勒级数展开式相减,并经过整理可获取一阶导

数的差分格式

f'(x)=
fx+

Δx
2  -fx-

Δx
2  

Δx -O((Δx)2)≈
fx+

Δx
2  -fx-

Δx
2  

Δx
(3.2)

这就是一阶导数的中心差分近似,其误差主项为(Δx)2f‴(x)/24,因此中心

差分具有二阶精度,因此式(3.2)也称为二阶中心差分格式。从图3.1也可

以看到,连接f(x)的前后两个离散节点f(x±Δx/2)的直线,与f(x)在x
点处的切线基本平行,因此从几何上看两者亦具有较好的近似程度。当Δx
取值越小时,这种近似程度越高,计算误差越小。当然对于同样尺寸的问

题,若减小离散间隔,离散节点数和计算量会相应增加,将加重计算机资源

负担。因此,对于计算电磁学的各种数值计算方法,仿真计算精度和计算资

源消耗量往往是一对矛盾体。

图3.1 中心差分近似计算一阶导数示意图

采用式(3.2)所代表的中心差分格式近似计算一阶导数f'(x)还有一个

突出的优点就是差分格式中只涉及f(x)的前后两个采样值f(x±Δx/2),
而不涉及f(x)本身的数值。这个特点对FDTD方法具有重要的意义,因为

在FDTD方法中电场(或磁场)的两个相邻节点之间的中心位置处并不存在

电场(或磁场)的节点值,而是另外一个场量———磁场(或电场)的节点值。
在FDTD方法中,将大量使用式(3.2)所代表的二阶中心差分格式对时域麦

克斯韦方程组旋度方程中的偏微分运算进行替代。
假设在直角坐标系下,f(x,y,z,t)为电磁场矢量在直角坐标系下的某

一个分量标量,三个坐标轴方向的空间离散间隔分别为Δx、Δy 和Δz,时间
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上的离散间隔为 Δt,后者一般称为时间步长。在FDTD方法中,一般将

f(x,y,z,t)在t=nΔt时刻位于空间离散节点(iΔx,jΔy,kΔz)处的节点

数值约定标记为

f(x,y,z,t)=f(iΔx,jΔy,kΔz,nΔt)
Δ
fn(i,j,k) (3.3)

一般情况下FDTD的更新公式较长,以上简记法在不影响理解的同时极大

缩短了公式长度,既提高了阅读速度,也节省了笔墨纸张。下面以f 对坐标

轴变量x 和时间t的一阶偏微分为例进行说明。根据中心差分格式,f(x,

y,z,t)关于x 的一阶偏导数在x=iΔx 处的近似值可以写为

∂f(x,y,z,t)
∂x x=iΔx

≈
fn i+

1
2
,j,k  -fn i-

1
2
,j,k  

Δx   (3.4)

而f(x,y,z,t)关于x 的一阶偏导数在x=(i+1/2)Δx 处的近似值可以

写为

∂f(x,y,z,t)
∂x x=(i+1/2)Δx

≈fn(i+1,j,k)-fn(i,j,k)
Δx   (3.5)

又如,f(x,y,z,t)关于t的一阶偏导数在t=nΔt处的近似值可以写为

∂f(x,y,z,t)
∂t t=nΔt

≈fn+1/2(i,j,k)-fn-1/2(i,j,k)
Δt  (3.6)

而f(x,y,z,t)关于t的一阶偏导数在t=(n+1/2)Δt处的近似值可以

写为

∂f(x,y,z,t)
∂t t=(n+1/2)Δt

≈fn+1(i,j,k)-fn(i,j,k)
Δt  (3.7)

  值得注意的是,中心差分格式不仅可以计算一阶导数,亦可以计算二阶

导数。例如,对连续函数f(x)以间隔Δx 进行空间离散,则f(x)的前后两

个采样值f(x±Δx)在x 点处的泰勒级数展开式为

f(x±Δx)=f(x)±Δxf'(x)+
(Δx)2

2 f″(x)±
(Δx)3

6 f‴(x)+O((Δx)3)

(3.8)
将上式中带正负号的两个泰勒级数展开式相加,并经过整理可获取二阶导

数的差分格式

f″(x)=f(x+Δx)-2f(x)+f(x-Δx)
(Δx)2

-O((Δx)2)

≈f(x+Δx)-2f(x)+f(x-Δx)
(Δx)2

(3.9)
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可见,用中心差分格式计算二阶导数亦具有二阶计算精度,其误差主项为

(Δx)2f(4)(x)/12。式(3.9)在后面推导FDTD算法的稳定性条件和数值

色散时要用到。

3.2 电磁场量时空离散

时域形式的麦克斯韦方程组是一组一阶的偏微分方程组,包含有电磁

场各个分量对相应坐标轴和时间的一阶偏微分求导。从物理上看,电磁场

各个分量都是坐标轴或时间的连续函数。根据电磁场理论,用于描述电磁

波的两个麦克斯韦旋度方程为

�×H =
∂D
∂t +Ji

�×E=-
∂B
∂t-Mi











(3.10)

式中,Ji和Mi分别是为激励产生电磁波而人为外加(impressed)的电流密

度源和磁流密度源。值得注意的是,第一个方程中电磁波的传输媒质如果

是导电媒质,其传导电流项Jc=σE 可以通过定义复介电常数而包含在

∂D/∂t里面,从而极大方便了FDTD方法对材料的模块化仿真编程。为方

便推导FDTD时域更新公式,将时间偏微分项移到方程的左边,有

∂D
∂t =�×H -Ji

∂B
∂t=-�×E-Mi












(3.11)

因计算机不方便存储矢量,上述方程适合写成关于电磁场分量的标量方程

形式。这样,在直角坐标系中,关于电位移矢量D 的三个分量Dx、Dy 和Dz

的标量偏微分方程为

∂Dx

∂t =
∂Hz

∂y -
∂Hy

∂z -Jix

∂Dy

∂t =
∂Hx

∂z -
∂Hz

∂x -Jiy

∂Dz

∂t =
∂Hy

∂x -
∂Hx

∂y -Jiz















(3.12)

关于磁感应强度矢量B 的三个分量Bx、By 和Bz 的标量偏微分方程为
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∂Bx

∂t =
∂Ey

∂z -
∂Ez

∂y -Mix

∂By

∂t =
∂Ez

∂x -
∂Ex

∂z -Miy

∂Bz

∂t =
∂Ex

∂y -
∂Ey

∂x -Miz















(3.13)

  由于计算机的存储容量及运算速度等计算资源的有限性,为了实现对

麦克斯韦方程组两个旋度方程的数值求解,我们必须对连续的电磁场量按

照一定的空间或时间间隔进行离散化,使得有限数量的离散电磁场量有可

能保存于计算机中。因此我们需要首先对电位移矢量D 和磁感应强度矢量

B 进行空间和时间离散化。那么如何对电磁场矢量的六个分量进行时空离

散就成为了重要的问题。
首先讨论电磁场分量的空间离散。1966年,美籍华人K.S.Yee分析了

麦克斯韦方程组旋度方程的特点,结合式(3.12)和式(3.13)所示关于六个

电磁场分量的标量方程,引入了一种极为巧妙的空间差分格式———Yee元

胞,从而在直角坐标系下建立起了FDTD方法的三维空间差分网格。图3.2
给出以节点(i,j,k)和节点(i+1,j+1,k+1)为长方体对角点的Yee元胞

示意图以及电位移矢量D 和磁感应强度矢量B 的全部直角坐标分量在该元

胞上所处的节点位置。另外,电磁强度矢量E 的三个分量所处节点位置与

对应的电位移矢量D 的三个分量所处节点位置相同,磁场强度矢量H 的三

个分量所处节点位置与对应的磁感应强度矢量B 的三个分量所处节点位置

相同。为保持图形整洁,根据麦克斯韦旋度方程中电磁场量的关系,将上述

十二个电磁场分量按D 和H 以及B 和E 分两组分别标示于两个Yee元胞

中,以便在后续章节中推导相应的电磁场量更新公式。

图3.2 Yee元胞以及全部电磁场分量的节点位置分布
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从图3.2可以看到,电位移矢量D 或电场强度矢量E 的三个分量分别

位于平行于坐标轴x、y 和z轴的总共十二条棱边的中心点位置。磁感应强

度矢量B 或磁场强度矢量H 的三个分量分别位于垂直于坐标轴x、y 和z
轴的总共六个矩形表面的中心点位置。这样设置电磁场分量节点位置的目

的是:
 

当Yee元胞沿着三个坐标轴方向复制拓展时,每个电场分量的四周均

有四个磁场分量环绕,每个磁场分量的四周也有四个电场分量环绕,刚好与

麦克斯韦方程组中的旋度运算所描述的物理场景相吻合。
同时,为了方便进行时域偏微分的数值计算,电场和磁场在时域上也需

要进行离散化,所采用的时间间隔Δt一般称为时间步长。根据麦克斯韦方

程组旋度方程中时域偏微分的特点,并依据传统习惯,可以设置电场的采样

时刻为整数倍的时间步长,即t=nΔt;
 

磁场的采样时刻为整数加1/2倍的

时间步长,即t=(n+1/2)Δt。因此,电场分量和磁场分量在采样时刻上错

开了1/2时间步长,从而方便了二阶中心差分格式的应用。
基于以上电磁场量的空间和时间离散规范,可以进一步明确Yee元胞

中任一电磁场分量的时空标记。例如,在t=nΔt时刻位于通过空间节点

(i,j,k)且平行于x 轴的棱边中点位置的电场Dx 分量,可以标记为Dn
x(i+

1/2,j,k);
 

在t=(n+1/2)Δt时刻位于空间节点(i+1/2,j+1/2,k)处且平行

于z轴的磁场Bz 分量,可以标记为Bn+1/2
z (i+1/2,j+1/2,k)。表3.1给出

了紧邻空间节点(i,j,k)的电磁场各直角坐标分量的空间离散编号、时间离散

编号以及电磁场分量离散标记符号,供读者们在推导FDTD更新公式时参考。

表3.1 Yee元胞中各电磁场分量的时空离散编号及离散标记符号

电磁场分量
空间离散编号

(x/Δx,y/Δy,z/Δz)
时间离散编号

(t/Δt)
电磁场分量离散标记符号

Dx (i+1/2,j,k)
Ex (i+1/2,j,k)
Dy (i,j+1/2,k)
Ey (i,j+1/2,k)
Dz (i,j,k+1/2)
Ez (i,j,k+1/2)

n

Dn
x(i+1/2,j,k)

En
x(i+1/2,j,k)

Dn
y(i,j+1/2,k)

En
y(i,j+1/2,k)

Dn
z(i,j,k+1/2)

En
z(i,j,k+1/2)

Bx (i,j+1/2,k+1/2)
Hx (i,j+1/2,k+1/2)
By (i+1/2,j,k+1/2)
Hy (i+1/2,j,k+1/2)
Bz (i+1/2,j+1/2,k)
Hz (i+1/2,j+1/2,k)

n+1/2

Bn+1/2
x (i,j+1/2,k+1/2)

Hn+1/2
x (i,j+1/2,k+1/2)

Bn+1/2
y (i+1/2,j,k+1/2)

Hn+1/2
y (i+1/2,j,k+1/2)

Bn+1/2
z (i+1/2,j+1/2,k)

Hn+1/2
z (i+1/2,j+1/2,k)
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值得注意的是,上述电磁场分量的节点位置编号中含有1/2,然而利用

C语言或 MATLAB语言进行FDTD编程时,用于存储电磁场各个分量的

数组(三维问题)、矩阵(二维问题)和向量(一维问题)的元素索引变量只能

为整数,因而采用以上编号不利于编程实现。在不引起混淆的前提下,将各

电磁场分量的空间离散节点编号进行如下转换:
 

Dx、Ex:
 

(i+1/2,j,k)⇒(i,j,k)

Dy、Ey:
 

(i,j+1/2,k)⇒(i,j,k)

Dz、Ez:
 

(i,j,k+1/2)⇒(i,j,k)

Bx、Hx:
 

(i,j+1/2,k+1/2)⇒(i,j,k)

By、Hy:
 

(i+1/2,j,k+1/2)⇒(i,j,k)

Bz、Hz:
 

(i+1/2,j+1/2,k)⇒(i,j,k)
















(3.14)

以上转换确保了索引编号均是整数,方便了各电磁场分量存储数组的初始化

和元素索引。不过,在设计FDTD算法和编写程序代码时一定要记住各离散

电磁场分量所处的实际位置仍是转换前Yee元胞里规定的离散节点位置。
假设FDTD仿真计算空间为长方体区域,按照指定的空间离散参数进

行离散剖分后,在x、y 和z轴方向各剖分出Nx、Ny 和Nz 个Yee元胞,并
以最左前下的Yee元胞的左前下角点作为仿真区域的坐标原点(0,0,0),那
么上述节点编号i、j和k是从0开始的整数。

由于C语言中数组的索引变量(也称为下标)也是从0开始的整数,因
此若使用C语言进行FDTD编程,直接使用式(3.14)的变换公式即可,并且

C语言程序代码中各电磁场分量的实际节点位置、场量存储数组尺寸以及存

储数组索引范围如下所列:
 

(1)
 

C语言编程中的电场分量Dx(i,j,k)或Ex(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=(i+1/2)Δx;
 

y=jΔy;
 

z=kΔz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

Nx×(Ny+1)×(Nz+1)

○
 

存储数组索引范围:
 

i=0:(Nx-1);
 

j=0:Ny;
 

k=0:Nz

(2)
 

C语言编程中的电场分量Dy(i,j,k)或Ey(i,j,k)
 

○
 

场量实际节点位置:
 

x=iΔx;
 

y=(j+1/2)Δy;
 

z=kΔz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

(Nx+1)×Ny×(Nz+1)

○
 

存储数组索引范围:
 

i=0:Nx;
 

j=0:(Ny-1);
 

k=0:Nz

(3)
 

C语言编程中的电场分量Dz(i,j,k)或Ez(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=iΔx;
 

y=jΔy;
 

z=(k+1/2)Δz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

(Nx+1)×(Ny+1)×Nz

○
 

存储数组索引范围:
 

i=0:Nx;
 

j=0:Ny;
 

k=0:(Nz-1)



47   

(4)
 

C语言编程中的磁场分量Bx(i,j,k)或 Hx(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=iΔx;
 

y=(j+1/2)Δy;
 

z=(k+1/2)Δz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

(Nx+1)×Ny×Nz

○
 

存储数组索引范围:
 

i=0:Nx;
 

j=0:(Ny-1);
 

k=0:(Nz-1)
(5)

 

C语言编程中的磁场分量By(i,j,k)或 Hy(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=(i+1/2)Δx;
 

y=jΔy;
 

z=(k+1/2)Δz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

Nx×(Ny+1)×Nz

○
 

存储数组索引范围:
 

i=0:(Nx-1);
 

j=0:Ny;
 

k=0:(Nz-1)
(6)

 

C语言编程中的磁场分量Bz(i,j,k)或 Hz(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=(i+1/2)Δx;
 

y=(j+1/2)Δy;
 

z=kΔz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

Nx×Ny×(Nz+1)

○
 

存储数组索引范围:
 

i=0:(Nx-1);
 

j=0:(Ny-1);
 

k=0:Nz

如果是利用 MATLAB软件进行编程,由于 MATLAB对数组索引变量

i、j和k 是从1开始的正整数,因此场量存储数组的索引范围与C语言不

同。MATLAB程序代码中各电磁场分量和激励源的实际节点位置、场源存

储数组尺寸,以及存储数组索引范围如下所列:
(1)

 

MATLAB编程中的电场分量Dx(i,j,k)或Ex(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=(i-1/2)Δx;
 

y=(j-1)Δy;
 

z=(k-1)Δz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

Nx×(Ny+1)×(Nz+1)

○
 

存储数组索引范围:
 

i=1:Nx;
 

j=1:(Ny+1);
 

k=1:(Nz+1)
(2)

 

MATLAB编程中的电场分量Dy(i,j,k)或Ey(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=(i-1)Δx;
 

y=(j-1/2)Δy;
 

z=(k-1)Δz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

(Nx+1)×Ny×(Nz+1)

○
 

存储数组索引范围:
 

i=1:(Nx+1);
 

j=1:Ny;
 

k=1:(Nz+1)
(3)

 

MATLAB编程中的电场分量Dz(i,j,k)或Ez(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=(i-1)Δx;
 

y=(j-1)Δy;
 

z=(k-1/2)Δz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

(Nx+1)×(Ny+1)×Nz

○
 

存储数组索引范围:
 

i=1:(Nx+1);
 

j=1:(Ny+1);
 

k=1:Nz

(4)
 

MATLAB编程中的磁场分量Bx(i,j,k)或 Hx(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=(i-1)Δx;
 

y=(j-1/2)Δy;
 

z=(k-1/2)Δz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

(Nx+1)×Ny×Nz

○
 

存储数组索引范围:
 

i=1:(Nx+1);
 

j=1:Ny;
 

k=1:Nz

(5)
 

MATLAB编程中的磁场分量By(i,j,k)或 Hy(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=(i-1/2)Δx;
 

y=(j-1)Δy;
 

z=(k-1/2)Δz
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○
 

场量存储数组尺寸:
 

Nx×(Ny+1)×Nz

○
 

存储数组索引范围:
 

i=1:Nx;
 

j=1:(Ny+1);
 

k=1:Nz

(6)
 

MATLAB编程中的磁场分量Bz(i,j,k)或 Hz(i,j,k)

○
 

场量实际节点位置:
 

x=(i-1/2)Δx;
 

y=(j-1/2)Δy;
 

z=(k-1)Δz
○

 

场量存储数组尺寸:
 

Nx×Ny×(Nz+1)

○
 

存储数组索引范围:
 

i=1:Nx;
 

j=1:Ny;
 

k=1:(Nz+1)
若基于MATLAB软件平台编程,则上述电磁场分量的初始化 MATLAB

程序代码为

  %%设置元胞数

Nx=100            %设置x轴方向的元胞数

Ny=100 %设置y轴方向的元胞数

Nz=100 %设置z轴方向的元胞数

%%电磁场量初始化

Dx=zeros Nx Ny+1 Nz+1  %初始化电场分量Dx
Dy=zeros Nx+1 Ny Nz+1  %初始化电场分量Dy
Dz=zeros Nx+1 Ny+1 Nz  %初始化电场分量Dz
Ex=zeros Nx Ny+1 Nz+1  %初始化电场分量Ex
Ey=zeros Nx+1 Ny Nz+1  %初始化电场分量Ey
Ez=zeros Nx+1 Ny+1 Nz  %初始化电场分量Ez

Bx=zeros Nx+1 Ny Nz  %初始化磁场分量Bx
By=zeros Nx Ny+1 Nz  %初始化磁场分量By
Bz=zeros Nx Ny Nz+1  %初始化磁场分量Bz
Hx=zeros Nx+1 Ny Nz  %初始化磁场分量Hx
Hy=zeros Nx Ny+1 Nz  %初始化磁场分量Hy
Hz=zeros Nx Ny Nz+1  %初始化磁场分量Hz

3.3 电磁场量更新公式

FDTD方法的核心算法思想,就是采用离散电磁场量二阶中心差分格

式近似替代连续电磁场量关于空间和时间的一阶偏微分,代入时域旋度方

程推导出各个电磁场分量的更新公式,进而通过时域上的迭代更新而不断

获得后续时刻电磁场量空间分布的数值解。在前述二阶中心差分格式以及

电磁场量时空离散方式基础上,可以逐一推导出式(3.12)和式(3.13)所代

表的六个电磁场分量旋度方程所对应的FDTD更新公式。
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下面先以推导电场分量Dx 的更新公式为例,介绍如何从连续偏微分方

程推导出对应的更新公式。根据麦克斯韦方程组,Dx 所遵循的一阶连续偏

微分方程为

∂Dx

∂t =
∂Hz

∂y -
∂Hy

∂z -Jix (3.15)

根据FDTD中电磁场的时空离散特点,标记Dx 的当前值为Dn
x(i+1/2,j,

k),后一时刻的更新值为Dn+1
x (i+1/2,j,k),则根据中心差分格式有

∂Dx

∂t t= n+
1
2  Δt

≈
Dn+1

x i+
1
2
,j,k  -Dn

x i+
1
2
,j,k  

Δt   (3.16)

因此,偏微分方程式(3.15)右边的磁场分量 Hz、Hy 以及外加电流Jix 对应

的时刻应该是t=(n+1/2)Δt。类似地,对于空间偏微分∂Hz/∂y 和∂Hy/∂z,
其中心差分格式分别为

∂Hz

∂y y=jΔy
≈

Hn+
1
2

z i+
1
2
,j+

1
2
,k  -Hn+1/2

z i+
1
2
,j-

1
2
,k  

Δy
(3.17)

∂Hy

∂z z=kΔz
≈

Hn+
1
2

y i+
1
2
,j,k+

1
2  -Hn+1/2

y i+
1
2
,j,k-

1
2  

Δz
(3.18)

将式(3.16)、式(3.17)和式(3.18)代入式(3.15)并经过整理,可得到关于电

场分量Dx 的更新公式

Dn+1
x i+

1
2
,j,k  =Dn

x i+
1
2
,j,k  +

Δt
Δy

Hn+
1
2

z i+
1
2
,j+

1
2
,k  -Hn+

1
2

z i+
1
2
,j-

1
2
,k  



 


 -

Δt
Δz Hn+

1
2

y i+
1
2
,j,k+

1
2  -Hn+

1
2

y i+
1
2
,j,k-

1
2  



 


 -

ΔtJn+
1
2

ix i+
1
2
,j,k  (3.19)

将上式转换为对应于 MATLAB编程用的Dx 更新公式

Dn+1
x (i,j,k)=Dn

x(i,j,k)+
Δt
Δy

Hn+
1
2

z (i,j,k)-Hn+
1
2

z (i,j-1,k)  -

Δt
Δz Hn+

1
2

y (i,j,k)-Hn+
1
2

y (i,j,k-1)  -ΔtJ
n+

1
2

ix (i,j,k)

(3.20)


