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逻辑回归算法

 5.1 导  读

5.1.1 逻辑回归基本概念

  逻辑回归(LogisticRegression,LR)属于广义线性自回归(GeneralizedLinear
Autoregression,GLAR),因此与多元线性回归分析很类似。它们在模型形式上大

致相同,都具有wTx+b的形式,其中w 和b是待求参数。其区别在于两者的因变

量不同。多元线性回归直接将wTx+b作为因变量,即y=wTx+b。而逻辑回归

则不同,它是通过函数L 将wTx+b 对应一个隐状态p,p=L(wTx+b),然后根

据p 与1-p 的大小决定因变量的值。如果L 是一个逻辑函数,那么其属于逻辑

回归;如果L 是一个多项式函数,那么其属于多项式回归。
逻辑回归大多用于分类,其原理就是由sigmoid函数处理线性模型的输出值,

将输出值保持在(0,1)区间,用于二分类任务。它不仅可以预测出类别,还可以获

得属于某个类别的概率预测。
逻辑回归属于一种用于解决监督学习(supervisedlearning)问题的学习算法,

进行逻辑回归的主要目的是将训练数据的标签值与预测值之间的误差化为最小。
分类是监督学习中的一个核心问题,当输出变量Y 取有限个离散值时,预测问题

便成为分类问题。此时的输入变量x 既可以是离散的,也可以是连续的。分类器

的功能是利用监督学习从数据中学习一个分类模型或分类决策函数。而分类就

是分类器对新的输入对应的输出进行的预测。

图5.1 考试分数分类任务

例如,在现实生活中,如果要用数字表达

某些事物是否出现,那么可以用0表示它不出

现,用1表示它出现。能够用0、1表示事物状

态的就称为二分类问题。如果需要在两个类

别之间进行分类,那么逻辑回归的方法就非常

适用。例如,一个班进行考试,有10道题,每
道题10分。如果分数低于60分就是不及格,
用0表示;否则是及格,用1表示。这个分类

任务如图5.1所示。
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5.1.2 逻辑回归应用

逻辑回归可以用于估计某个事件发生的可能性,也可以用于分析某个问题的影响因素

有哪些。
目前,逻辑回归在数据挖掘、疾病自动诊断、经济预测等领域得到普遍应用。例如,分析

一组胃癌病情案例,首先随机选择实验对象,并将其分为两组,一组是胃癌组,另一组是非胃

癌组,两组人群必定在体征与生活方式等方面有所不同。因此,是否胃癌就作为因变量,值
为“是”或“否”。而自变量有很多,包括年龄、性别、饮食习惯、幽门螺旋杆菌感染等。自变量

既可以是连续的,也可以是离散的。最后通过逻辑回归分析得到自变量的权重,从而可以大

致了解导致胃癌的危险因素有哪些,同时根据该权值判断出的危险因素预测一个人患胃癌

的可能性。
对于二分类领域,可以用sigmoid函数得出概率值,适用于根据分类概率排名的领域,

如搜索排名等。例如,在医学研究中,逻辑回归常用于分析某种疾病的危险因素,例如,分析

年龄、性别、饮食习惯等是否属于胃癌的危险因素。
对于多分类领域,如手写字识别、信用评估、测量市场营销的成功度、预测某个产品的收

益或亏损、预测特定的某天是否会发生地震或海啸,可以用逻辑回归扩展的softmax函数。
其中,使用得最多的是二元逻辑回归分析,它不仅使用简单方便,而且容易描述和理解。因

此本章以二元逻辑回归为例进行介绍。

 5.2 概  述

逻辑回归作为深度学习的基础,也是一种被广泛使用的统计模型和分类器,但它与深度

学习的黑盒机制有很大不同,其解决问题的原理比较容易理解。逻辑回归是一个把线性回

归映射为概率的模型,即把实数空间的输出映射到(0,1)区间,从而得到概率,其目的是解决

类似“成功或失败”“有或无”或“通过或拒绝”等非此即彼的问题。

5.2.1 probability和odds定义

probability指的是发生的次数与总次数之比,例如抛硬币:

p=
正面向上的次数

总次数
(5.1)

p 的取值范围为[0,1]。

odds指的是发生的次数与没有发生的次数之比:

odds=
正面向上的次数
反面向上的次数

(5.2)

odds的取值范围为[0,+∞)。
注意:odds表示样例作为正例的相对可能性。
抛硬币出现正反面的事件服从伯努利分布。如果X 是伯努利分布中的随机变量,则X

的取值为{0,1},非0即1。例如,抛硬币出现正反面的概率分别为

P(X =1)=p
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P(X =0)=1-p (5.3)
相应的odds为

odds=
p
1-p

, odds∈ [0,+∞) (5.4)

5.2.2 logit函数和sigmoid函数及其特性

对odds取对数,扩展odds的取值范围到实数空间[-∞,+∞],这就是logit函数:

logit(p)=loge
p
1-p

, p∈ (0,1), logit(p)∈ [-∞,+∞] (5.5)

  注意:在后面的表述中,均省略log的底e。
接下来,用线性回归模型表示logit(p),因为线性回归模型和logit函数的输出有同样

的取值范围。
设

logit(p)=θ1x1+θ2x2+b (5.6)

  图5.2为logit(p)的图形。注意,p∈(0,1)。

图5.2 logit(p)的图形

由logit(p)=θ1x1+θ2x2+b得

log
p
1-p=θ1x1+θ2x2+b (5.7)

设θ1x1+θ2x2+b=z,得

log
p
1-p=z (5.8)

等式两边取e的幂,得
p
1-p=ez (5.9)

化简,得

p=ez(1-p)

p=ez -ezp
p(1+ez)=ez
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p=
ez

1+ez
(5.10)

分子、分母同除以ez,得

p=
1

1+e-z
, p∈ (0,1) (5.11)

由此得到sigmoid函数:

sigmoid(x)=
1

1+e-z
, sigmoid(x)∈ (0,1) (5.12)

即可把线性回归模型输出的实数空间取值映射为概率。
从图5.3可以看到,sigmoid函数是一个S形的曲线,自变量x 无论取何值,其输出值都

图5.3 sigmoid函数图像

在[0,1]内。一个分类问题只有两种答案:一种

是“是”,另一种是“否”。若1对应“是”,则0对应

“否”。
阈值是可以自己设定的。假设分类的阈值是

0.5。记y=sigmoid(x)。由图5.3可以看到,x=0
是一个分界点。当x<0时,y<0.5,sigmoid函数

输出为0;当x>0时y>0.5,sigmoid函数输出为

1。结果也可以理解为概率。换句话说,概率小于

0.5的分类为0,概率大于0.5的分类为1,这就达到

了分类的目的。
逻辑回归主要用于二元分类问题。对于给

定的输入,在已知各项参数的情况下,就可以给出0或1的判断。例如,考试得了60分,通
过逻辑回归函数就可以判断及格了。可见,在已知参数的情况下,逻辑回归函数根据输入可

以给出0或1的结果。

5.2.3 最大似然估计

引入假设函数hθ(X),设θTX 为线性回归模型,θ和X 均为列向量,例如:

θ=
b
θ1
θ2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,X=
1
x1

x2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(5.13)

  求θTX:

θTX=b×1+θ1×x1+θ2×x2=θ1x1+θ2x2+b (5.14)

  设θTX=z,则假设函数为

hθ(X)=
1

1+e-z =P(Y=1|X;θ) (5.15)

式(5.15)代表了Y=1的概率。

1-hθ(X)=P(Y=0|X;θ) (5.16)
式(5.16)代表了Y=0的概率。注意,Y∈{0,1},Y 非0即1。

伯努利分布函数如下:
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f(k;p)=pk(1-p)1-k,k∈ {0,1} (5.17)

  注意:f(k;p)表示k 为0或1的概率,也就是Pk。
最大似然估计的目的就是找到一个最符合数据的概率分布。
例如,图5.4中的×表示数据点,相应的概率的乘积就是似然函数的输出。显然,图5.4(a)

的似然函数值比图5.4(b)的大,所以图5.4(a)的分布更符合数据。而最大似然估计就是找

到一个最符合当前数据的分布。

图5.4 数据的概率分布

根据伯努利分布,定义似然函数:

L(θ|x)=P(Y|X;θ)

=∏
m

i=1
P(yi|xi;θ)

=∏
m

i=1
hθ (xi)yi (1-hθ(xi))1-yi (5.18)

其中,xi 为各个数据样本,共有m 个数据样本。最大似然估计的目的就是让式(5.18)的输

出值尽可能大。对式(5.18)取对数,以方便计算。取对数可以把乘积转换为加法,而且不影

响优化目标:

L(θ|x)=log(P(Y|hθ(X)))

=∑
m

i=1

(yilog(hθ(x(i)))+(1-yi)log(1-hθ(x(i)))) (5.19)

  只要在式(5.19)前面加一个负号,即可把求最大值转换为求最小值。设hθ(X)=Ŷ,得
出损失函数J(θ)。只要最小化这个函数,就能通过求导得到θ:

J(θ)=-∑
m

i=1

(YlogŶ-(1-Y)log(1-Ŷ)) (5.20)

  深度学习中的交叉熵和式(5.20)一样,只不过式(5.20)是交叉熵中的项分类问题。对

于多分类,可对J(θ)进行推广,获得交叉熵(crossentropy):
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CrossEntropy(Y,Ŷ)=-
1
m∑

m

i=1
∑
Nc

c=1
YlogŶ (5.21)

其中,c为分类编号,Nc 为所有的分类数量。

5.2.4 参数的获取:梯度下降法优化参数

根据式(5.20)画出对数似然(loglikelihood)函数,也就是损失函数的图形,如图5.5
所示。

图5.5 损失函数的图形

注意:损失函数要对原始的对数似然函数取负号,使极大似然值的最大化问题变成最

小化问题。
如图5.5所示,损失函数是一个凸函数。使用梯度下降法寻找损失函数的极小值,即求

出当θ取什么值时损失函数可以达到极小值。

1.求导过程

需要求J(θ)对θj 的导数
∂J(θ)
∂θj

,注意:

Ŷ=
1

1+e-θTx
(5.22)

  利用

d
dxlogaf(x)=

1
f(x)lnaf

'(x) (5.23)

  结合式(5.23),将式(5.22)代入式(5.20),可得

∂
∂θj
log(1-Ŷ)=

∂
∂θj
log

1
1+e-θTx

=
∂
∂θj
(log1-log(1+e-θTx))

=
∂
∂θj
(-log(1+e-θTx))

=-
1

1+e-θTx
e-θTx(-xj)

= 1-
1

1+e-θTx

æ

è
ç

ö

ø
÷xj (5.24)
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  再求
∂
∂θj
log(1-Ŷ):

∂
∂θj
log(1-Ŷ)=

∂
∂θj
log

e-θTx

1+e-θTx

=
∂
∂θj
(-θTx-log(1+e-θTx)) (5.25)

  将式(5.25)代入式(5.24),得

∂
∂θj
log(1-Ŷ)=-xj +xj 1-

1
1+e-θTx

æ

è
ç

ö

ø
÷

=-
1

1+e-θTx
xj (5.26)

  将利用式(5.26)求得的
∂
∂θj
log(1-Ŷ)和

∂
∂θj
log(Ŷ)代入

∂J(θ)
∂θj

(注意,i是数据点的序

号,j是特征的数量):

X=

x(1)
1 x(1)

2 … x(1)
m

x(2)
1 x(2)

2 … x(2)
m

x(3)
1 x(3)

2 … x(3)
m

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(5.27)

  展开并整理得(注意,Ŷ=
1

1+e-θ
Tx
)

∂J(θ)
∂θj

=-∑
m

i=1
y(i)x(i)

j 1-
1

1+e-θTx(i)
æ

è
ç

ö

ø
÷-(1-y(i))x(i)

j
1

1+e-θTx(i)

=∑
m

i=1

1
1+e-θTx(i)-y(i)æ

è
ç

ö

ø
÷x(i)

j

=∑
m

i=1

(ŷ(i)-y(i))x(i)
j (5.28)

  从式(5.13)可以发现θ中的b对应X 中的1,由此可得

∂J(θ)
∂b =∑

m

i=1

(ŷ(i)-y(i)) (5.29)

2.搜寻下山过程

现在已经得到了θj 和偏差b的梯度,如果用这个梯度对参数进行更新,就要定义学习

率η,防止下山的时候跑得太快而跑过头。一般学习率的取值都比较小,然后重复下面的步

骤,直到收敛:

θj ←θj -η
∂J(θ)
∂θj

(5.30)

b←b-η
∂J(θ)
∂b

(5.31)

5.2.5 模型评估方法

通常来说,如果对学习器的泛化误差进行评估并进而做出选择,即可通过实验测试获取

结果。因此,需使用一个测试集(testingset)测试学习器对新样本的判别能力,然后将测试
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集上的测试误差(testingerror)近似为泛化误差。通常假设测试样本也是从样本真实分布

中独立同分布采样而得的。但要注意一点,测试集应该尽可能与训练集互斥,即训练集中不

能出现测试样本,且不能在训练过程中使用过。
训练集中为什么不能出现测试样本呢? 为理解这一点,以下面的场景为例加以说明:

老师给同学们出了10道练习题,考试时老师的试题是同样的这10道题,那么这个考试成绩

能否真实、有效地反映同学们的学习情况呢? 答案是否定的,可能有的同学只是掌握了这

10道题,不会其他知识,却能轻易得高分。希望得到泛化能力强的模型,就像希望同学们把

课程学好,并能够将所学知识举一反三一样。训练样本相当于给同学们出练习题,测试过程

就是课程考试。很明显,如果用测试样本进行训练,则得到的估计结果一定是过于“乐
观”的。

可是,我们只有一个包含m 个样本的数据集D={(x1,y1),(x2,y2),…,(xm,ym)},
怎样才能做到既能训练又能测试呢? 适当地处理数据集D,从中产生训练集S 和测试集

T。下面介绍几种常见的做法。

1.留出法

留出法(hold-out)直接将数据集D 划分为训练集S 和测试集T 两个互斥的集合,即

D=S∪T,S∩T=∅。在S 上训练出模型后,用T 评估其测试误差,作为对泛化误差的

估计。
以二分类任务为例,假定D 包含1000个样本,将其划分为S(包含700个样本)和T

(包含300个样本)。用S 进行训练后,如果模型在T 上有90个样本分类错误,那么其错误

率为(90/300)×100%=30%,相应的精度为1-30%=70%。
在这里要注意的一个问题是,训练集与测试集的划分要尽可能使数据分布保持一致,避

免因数据划分过程引入额外的偏差而影响最终结果,例如在分类任务中至少要保持样本的

类别比例相似。如果从采样(sampling)的角度看待数据集的划分过程,那么保留类别比例

的采样方式常常被叫作分层采样(stratifiedsampling)。例如,通过对D 进行分层采样而获

得含70%样本的训练集S 和含30%样本的测试集T,若D 包含500个正例、500个反例,
则分层采样得到的S 应包含350个正例、350个反例,而T 则包含150个正例和150个反

例;若S 和T 中样本类别比例差别很大,则误差估计将由于训练数据与测试数据分布的差

异而产生偏差。
另一个需注意的问题是,即便有了训练集和测试集的样本比例,仍存在多种分割初始数

据集D 的方式。如上所述,可以首先对D 中的样本进行排序,然后在训练集中放入前350个

正例,或者放入后350个正例。这些不同的划分将导致不同的训练集和测试集,模型评估会

产生不同结果。因此,单次使用留出法得到的估计结果是不够稳定的。在使用留出法时,一
般要进行若干次随机划分,重复进行实验评估后取平均值作为留出法的评估结果。例如,进
行100次随机划分,每次产生一个训练集和一个测试集用于实验评估,100次后就得到100个

结果,而留出法返回的则是这100个结果的平均值。
另外,我们希望将D 训练出的模型用于评估,但留出法需要分出训练集和测试集,这就

会产生一个尴尬的情况:若令绝大多数样本都在训练集S 中,则训练出的模型可能更接近

用D 训练出的模型,然而因为测试集T 比较小,最后的评估结果就会不够精准且变化较

大。若让一些样本包含于测试集T 里,则训练集S 与D 差别就会更大,被评估的模型与用
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D 训练出的模型相比可能有较大差别,从而降低了评估结果的保真性(fidelity)。目前为

止,这个问题还没有完美的解决方案,最普遍的做法是将2/3~4/5的样本用于训练,其余样

本用于测试。

2.交叉验证法

交叉验证法(crossvalidation)是先将数据集D 划分为大小相似的互斥子集,即D=D1

∪D2∪…∪Dk,Di∩Dj=∅(i≠j),互斥子集总共有k个。保证所有子集具有相同的数据

分布,即它们都是从D 中通过分层采样得到的。然后,每次用k-1个子集的并集作为训练

集,余下的那个子集作为测试集;最终得到k 组训练集和测试集,从而可进行k 次训练和测

试,最终返回的是这k个测试结果的平均数。显然,k的取值在很大程度上决定了交叉验证

法评估结果的稳定性和保真性,为强调这一点,通常交叉验证法也被称为k 折交叉验证(k-
foldcrossvalidation)。10是k最常用的取值,此时称为10折交叉验证。其他常用的k 值

有5、20等。图5.6为10折交叉验证。

图5.6 10折交叉验证

与留出法相似,将数据集D 划分为k个子集也有多种方式。为减小因划分为不同子集

而引入的差别,k折交叉验证通常要随机使用不同的划分重复p 次,取这p 次k折交叉验证

结果的均值作为最终评估结果。
假定数据集D 中包含m 个样本,若令k=m,则得到了交叉验证法的一个特例:留一法

(Leave-One-Out,LOO)。很明显,留一法不会受随机样本划分方式的影响,因为m 个样本

有且仅有一个方式划分为m 个子集,即每个子集包含一个样本,留一法使用的训练集只比

初始数据集少了一个样本,这就使得在绝大多数情况下留一法中被实际评估的模型与期望

评估中用D 训练出的模型很相似。因此,留一法的评估结果往往被认为比较准确。然而,
留一法也存在不足,在数据集比较大的情况下,训练m 个模型的计算量可能是极大的(例如

数据集包含100万个样本,则需训练100万个模型),而这还未考虑算法调参的情况。另外,
留一法的评估结果也不能保证永远比其他评估方法准确。

3.自助法

我们希望评估的是用D 训练出来的模型。但在留出法和交叉验证法中,为了用于测试

而保留了一部分样本,因此实际评估的模型所使用的训练集比D 小,这必然会出现因训练

样本规模不同而导致的估计偏差。尽管留一法受训练样本规模变化的影响较小,但计算复
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杂度太高。那么,有什么办法可以使结果不受训练样本规模不同的影响,同时还能比较高效

地进行实验评估呢?
目前,一个比较好的解决方案就是自助法(bootstrapping)。它直接以自助采样法

(bootstrapsampling)为基础。给定数据集D,令其包含m 个样本,对它进行采样产生数据

集D':每次随机从D 中挑选一个样本,将其复制后放入D',然后再将该样本放回初始数据

集D 中,使得该样本在下次采样时仍然有可能被选中。这个过程重复执行m 次后,就得到

了自助采样的结果,即一个包含m 个样本的数据集D'。显然,D 中有一部分样本很可能在

D'中多次出现,而另一部分样本很可能不出现。可以做一个简单的估计,样本在m 次采样

中始终不被选中的概率是 1-
1
m
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(5.32)

  通过自助采样,初始数据集D 中约有36.8%的样本未出现在采样数据集D'中。于是

可将D'用作训练集,将D\D'用作测试集。这样,实际评估的模型与期望评估的模型都使

用m 个训练样本,同时仍有数据总量约1/3未在训练集中出现的样本用于测试。这样的测

试结果也称包外估计(out-of-bagestimate)。
自助法常用于数据集较小,难以有效划分训练集和测试集的情况。此外,自助法能从初

始数据集中产生多个不同的训练集,这非常有利于集成学习等方法。但是,自助法产生的数

据集改变了初始数据集的分布,这会引入估计偏差。因此,在数据量足够时,更常用的还是

留出法和交叉验证法。

5.2.6 调参与最终模型

诸多学习算法都需要设定一些参数。不同的参数配置,其模型的性能往往有显著差别。
因此,在评估与选择模型时,除了要选择适用的学习算法,还需要设定算法参数,这就是通常

所说的参数调节,简称调参。
有人可能会认为,调参和算法选择在本质上没有太大的区别。将每种参数配置都训练

出模型,然后把对应最好的模型的参数作为结果。这样的考虑基本上是对的,但要注意一

点,学习算法的很多参数都在实数范围内取值。因此,为每种参数配置都训练出模型的可能

性很小。一般的做法是对每个参数选定一个范围和变化步长。例如,在[0,0.2]范围内以

0.05为步长,则有5个实际要评估的候选参数值,最终的选定值就是从这5个候选值中产生

的。很明显,从这种方法选出的参数值往往不是最佳的,但这个结果是计算开销和性能估计

的折中,这样学习过程才变得可行。事实上,即便在这样的折中后,调参依旧存在困难。可

以简单估算一下:假定算法有3个参数,每个参数仅考虑5个候选值,这样对每一组训练集

和测试集就有5×5×5=125个模型需考察。很多强大的学习算法有大量参数需设定,这将

导致极大的调参工作量,因此,在很多应用任务中,参数的优劣决定了最终模型的性能。
还需要注意的是,通常把学习得到的模型在实际使用中遇到的数据称为测试数据。为

了更好地与之区别,模型评估与选择中用于评估测试的数据集常称为验证集(validation
set)。举例来说,如果要研究对比不同算法的泛化能力,估计模型在实际使用时的泛化能力

就要用测试集上的判别效果,并将训练数据另外划分为训练集和验证集,在利用验证集得到


