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第1章 系泊系统的设计(2016
 

A)

1.1 题目

近浅海观测网的传输节点由浮标系统、系泊系统和水声通信系统组成(见图1-1)。某

型传输节点的浮标系统可简化为底面直径2m、高2m的圆柱体,浮标的质量为1000kg。系

图1-1 传输节点示意图(仅为结构模块示意图,

未考虑尺寸比例)

泊系统由钢管、钢桶、重物球、电焊锚链

和特制的抗拖移锚组成。锚的质量为

600kg,锚链选用无档普通链环,近浅海

观测网的常用型号及其参数在附表中

列出。钢管共4节,每节长度1m,直径

为50mm,每节钢管的质量为10kg。要

求锚链末端与锚的链接处的切线方向

与海床的夹角不超过16°,否则锚会被

拖行,致使节点移位丢失。水声通信系

统安装在一个长1m、外径30cm的密封

圆柱形钢桶内,设备和钢桶总质量为

100kg。钢桶上接第4节钢管,下接电

焊锚链。钢桶竖直时,水声通信设备的工作效果最佳。若钢桶倾斜,则影响设备的工作效

果。钢桶的倾斜角度(钢桶与竖直线的夹角)超过5°时,设备的工作效果较差。为了控制钢

桶的倾斜角度,钢桶与电焊锚链链接处可悬挂重物球。
系泊系统的设计问题就是确定锚链的型号、长度和重物球的质量,使得浮标的吃水深度

和游动区域及钢桶的倾斜角度尽可能小。
问题1 某型传输节点选用Ⅱ型电焊锚链22.05m,选用的重物球的质量为1200kg。现

将该型传输节点布放在水深18m、海床平坦、海水密度为1.025×103kg/m3 的海域。若海

水静止,分别计算海面风速为12m/s和24m/s时钢桶和各节钢管的倾斜角度、锚链形状、浮
标的吃水深度和游动区域。

问题2 在问题1的假设下,计算海面风速为36m/s时钢桶和各节钢管的倾斜角度、锚
链形状和浮标的游动区域。请调节重物球的质量,使得钢桶的倾斜角度不超过5°,锚链在

锚点与海床的夹角不超过16°。
问题3 由于潮汐等因素的影响,布放海域的实测水深介于16~20m之间。布放点的
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海水速度最大可达到1.5m/s,风速最大可达到36m/s。请给出考虑风力、水流力和水深情

况下的系泊系统设计,分析不同情况下钢桶、钢管的倾斜角度、锚链形状、浮标的吃水深度和

游动区域。
说明 近海风荷载可通过近似公式F=0.625×Sv2(N)计算,其中S 为物体在风向法

平面的投影面积(m2),v 为风速(m/s)。近海水流力可通过近似公式F=374×Sv2(N)计
算,其中S 为物体在水流速度法平面的投影面积(m2),v 为水流速度(m/s)。

附表 锚链型号和参数表

型  号 长度/mm 单位长度的质量/(kg/m)

Ⅰ 78 3.2
Ⅱ 105 7
Ⅲ 120 12.5
Ⅳ 150 19.5
Ⅴ 180 28.12

注:
 

长度是指每节链环的长度。

1.2 问题分析与建模思路概述

题目要求学生分析浮标、钢管、钢桶、重物球和锚链的受力情况,建立计算锚链形状、钢
桶和钢管的倾斜角度、浮标的吃水深度和游动区域的数学模型。从基本的数学原理来说,题
目的解决思路比较固定,需要先对系统进行整体及部分的受力分析,列出系统的力学公式,
再根据题目中给的参数,求得夹角、吃水深度、游动半径等相关结果就可以了,需要注意的

是,在建立模型过程中要把相关因素考虑全面,如需要考虑水下构件的浮力等。
问题1 题目中给出了锚链长度、锚链单位长度质量、重物球的质量、水深、海水密度、

海面风速等具体数据,并且假设海水静止,只需对整个系统进行静力分析,建立系泊系统的

数学模型(相关数学模型比较固定),得到受力分析的物理公式,再将具体数据代入,求得钢

桶和各节钢管的倾斜角度、锚链形状、浮标的吃水深度和游动区域等指标。
问题2 在问题1的基础上,由于风速变大,可能使得钢桶的倾斜角超过5°,锚链在锚

点与海床的夹角也可能超过16°,题目要求重新设计重物球的质量。此时重物球的质量就

是未知数,由于仍然不计水速的影响,因此基本模型和问题1相同。为了求得适合的重物球

质量,需要得到一条以重物球质量为自变量,因变量分别是钢桶与水平面夹角和锚链下端与

海床面夹角,找出符合条件的最小重物球质量(可建立优化模型或相关评价模型来解决)。
问题3 在上述问题的基础上考虑海水速度最大为1.5m/s,在这种情况下要考虑水流

对系统的冲击力,在确定水流力方向后,只需在问题2的基础上建立新的系泊系统数学模

型,整体目标使得吃水深度、游动半径、钢桶倾角尽量小,运用系统受力分析给出锚链在水流

冲击下的微分方程,根据这些计算出重物球质量以及选用何种锚链即可。

1.3 获奖论文———基于协调曲线的系泊系统的设计

作  者:
 

李哲鑫 李展宇 卞欣钰

指导教师:
 

李炳照
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获奖情况:
 

2016年全国数学建模竞赛二等奖

摘要

近海观测网的传输节点由三部分组成,其中规模最大的是系泊系统。系泊系统的设计

影响着整个传输节点的运行与工作,有着至关重要的作用。本文通过建立数学模型,求解了

在一定条件下,传输节点各个部分的状态参量,并且基于协调曲线优化算法,设计了在题目

条件下的系泊系统的方案。
针对问题1,通过受力分析,对整个传输节点进行部分与整体的受力分析,合理运用分

析力学,列出各个变量的方程组,寻找到它们之间的关系。可以发现,所有的其他参量都可

以表示成浮标吃水深度h 的函数,最终我们就可以得到关于吃水深度h 的方程,解得h 之

后,再代入即可求出其他所有的未知量。这里值得注意的是锚链的形状受到海床平面的制

约,我们分两种情况进行了讨论。用 MATLAB求解得到:
 

风速12m/s时,钢桶的倾斜角度

θ5=1.2010°,浮标的吃水深度为0.6838m;
 

风速24m/s时,钢桶的倾斜角度θ5=4.5629°,
浮标的吃水深度为0.6979m。

针对问题2,第一小问仍然是基于问题1建立的模型来求解的。通过求解我们可以发

现,当风速为36m/s时,钢桶的倾斜角度θ5=9.4404°,锚链末端与锚的链接处的切线方向

与海床的夹角θ6=19.6289°,均超过要求。因此必须调整重物球质量 M。首先,我们利用

问题1的模型分别给出了钢桶的倾斜角度、锚链在锚点与海床的夹角与重物球质量的关系

的函数图像;
 

然后再次反向利用问题1的模型,通过 MATLAB解出精确的 M 的下限值为

2062.2kg和1931.9kg,得出重物球的质量应该大于2062.2kg;
 

同时,浮标不能完全浸没于

水中,因此由受力平衡得到重物球质量上限为6097.1kg。
针对问题3,我们首先建立了考虑水流力的物理模型。针对优化问题,我们构建了基于

协调曲线的多目标优化方法。首先,我们通过画出目标函数可行域的方法确定最优解范围,
在此基础上将“锚链在锚点与海床的夹角不超过16°”的不等式约束关系调整为等式约束关

系,进一步缩小最优解范围。之后,我们利用协调曲线的方法分析了浮标吃水深度与钢桶倾

角这一对矛盾的目标函数,通过构造满意度函数转化为单目标优化问题。最后,我们得出,
当选择型号Ⅴ的锚链,且锚链长度为21.420m(119节链环),重物球质量为4475.0kg时,系
统在最“恶劣”环境下(水深最大,风速最大,水速最大)的工作效果最佳。

最后,我们对优化模型进行了灵敏度分析,重点考察了水深对最优解的影响,并对模型

进行了评价。
关键词:

 

系泊系统,分析力学,协调曲线,MATLAB。

1.3.1 问题重述

在当代海运行业,传输节点扮演着非常重要的角色。一个近海观测网的传输节点由三

部分组成———浮标系统、系泊系统和水声通信系统。现在有一个已知部分条件的传输节点。
将传输节点的浮标系统简化为底面直径2m、高2m的圆柱体,质量为1000kg。系泊系统则

由很多部分组成,其中包括4节长1m、直径50mm、每节质量10kg的钢管,与之相连的是一

个钢桶,钢桶的另一端连接着质量可调的重物球以及锚链,锚链的型号以及节数都可供选

择。锚链另一端由质量为600kg的锚固定。而刚刚提及的钢桶,是一个长1m、外径30cm
的封闭圆柱体,充当着水声通信系统的载体,里面装有设备,总质量为100kg,重物球可以用
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于控制钢桶倾斜的角度。
这样的系统节点,为了维持其稳定性与功能的正常实现,需要满足的条件是,锚链末端

与锚的链接处的切线方向与海床的夹角不超过16°,否则节点会被拖走;
 

钢桶的倾斜角度

(钢桶与竖直线的夹角)尽可能小,竖直时效果最好,超过5°时效果最差。
整个问题的核心便在于确定锚链的型号、长度和重物球的质量,使得浮标的吃水深度和

游动区域及钢桶的倾斜角度尽可能小。
问题1 现在选用Ⅱ型电焊锚链22.05m,重物球1200kg。传输节点布放在水深18m、

海床平坦、海水密度为1.025×103kg/m3 的海域。首先考虑风荷载,不计水流力,分别计算

海面风速为12m/s和24m/s时钢桶和各节钢管的倾斜角度、锚链形状、浮标的吃水深度和

游动区域。
问题2 仍然是在问题1的背景下,计算海面风速为36m/s时钢桶和各节钢管的倾斜

角度、锚链形状和浮标的游动区域。接着要调节重物球的质量,使系统满足正常工作的条

件:
 

钢桶的倾斜角度不超过5°,锚链在锚点的切线与海床的夹角不超过16°。
问题3 加入了近海水流力的影响。布放海域水深16~20m,海水速度最大可达到

1.5m/s、风速最大可达到36m/s。要求做出一个设计,要考虑风力、水流力和水深,分析不

同情况下钢桶、钢管的倾斜角度,锚链形状,浮标的吃水深度和游动区域。

1.3.2 基本假设

1.
 

假设重物球、锚链、钢管的材质均为钢,密度取为ρs=7.85×10
3kg/m3。

2.
 

假设重物球、锚链均为实心物体;
 

钢管为空心管,内部灌满海水,即它们排开海水的

体积与其自身的体积相等。

3.
 

假设钢管、锚链的质量分布均匀,假设钢桶及其内部的设备的重心为其几何中心。

4.
 

假设浮标在平衡状态时保持水平,不发生倾斜。即浮标的迎风面积只与吃水深度有关。

5.
 

考虑到海风的方向具有长期稳定性,我们假设在系统达到平衡的过程中近海风的方

向恒定。

1.3.3 符号说明

符 号 含  义 符 号 含  义

h 浮标吃水深度

H 水深

l1 浮标高度

d1 浮标直径

m1 浮标质量

l2 钢桶长度

d2 钢桶外径

m2 钢桶质量(含设备)

l 每节钢管长度

d3 钢管直径

m3 每节钢管质量

θi 从上到下第i根钢管的倾斜角度(i=1,

2,3,4)
θ5 钢桶的倾斜角度

θ6 锚链在锚点与海床的夹角

σ 锚链的线密度

M 重物球质量

R 浮标游动区域的半径

g 重力加速度

ρw 海水的密度ρw=1.025×10
3kg/m3

ρs 钢的密度,这里取ρs=7.85×10
3kg/m3



5    

1.3.4 问题分析

这个问题,表面呈现出来的是一道类似于物理题目的形式。以经典的力学系统作为整

道题目的载体,搭配上实际的工程问题,运用物理和数学方法去建立和求解这个模型。
问题1 给出了很多具体确定的值,要求在两个不同风速下的系统状态。首先通过受

力分析,结合牛顿力学与分析力学等物理知识,构建一个模型。由此得到各个物理量之间的

关系,由于变量都有具体确定的值,通过解方程即可得到一个未知数的解,再通过之间的关

系,求解出其他所有的量。
问题2 在问题1的基础上进一步增大了风速去求得一个新的解。考虑到问题不会有

重复性,所以求得的结果应该会有不满足设计要求的地方。因此还是在问题1的模型上修

改部分参数,反过来求解需要调整的重物球质量即可。
问题3 则回归到在基本模型情况下的一个多元函数多目标优化问题。由于锚链型号

是离散化的,可以逐一分析,则剩余的两个自变量在型号确定的情况下,可以先由条件进行

约束,这相当于减少独立变量,转化为一元多目标优化问题,再通过协调曲线法,匹配满意曲

线,来解决多目标优化问题。

1.3.5 模型建立与求解

1.
 

问题1的模型建立与求解

  (1)
 

模型建立

这是一个典型的力学问题,我们首先进行受力分析,之后利用拉格朗日力学的方法计算

其平衡状态。
根据力学平衡原理可知,平衡时海风速度方向与整个系统共面,并且指向外侧。
我们首先考虑锚链的形状。由于每节链环的长度与锚链总长度相比是小量,并且考虑

到22.05m的Ⅱ型锚链实际上是由210节链环连接而成的,我们将锚链抽象成有质量的刚

性绳(不可伸缩)的模型。可以证明,有质量的刚性绳在重力场中自由悬挂的状态下的形状

为悬链线。证明如下[1]:
 

考虑两端分别固定在A,B 的均匀重链,不失一般性,设A,B 在同一水平位置,取链的

最低点的坐标为 0,a  ,设链的线密度为σ,则体系的势能为

V=∫
xB

xA
σgyds=σg∫

xB

xA
y 1+y'2dx (1)

  上式中的函数y(x)就是悬链线方程的解。由于保守体系处于平衡状态时势能取极

值,因此这是一个泛函极值问题,处理方法是求解欧拉方程。

f-y'
∂f
∂y'=常数 (2)

其中

f=y 1+y'2 (3)
解得

y=acoshx
a  (4)
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这就是锚链线。锚链悬垂时的形状就是该函数图像上的一段曲线。进一步我们可以得到

(4)式中的常数a 的表达式[2]:
 

a=
Thorizontal

σg
(5)

其中Thorizontal为锚链的张力的水平分量。
之后我们对系统进行受力分析。选取受力分析的对象,对于建立模型的复杂度以及模

型能否求解至关重要。受力分析中,最常见的就是整体法与隔离法两种,因此,合适地分割

图1-2 传输节点

部分、组合整体成为分析的关键步骤。
单独来看,图1-2中可分割的最小单

元有以下六组:
 

浮标、四根钢管、钢桶、重
物球、锚链以及固定的锚。由于锚是一个

固定点,题目中并没有提及诸如摩擦力等

力,因此在这里暂时不需要对其进行分

析。浮标和锚链作为独立的单元,很显然

要独立地拿来分析。其中,锚链由于是由

很多的小节组装而成的,没有必要对一小

节进行分析,只需要将其看成一个类似刚

性绳的整体即可。

剩余的便是最特殊的钢管、钢桶与重物球部分,由题中所给的条件可知,钢管与钢桶的

长度一样,并且问题中,对于它们与竖直方向的角度都有要求,因此,对于它们,要分别用整

体和隔离的方法进行分析,由于隔离法相当烦琐,之后会有更简单的方法来应对。而整体法

就较为简单,只要将四根钢管和钢桶看成一个整体,由于重物球悬挂在钢桶末端,显然也可

以计入整体,共同分析。
由此,第一步的受力分析,我们主要对两个部分,即浮标,钢管、钢桶和重物球组成的整

体分析即可。下面,便逐一展开分析。
对于浮标这个物体(见图1-3):

 

受到重力G1、浮力Fb1、风力f1、钢管、钢桶和重物球整

体对其的拉力T1。其中浮力和风力都与吃水深度h 有关,而拉力可以分解,如图1-4所示。

图1-3 浮标受力分析

    
图1-4 拉力T1 分解

由平衡关系可知

T1∥=f1 (6)

T1⊥+G1=Fb1 (7)
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  对于钢管、钢桶和重物球组成的整体(见图1-5):
 

受到重力G2、浮力Fb、两处的拉力

T'1和T2。其中根据牛顿第三定律,T'1和 T1 是一对相互作用力,则 T'1可进行分解(见
图1-6)。显然

T'1∥=T1∥ (8)
 

T'1⊥=T1⊥ (9)

  而T2 也可以如图1-7所示进行分解,则由受力平衡,有

T2∥=T'1∥=T1∥ (10)

G2+T2⊥=Fb+T'1⊥=Fb+T1⊥ (11)

图1-5 整体受力分析

 
图1-6 T'1分解

 
图1-7 T2 分解

对于锚链,为了便于描述形状,我们将锚固定的点设为 x0,y0  ,将锚链与钢桶连接的

点设为 x1,y1  。由几何关系和力学原理,显然可以知道,在连接点处切线的斜率与该点处

合力方向相反。

浮标所受的风荷载为

f1=0.625l1-h  d1v
2
1 (12)

  浮标所受的浮力为

Fb1=ρwgπ
d1
2  2h (13)

  钢桶所受的浮力为

Fb2=ρwgπ
d2
2  2l2 (14)

  钢管、锚链、重物球的浮力同样是不可忽略的,我们已经假设它们排开海水的体积与其

自身的体积相等,并且它们的密度均为ρs=7.85×10
3kg/m3。这样,我们可以用等效重力

加速度g'来刻画它们受到的重力与浮力的合力。

考虑浮力后的等效重力加速度(适用于钢管、锚链、重物球)为

g'=
ρs-ρw

ρs
g (15)

  现在我们应用拉格朗日力学的方法对四根钢管和钢桶组成的系统进行分析,选取θ1,

θ2,θ3,θ4,θ5 为广义坐标,写出各个力的作用点(从上到下)的矢径

r1=
1
2l3sinθ1i+

1
2l3cosθ1j
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r2=l3sinθ1+
sinθ2
2  i+l3cosθ1+

cosθ2
2  j

r3=l3sinθ1+sinθ2+
sinθ3
2  i+l3cosθ1+cosθ2+

cosθ3
2  j

r4=l3sinθ1+sinθ2+sinθ3+
sinθ4
2  i+l3cosθ1+cosθ2+cosθ3+

cosθ4
2  j

r5= l3sinθ1+sinθ2+sinθ3+sinθ4  +
l2
2sinθ5

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 i+

  l3cosθ1+cosθ2+cosθ3+cosθ4  +
l2
2cosθ5

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 j

r6= l3sinθ1+sinθ2+sinθ3+sinθ4  +l2sinθ5  i+

  l3cosθ1+cosθ2+cosθ3+cosθ4  +l2cosθ5  j
  列出拉格朗日方程[1]:

 

∑
6

i=1
Fi·

∂ri

∂θα
=0, α=1,2,3,4,5

将各个力代入,化简后得到各节钢管与钢桶的倾斜角度与浮标吃水深度h 的关系:
 

tanθ1=
f1

Fb1-m1g-
1
2m3g'

(16)

tanθ2=
f1

Fb1-m1g-
3
2m3g'

(17)

tanθ3=
f1

Fb1-m1g-
5
2m3g'

(18)

tanθ4=
f1

Fb1-m1g-
7
2m3g'

(19)

tanθ5=
f1

Fb1+
1
2Fb2-m1g-

1
2m2g-4m3g'

(20)

  锚链右端到海床平面的高度差为

h1=H -h-l3cosθ1+cosθ2+cosθ3+cosθ4  -l2cosθ5 (21)
锚链右端的切线斜率为

k1=
T2y
f1

(22)

并且我们已经证明锚链的曲线方程为

y(x)=acosh 1ax  +C, x0<x<x1 (23)

其中a=
f1

σⅡg'
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这样,我们将其他参量(诸如h1,a,k)都写成了h 的函数。
在实际情况中,我们要考虑到锚链形状还受到海床的约束,锚链的最低点不能低于海床

平面。这样,我们应该分两种情况考虑锚链形状:
 

①
 

锚链全部自由悬垂:
 

参见图1-8,此时锚链方程满足如下条件:
 

h1=y x1  -y x0  =acosh
x1
a  -acosh

x0
a   (几何约束) (24)

∫
x1

x0
1+y'2dx=L (长度约束) (25)

y'x1  =k1 (斜率约束) (26)
整合后我们得到了一个关于h 的方程:

 

h2+2ak1L-L2-2ah 1+k21 =0 (27)

  从该方程可以解出浮标的吃水深度h,代入前述关系式可进而求得各节钢管与钢桶的

倾斜角度以及锚链曲线方程的其他参量:
 

x1=a·arcsinhk1  (28)

x0=a·arcsinhak-L
a  (29)

以及浮标游动区域的半径

R=l3sinθ1+sinθ2+sinθ3+sinθ4  +l2sinθ5+x1-x0+d1/2 (30)

  ②
 

锚链部分接触海床:
 

参见图1-9,此时锚链方程满足如下条件:
 

h1=y x1  -y0  =acosh
x1
a  -a (几何约束) (31)

y'x1  =k1 (斜率约束) (32)
整合后我们得到了一个关于h 的方程:

 

h21+2ah1-k21a
2=0 (33)

图1-8 悬链线全部悬垂

     
图1-9 悬链线部分与海床接触

从该方程可以解出浮标的吃水深度h,与情况一同理可进而求得其他参量:
 

x1=a·arcsinhk1  (34)
锚链与海床接触部分的长度为

L'=L-ak (35)
浮标游动区域的半径

R=l3sinθ1+sinθ2+sinθ3+sinθ4  +l2sinθ5+x1+L'+d1/2 (36)
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  (2)
 

模型求解

我们利用 MATLAB求解前述的非线性方程,得到如下结果:
 

①
 

风速为12m/s时:
 

钢管的倾斜角度(从上到下):
 

θ1=1.1566°, θ2=1.1651°, θ3=1.1737°, θ4=1.1824°
  钢桶的倾斜角度:

 

θ5=1.2010°
浮标的吃水深度:

 

h=0.6838m
浮标游动区域的半径:

 

R=15.6534m
锚链形状:

 

y(x)=
0, 0<x<6.2521m

3.9724coshx-6.2521
3.9724  -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , 6.2521m<x<14.5508m

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

  原点取在锚点处。

②
 

风速为24m/s时:
 

钢管的倾斜角度(从上到下):
 

θ1=4.4013°, θ2=4.4322°, θ3=4.4635°, θ4=4.4952°
  钢桶的倾斜角度:

 

θ5=4.5629°
浮标的吃水深度:

 

h=0.6979m
浮标游动区域的半径:

 

R=18.7784m
锚链形状:

 

y(x)=15.7190cosh
x+1.2214
15.7190  -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , 0<x<17.3887m

  原点取在锚点处,并且x1=18.6100m,x0=1.2214m。

2.
 

问题2的模型建立与求解

(1)
 

模型建立

问题2与问题1的背景环境相同,只是需要考虑系统正常工作时的条件:
 

钢桶的倾斜

角度不超过5°,锚链在锚点与海床的夹角不超过16°。
关于浮标吃水深度h,钢管与钢桶的倾角θi,浮标游动半径R 的计算都可参照问题1

的模型,下面我们给出锚链在锚点与海床的夹角θ6 的计算方法。
整个系统在竖直方向受力平衡,因而有

Fb1+Fb2=m1g+m2g+4m3g'+Mg'+σLg'+T3y (37)
又由于锚点处切线方向即为张力方向,有

tanθ6=
T3y
f1

(38)

即

θ6=arctan
T3y
f1

(39)

由此,我们计算出当风速为36m/s时的一些数据:
 

钢管的倾斜角度(从上到下):
 


