
第一章 函数、极限与连续

函数是各种变量相互依存关系的数学表现形式,极限是描述在某一过程中变量变化趋

势的一个重要概念。高等数学以函数为研究对象,以极限作为主要研究工具。本章将介绍

函数、极限与连续的基本概念,以及它们的一些主要性质。

第一节 函  数

★ 基础模块

一、
 

函数的概念

1.
 

区间与邻域

  为简便起见,在表示数值范围时,经常采用区间符号。设实数a 与b,且a<b,则
闭区间 [a,b]={x|a≤x≤b,x∈R}
开区间 (a,b)={x|a<x<b,x∈R}
半开半闭区间 (a,b]={x|a<x≤b,x∈R}

[a,b)={x|a≤x<b,x∈R}
上述区间都是有限区间,点a 称为左端点,点b 称为右端点,统称为区间端点,它们的

距离b-a 称为区间长度。
除上述有限区间外,还有无限区间:

(-∞,b)={x|x<b,x∈R},(-∞,b]={x|x≤b,x∈R}
(a,+∞)={x|x>a,x∈R},[a,+∞)={x|x≥a,x∈R}
(-∞,+∞)={x|x∈R}

其中,R表示实数集,符号∞读作“无穷大”,+∞读作“正无穷大”,-∞读作“负无穷大”。
区间[a,b],(a,b),[a,+∞),(-∞,b)在数轴上的表示分别如图1 1(a),(b),(c),

(d)所示。
设a∈R,δ>0,开区间(a-δ,a+δ)称为点a 的δ邻域,记作U(a,δ),即

U(a,δ)=(a-δ,a+δ)={x |x-a|<δ}

  从数轴上看,这是一个以a 为中心,长度为2δ的区间。
若去掉邻域U(a,δ)中的点a,称为点a 的去心δ邻域,记作Uo(a,δ),即

Uo(a,δ)=(a-δ,a)∪ (a,a+δ)={x 0<|x-a|<δ}
邻域在数轴上的表示如图1 2所示。
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2.
 

函数的定义

例1 某物体以10m/s的速度做匀速直线运动,则该物体走过的路程S 和时间t有如

下关系:

S=10t, (0≤t<+∞)

  对变量t和S,每当t在[0,+∞)内取一定值t0,S 就有唯一确定的值S0=10t0 与之

对应。变量t和S 之间的这种对应关系,即是函数概念的实质。
定义1 设D 为非空数集,x 与y 是两个变量。如果对变量x 在D 中的每一个值,按

照某种对应法则f,变量y 都有确定的值与之对应,则称y 是x 的函数,记为

y=f(x), x∈D
称x 为自变量,y 为因变量,对应法则f 称为函数关系,x 的取值范围D 称为函数的定义

域;与x 对应的y 值称为函数值,全体函数值的集合{y|y=f(x),x∈D}称为函数的值

域,记为 M。
关于函数的定义,需要作如下几点说明。
(1)

 

定义域D 和对应法则f 是确定函数的两个主要因素。只有定义域和对应法则都

相同的两个函数才是相同函数。
(2)

 

若对x 在D 中的每一个值,y 值唯一,这时也称函数为单值函数;若对x 在D 中

的每一个值,y 有两个或两个以上的不同值与之对应,则称函数为多值函数。在本书中主

要讨论单值函数。
(3)

 

当x=x0 时,对应的函数值为y0,通常记作y0=y x=x0=f(x0)。此时,称函数y=
f(x)在x=x0 处有定义。

例2 下面各对函数是否是相同函数?

(1)
 

f(x)=|x|,g(x)= x2     (2)
 

u(x)=lnx2,v(x)=2lnx
解

 

 (1)
 

f(x)和g(x)是相同函数。因为它们的定义域都是全体实数R,且x 取任意

实数a 时,f(a)=g(a),即对应法则相同。
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(2)
 

u(x)和v(x)是不相同函数。因为u(x)的定义域是(-∞,0)∪(0,+∞),而

v(x)的定义域是(0,+∞),两者定义域不相同。
 

3.
 

函数的定义域

函数的定义域就是使函数有意义的自变量的取值范围。一般情况下,当函数关系表示

一个实际问题时,函数定义域应是使实际问题有意义的自变量的取值范围;当函数关系不

表示实际问题,且用数学式子表示时,函数定义域应是使该数学式子有意义的自变量的取

值范围。
例3 求下列函数的定义域。

(1)
 

y=ln(x+2)        (2)
 

y= 2x-1

(3)
 

y= x+3-
1

1-x2 (4)
 

y=
ln(x+2)

x-1
解 (1)

 

要使函数有意义,须使x+2>0,即x>-2,所以函数的定义域为{x|x>-2}。

(2)
 

要使函数有意义,须使2x-1≥0,即x≥
1
2
,所以函数的定义域为 x|x≥

1
2  。

(3)
 

要使函数有意义,须使
 x+3≥0
1-x2≠0 ,解不等式组得x≥-3,且x≠±1,所以函数的

定义域为{x|x≥-3且x≠±1}。

(4)
 

要使函数有意义,须使
x+2>0
x-1≠0 ,

 

即有
x>-2
x≠1 ,所以函数的定义域是{x|x>-2

且x≠1}。

4.
 

函数表示法

在中学里,我们已经知道函数的表示方法主要有三种:解析法(或称公式法)、列表法和

图像法。

y
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图 1 3

有些函数在其定义域的不同部分需用不同的公式

表达,这类函数称为分段函数。例如,函数

f(x)=
1, x>0
0, x=0
-1, x<0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

是分段函数,其图像如图1 3所示。这个函数又称为

符号函数,常用sgnx 表示。
又如,函数f(x)=|x|也可用分段函数形式表示:

f(x)=
x, x≥0
-x, x<0 

  还有些函数难以用解析法、列表法或图像法来表示,只能用语言来描述。如下面的函数

D(x)=
1, 当x 为有理数

0, 当x 为无理数 
  这个函数称为狄利克雷(Dirichlet)函数。
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二、
 

函数的基本特性

1.
 

单调性

  定义2 设函数y=f(x)在区间I 内有定义,对于任意x1,x2∈I,当x1<x2 时,
(1)

 

若恒有f(x1)<f(x2),则称函数y=f(x)在区间I 内是单调增加的;
(2)

 

若恒有f(x1)>f(x2),则称函数y=f(x)在区间I 内是单调减少的。
单调增加或单调减少的函数统称为单调函数。

2.
 

奇偶性

定义3 设函数f(x)的定义域为D,且D 关于原点对称,如果对于任意x∈D,恒有

f(-x)=-f(x),则称函数f(x)为奇函数;如果对于任意x∈D,恒有f(-x)=f(x),
则称函数f(x)为偶函数;如果函数既不是奇函数也不是偶函数,称其为非奇非偶函数。

奇函数的图像关于原点对称;偶函数的图像关于y 轴对称。
 

例4 判断下列函数的奇偶性。
(1)

 

f(x)=x3-3x    (2)
 

f(x)=x2(1-x2)    (3)
 

φ(x)=x2+x
解 (1)

 

因为f(-x)=(-x)3-3(-x)=-x3+3x=-(x3-3x)=-f(x),所以

函数f(x)=x3-3x 是奇函数。
(2)

 

因为f(-x)=(-x)2[1-(-x)2]=x2(1-x2)=f(x),所以函数f(x)=x2(1-x2)
是偶函数。

(3)
 

因为φ(-x)=(-x)2+(-x)=x2-x,即φ(-x)≠φ(x),φ(-x)≠-φ(x),
所以函数φ(x)=x2+x 是非奇非偶函数。

3.
 

有界性

定义4 设函数f(x)在区间I 内有定义,如果存在一个正数 M,使得对于任意x∈I,
都有|f(x)|≤M 成立,则称函数f(x)在区间I 内有界;否则,称f(x)在区间I 内无界。
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图 1 4

例如,函数f(x)=sinx 在区间(-∞,+∞)内是有界的。
因为对任意x∈(-∞,+∞),存在正数 M=1,使|sinx|≤1

恒成立。又如,函数f(x)=
1
x

在区间(0,1)内是无界的。当

x 取正值无限接近0时,1
x

无限增大,因此不可能存在某个

正数M,使任意x∈(0,1)时恒有|f(x)|=
1
x ≤M 成立,

如图1 4所示。

4.
 

周期性

定义5 设函数f(x)的定义域为D,如果存在非零常数T,使得对于任意x∈D,都有

f(x+T)=f(x)成立,则称函数f(x)为周期函数,常数T 称为f(x)的周期。其中,满足

等式f(x+T)=f(x)的最小正数T 称为函数的最小正周期。通常把函数的最小正周期

称为函数的周期。
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三、
 

反函数与初等函数

1.
 

反函数

  定义6 设函数y=f(x)的定义域为D,值域为 M。对于任意一数值y∈M,在D 内

可以确定一个x 与y 对应,这个x 满足关系y=f(x)。如果把
 

y 看成自变量,把x 看作因

变量,得到一个新的函数,称这个新的函数为y=f(x)的反函数,记为x=f-1(y)。
关于反函数的定义,需作如下说明。
(1)

 

习惯上,自变量用x 表示,因变量用y 表示,这样y=f(x)的反函数就表示为y=
f-1(x)。

 

(2)
 

函数y=f(x)的定义域是反函数的值域,函数y=f(x)的值域是反函数的定

义域。
 

(3)
 

由定义6可知,如果y=f-1(x)是y=f(x)的反函数,则y=f(x)也是y=f-1(x)
的反函数。把y=f(x)和y=f-1(x)的图像绘在同一坐标平面上,这两个图像关于直线

y=x 对称。
 

(4)
 

已知函数y=f(x),求其反函数的方法是:从对应法则y=f(x)中求出x=f-1(y),
然后改写成y=f-1(x),并指出反函数的定义域。

例5 求下列函数的反函数。

(1)
 

y=
x-1
x

(2)
 

y=ln(x-1)

解 (1)
 

由y=
x-1
x

解得x=
1
1-y

并改写为y=
1
1-x

,于是所求的反函数为y=

1
1-x

,其定义域是{x|x∈R,x≠1}。

(2)
 

由y=ln(x-1)解得
 

x-1=ey 即x=ey+1并改写为
 

y=ex+1,于是所求的反函

数为y=ex+1,其定义域是全体实数R。

2.
 

基本初等函数

常量、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数及反三角函数统称为基本初等函数。
常用的基本初等函数的定义域、值域、图像和性质如表1 1所示。

3.
 

复合函数与初等函数

函数y= 1-x2表示y 是x 的函数,它的定义域为[-1,1]。如果引入辅助函数u,
则这个函数的对应法则可这样理解:首先,对于任意x∈[-1,1],通过函数u=1-x2 得到

对应的u 值;然后,对于这个u 值,通过函数y= u得到相应的y 值,称函数y= 1-x2

是由y= u和u=1-x2 构成的复合函数,u 称为中间变量。
定义7 设y=f(u)是以u 为自变量的函数,u=φ(x)是以x 为自变量的函数。如果

当x 在某一数集I 内取值时,函数u=φ(x)相应的值能使y=f(u)有意义,则称函数y=
f[φ(x)]是由y=f(u)和u=φ(x)复合而成的复合函数,变量u 称为中间变量。
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表
 
1

1

函
 

数
定

义
域

和
值

域
图
 

像
性
 

质

U

U

幂 函 数

y
=
x

α

α 为 常 数

y
=
x

x
∈
( -
∞
, +
∞
)

y
∈
( -
∞
, +
∞
)

y=
x

y

x
O

奇
函

数
, 单

调
增

加

y
=
x
2

x
∈
( -
∞
, +
∞
)

y
∈
[ 0
, +
∞
)  
 

O

y=
x2

x

y

偶
函

数
, 在
( -
∞
, 0
) 内

单
调

减
少
,

在
( 0
, +
∞
) 内

单
调

增
加

y
=
x
3

x
∈
( -
∞
, +
∞
)

y
∈
( -
∞
, +
∞
)

y

x

y=
x3

O
(1
,1
)

奇
函

数
, 在
( -
∞
, +
∞
)
内

单
调

增
加

y
=
x
-
1

x
∈
( -
∞
, 0
) ∪
( 0
, +
∞
)

y
∈
( -
∞
, 0
) ∪
( 0
, +
∞
)

y

x
y=
x.
1

O
奇

函
数
, 单

调
减

少
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续
表

函
 

数
定

义
域

和
值

域
图
 

像
性
 

质

U

U

幂 函 数

y
=
x

α

α 为 常 数

y
=
x
1 2

x
∈
[ 0
, +
∞
)

y
∈
[ 0
, +
∞
)

(1
,1
)

y

x

y=
x21

O

单
调

增
加

指
数

函
数

y
=
a

x

( a
>
0
, a
≠
1
)

x
∈
( -
∞
, +
∞
)

y
∈
( 0
, +
∞
)

O

y

x

y=
ax �

a>
1�

y=
ax �

0<
a<
1�

过
点
( 0
, 1
),

当
a
>
1

时
, 单

调
增

加
;

当
0
<
a
<
1

时
, 单

调
减

少

对
数

函
数

y
=
lo
g a
x

( a
>
0
, a
≠
1
)

x
∈
( 0
, +
∞
)

y
∈
( -
∞
, +
∞
)

y=
lo
g a

 x(
a>
1)

y=
lo
g a

 x(
0<

a<
1)

x

y O
1

过
点
( 1
, 0
),

当
a
>
1

时
, 单

调
增

加
;

当
0
<
a
<
1

时
, 单

调
减

少

三 角 函 数

正
弦

函
数

y
=
si
nx

x
∈
( -
∞
, +
∞
)

y
∈
[ -
1
, 1
]

.π
.
2π

2π
23π

π
2π

3π
4π

O1 .1

y=
sin

x,
 x
�
R

x

y
奇

函
数
, 周

期
为
2π
, 有

界
,

在
 

2k
π
-
π 2
, 2k
π
+
π 2

﹈

﹇

 
( k
∈
Z
)

上
单

调
增

加
,

在
 

2k
π
+
π 2
, 2k
π
+
3π 2

﹈

﹇

 
( k
∈
Z
)

上
单

调
减

少
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续
表

函
 

数
定

义
域

和
值

域
图
 

像
性
 

质

三 角 函 数

余
弦

函
数

y
=
co
sx

x
∈
( -
∞
, +
∞
)

y
∈
[ -
1
, 1
]  
 

.π
.
2π

2π
23π

π
2π

3π
4π

x
O

1 .1

y=
co
sx

, x
�
R

y
偶

函
数
, 周

期
为
2π
, 有

界
,

在
[ 2
k
π
, 2
k
π
+
π
]  
( k
∈
Z
) 上

单

调
减

少
,

在
[ 2
k
π
-
π
, 2
k
π
]  
( k
∈
Z
) 上

单

调
增

加

正
切

函
数

y
=
ta
nx

x
≠
k
π
+
π 2
 
( k
∈
Z
)

y
∈
( -
∞
, +
∞
)  
 

2π
23π

.
π
.
2π

O

y

x

y=
ta
nx

π

奇
函

数
, 周

期
为
π
,

在
k
π
-
π 2
, k
π
+
π 2

︶

︵

 
( k
∈

Z
)

上
单

调
增

加

余
切

函
数

y
=
co
tx

x
≠
k
π
 
( k
∈
Z
)

y
∈
( -
∞
, +
∞
)

O
2π

2π
π

y=
co
tx

x

y

.π
.

奇
函

数
, 周

期
为
π
,

在
( k
π
,(
k
+
1
) π
)  
( k
∈
Z
) 上

单

调
减

少

反 三 角 函 数

反
正

弦
函

数

y
=
ar
cs
in
x

x
∈
[ -
1
, 1
]

y
∈
-
π 2
,π 2

﹈

﹇

y

x
O

.1
1

2π 2π

y=
ar
cs
in
x

.

奇
函

数
, 有

界
, 单

调
增

加
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续
表

函
 

数
定

义
域

和
值

域
图
 

像
性
 

质

反 三 角 函 数

反
余

弦
函

数

y
=
ar
cc
os
x

 
x
∈
[ -
1
, 1
]

 
y
∈
[ 0
, π
]

y

x
O

.1
1

2π
y=

ar
cc
os
x

π
有

界
, 单

调
减

少

反
正

切
函

数

y
=
ar
ct
an

x

x
∈
( -
∞
, +
∞
)

y
∈
-
π 2
,π 2

︶

︵

y

x
y=

ar
ct
an
x

2π2π

O
.

奇
函

数
, 单

调
增

加
, 有

界

反
余

切
函

数

y
=
ar
cc
ot
x

x
∈
( -
∞
, +
∞
)

y
∈
( 0
, π
)  
 
 

x

y=
ar
cc
ot
x

2π

O

πy

有
界
, 单

调
减

少
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  关于复合函数的定义,需作如下说明。
(1)

 

不是任何两个函数都可以复合成一个复合函数。例如,函数y=ln(u-1)和u=
1-x2 是不能进行复合的,因为对于u=1-x2 的定义域(-∞,+∞)内任何x 值所对应的

u 值(u≤1),都不能使y=ln(u-1)有意义。
(2)

 

通常一个复合函数可以由多个函数复合而成,即有多个中间变量。
例6 已知f(x)=x2+1,φ(x)=e2x,求f[φ(x)],φ[f(x)]。

解 f[φ(x)]=[φ(x)]2+1=e4x+1, φ[f(x)]=e2f
(x)=e2(x

2+1)

例7 写出下列复合函数的复合过程。

(1)
 

y= x2+1 (2)
 

y=sin(3x+1) (3)
 

y=e2x-3

(4)
 

y=ln(1-x3) (5)
 

y=sin3 2x-
π
4  

解 (1)
 

函数y= x2+1是由y= u和u=x2+1复合成的。
(2)

 

函数y=sin(3x+1)是由y=sinu 和u=3x+1复合成的。
(3)

 

函数y=e2x-3 是由y=eu 和u=2x-3复合成的。
(4)

 

函数y=ln(1-x3)是由y=lnu 和u=1-x3 复合成的。

(5)
 

函数y=sin3 2x-
π
4  是由y=u3,u=sinv 和v=2x-

π
4

复合成的。

复合函数分解的结果是:若干个基本初等函数或者基本初等函数经有限次四则运算得

到的函数。
定义8 由基本初等函数经过有限次四则运算或复合运算得到的、且能用一个解析式子

表示的函数称为初等函数。例如,y= x2+3x-10,
 

y=x3+cos2x-
π
3  都是初等函数。

★★ 扩展模块

例8 求下列函数的定义域。

(1)
 

y=lgsin
x
π  (2)

 

y= 6-x2+x-arcsin
x+1
2

解 (1)
 

要使函数有意义,须使sin
x
π>0

,解不等式得2kπ<
x
π<

(2kπ+1)π,所以函

数的定义域为{x|2kπ2<x<(2kπ+1)π2(k=0,±1,±2,…)}。
(2)

 

要使函数有意义,须使

6-x2+x≥0

-1≤
x+1
2 ≤1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 , 解不等式组得

 -2≤x≤3
-3≤x≤1 

所以函数的定义域是{x|-2≤x≤1},即[-2,1]。
例9 判断下列函数的奇偶性。

(1)
 

f(x)=xsinx+cosx       (2)
 

g(x)=lnx+ 1+x2  
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