
第5章 动态规划法

5.1 动态规划概述

假设某公司有一条数据需从设备A 传到设备E,又需经过B、C、D3种设备的确认和

处理,其中B1、B2 和B3 为B 类设备,C1、C2 和C3 为C 类设备,D1 和D2 为D 类设备,边
上权重代表设备之间传递并处理数据需花费的时间,如图5.1所示。一条消息需在最短时

间内从设备A 传递到设备E,那么应该如何规划数据传输路径?

图5.1 数据传输处理时间图

消息要从A 到达E,可分为AB、BC、CD 和DE4个阶段,要想获得最短花费时间,可
从最后一段开始计算其最短耗时。

(1)DE 阶段:从D1 到E 的最小耗时T(D1E)=2;从D2 到E 的最小耗时T(D2E)=1。
(2)CE 阶段:从C1 到E 的最小耗时T(C1E)=min{T(C1D1)+T(D1E),T(C1D2)+

T(D2E)}=7;从C2 到E 的最小耗时T(C2E)=8;从C3 到E 的最小耗时T(C3E)=9。
(3)BE 阶段:从B1 到E 的最小耗时T(B1E)=min{T(B1C1)+T(C1E),T(B1C2)+

T(C2E),T(B1C3)+T(C3E)}=10;从B2 到E 的最小耗时T(B2E)=13;从B3 到E 的最

小耗时T(B3E)=14。
(4)AE 阶段:从A 到E 的最小耗时T(AE)=min{T(AB1)+T(B1E),T(AB2)+

T(B2E),T(AB3)+T(B3E)}=14。



从上述计算过程可看出,以AB1C1D1E 的路径传递消息,花费最少耗时为14,该方法

通过将原问题拆分为重叠子问题,然后组合这些重叠子问题的解来获得原问题的解,体现了

经典的动态规划思想。
动态规划法(DynamicProgramming)通常用来解决最优化问题,即找出问题的最优解。

在最优化问题的求解过程中,可能会得到多个可行解,希望从这些解中可找到具有最优值的

解。一般地,只要实际问题可划分为规模更小的子问题,且原问题的最优解中包含了子问题

的最优解,则可考虑用动态规划法求解。动态规划法的基本思想是:将原问题分解成多个

子问题(子问题之间并不独立),先计算出子问题的解,再结合这些子问题的解得到原问题的

解。动态规划算法包括4个基本步骤:刻画最优解的结构特征,递归定义最优解的值,自底

向上计算最优解的值,基于最优值构造最优解。
使用动态规划法求解最优化问题,应满足以下两个性质:最优子结构性质;重叠子问题

性质。
(1)最优子结构性质,是指原问题的最优解包含其子问题的最优解。动态规划法通常

自底向上地使用最优子结构性质,首先将原问题划分成若干子问题,求得子问题的最优解,
从而逐步构造出原问题的最优解。

(2)重叠子问题性质,是指在自顶向下求解问题时,每次产生的子问题并不总是新问

题,某些子问题会被重复计算多次。动态规划算法利用重叠子问题性质,对每一个子问题只

计算一次,其计算结果保存在一个表格中,当再次需要计算已计算过的子问题时,只需要在

表格中简单地查找结果,从而避免每次求解子问题时的重复计算,保证算法的高效性。
本章以0-1背包问题为代表,介绍动态规划算法的基本思想和主要步骤,并分析算法的

时间复杂度。

5.2 0-1背包问题

给定n 种物品和一个背包,物品i的质量为wi,物品对应的价值为vi,背包的总容量为

c。应如何选择物品装入背包,使得装入背包中物品的总价值达到最大?
在选择装入背包的物品时,对每种物品i只有两种选择方式,即装入背包或不装入背

包。规定每个物品i不能装入背包多次,也不能将物品i切割后装入背包中。因此,此类问

题被称为0-1背包问题(1和0分别代表物品装入背包和不装入背包)。
假设给定c>0,wi >0,vi >0(1≤i≤n),要求找出一个n 元0-1向量(x1,x2,…,

xn),xi∈{0,1}(1≤i≤n),使得∑
n

i=1
wixi≤c,且∑

n

i=1
vixi 达到最大。因此,0-1背包问题可

看作一个特殊的整数规划问题,其形式化描述如下。

max∑
n

i=1
vixi, s.t.∑

n

i=1
wixi ≤c (5-1)

其中,xi∈{0,1},1≤i≤n。

5.2.1 最优子结构性质

下面证明0-1背包问题具有最优子结构性质。
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第 5 章 动态规划法

设(y1,y2,…,yn)是0-1背包问题求得的一个最优解,则(y2,y3,…,yn)是其中相应子

问题的一个最优解,于是

max∑
n

i=2
vixi, s.t.∑

n

i=2
wixi ≤c-w1y1 (5-2)

其中,xi ∈{0,1},2≤i≤n。否则,设(z2,z3,…,zn)是上述子问题的一个最优解,而(y2,

y3,…,yn)不是其最优解,则有∑
n

i=2
vizi >∑

n

i=2
viyi,且w1y1+∑

n

i=2
wizi ≤c,因此

v1y1+∑
n

i=2
vizi >∑

n

i=1
viyi (5-3)

w1y1+∑
n

i=2
wizi ≤c (5-4)

  那么,(y1,y2,…,yn)是所给0-1背包问题的一个更优解,从而(y2,y3,…,yn)不是所

给0-1背包问题的最优解,矛盾。

5.2.2 递推式

设0-1背包问题的子问题的最优值为b(i,j),表示前i个物品在背包容量为j 时获得

的最大价值。由0-1背包问题的最优子结构性质,可建立如下动态规划的递推式b(i,j)。

b(i,j)=
max{b(i-1,j),b(i-1,j-wi)+vi},j≥wi

b(i-1,j), 0≤j<wi
{ (5-5)

  (1)若装不下当前物品wi,那么装入前i个物品策略的最优值为装入前i-1个物品策

略的最优值。
(2)若装得下当前物品wi,那么:

① 装入当前物品wi,且需给当前物品预留足够的空间装入,那么装入前(i-1)个物品

策略的最优值加上当前物品的价值即为装入前i个物品策略的最优值。

② 不装入当前物品wi,则装入前i个物品策略的最优值与装入前(i-1)个物品策略的

最优值相同。

③ 最后选取①和②中的最大值,作为当前策略的最大价值。

5.2.3 算法步骤

(1)0-1背包问题的动态规划算法。
算法5.1给出求解0-1背包问题的动态规划算法。

算法5.1 0-1Knapsak//0-1背包的动态规划算法

输入:

  {w1,w2,…,wn}:n个物品的质量;{v1,v2,…,vn}:n个物品的价值;c:背包容量

输出:

  b:价值矩阵  //b中的元素b(i,j)表示前面i个物品在j容量时的最大价值

93



步骤:
1. 初始化矩阵b  //b的大小为(n+1)×(c+1)
2. b(0,n)←0;b(n,0)←0 //第一行第一列置空

3. Forj=1TocDo
4.   Fori=1TonDo
5.     Ifj≥wiThen
6.       Value0←b(i-1,j) //Value0为不装入物品i时背包的价值

7.       Value1←b(i-1,j-wi)+vi //Value1为装入物品i时背包的价值

8.       b(i,j)←max{Value0,Value1}
9.     Else
10.      b(i,j)←b(i-1,j) //不装入物品i
11.    EndIf
12.  EndFor
13.EndFor
14.Returnb

  例5.1 假设有5个物品,质量分别为2、2、6、5、4,其价值分别为6、3、5、4、6,背包容量

为10,表5.1展示了使用算法5.1求解该实例的过程。

表5.1 背包容量价值表

物品
容  量

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 6 6 6 6 6 6 6 6 6

2 0 0 6 6 9 9 9 9 9 9 9

3 0 0 6 6 9 9 9 9 11 11 14

4 0 0 6 6 9 9 9 10 11 13 14

5 0 0 6 6 9 9 12 12 15 15 15

  ① 第一行的值为0,因为物品标号为0(考虑前0个物品的最优值)的情况下(即没有物

品)最大价值都是0。

② 第一列的值为0,因为在当前背包容量为0的情况下最大价值都是0。

③ 当i=2、j=4时,w2=2,由递推式j>w2,因此,物品2可装入背包,也可不装入背

包,此时比较装入或不装物品2时的最大价值:当物品2不装入背包时的价值为b(2,4)=
6;当物品2装入背包时的价值为b(2,4)=b(2-1,4-2)+3=6+3=9;取两者中的最大值

max{6,9}=9,即此时背包最大价值为9。

④ 当i=3、j=4时,w3=6,由递推式j<w3,因此,物品3不可装入背包,此时背包最

大价值取b(3,4)=9。

⑤ 继续迭代,直至填满表格。

⑥ 回溯:自顶向下往前推,当i=5、j=10时,b(5,10)=15表示当背包容量为10时,考
虑前5个物品的装入策略,所能装入的最优值为15。根据递推式判断是否应该装入编号为

5的物品,由于b(5-1,10)≠b(5,10),此时判断物品5装入。装入物品5后,需给当前物品
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预留相应的背包容量,回到没有装入物品5之前,即b(5-1,10-4)=b(4,6)。接着,继续判

断物品4是否装入。
因此,从表的右下方开始回溯,如果发现前n 个物品的最优策略的价值和前n-1个物

品最优策略的价值相同,就说明第n 个物品未装入背包。否则,第n 个物品装入背包。
算法5.1的时间复杂度为O(nc),在实际应用问题中往往并不适用,局限在于无法处理

非整数的物品价值或背包容量,且当背包容量c>2n 时,算法5.1的时间复杂度为O(n2n),
呈指数增长。通过观察算法5.1构建的二维表,发现只有部分“跳跃间断点”会对结果产生

影响。因此,对算法5.1进行改进,得到求解0-1背包问题的跳跃间断点算法。
(2)0-1背包问题的跳跃间断点算法。
事实上,观察递推式中b(i,j)的表达式可知,b(i,j)≥b(i,j-1),当i值确定时,b(i,

图5.2 b(i,j)函数

j)的值是关于背包容量j的单调非递减函数,将j的取值

扩展到实数域时仍成立,此时b(i,j)的值是关于背包容

量j的阶梯状单调非递减函数,存在决定b(i,j)值的跳跃

间断点,如图5.2所示。
对于b(i,j)的跳跃间断点,由于b(i,j)=max{b(i-

1,j),b(i-1,j-wi)+vi},那么b(i,j)的跳跃间断点包

含于b(i-1,j)的跳跃间断点集或b(i-1,j-wi)+vi

的跳跃间断点集中。跳跃间断点集p(i-1)由函数b(i-
1,j)确定,对应不装物品i的所有情况;跳跃间断点集q(i-1)由函数b(i-1,j-wi)+vi

确定,对应装入物品i的所有情况,且有q(i-1)={(j+wi,b(i-1,j)+vi)|(j,b(i-1,

j))∈p(i-1),j+wi≤c},即装入物品i时,对跳跃断点集p(i-1)中每个元素加上(wi,

vi)。假设(c1,v1)和(c2,v2)为p(i-1)∪q(i-1)中的两个跳跃间断点,则当c2≥c1 或

v2<v1 时,(c2,v2)受控于(c1,v1),从而(c2,v2)不是p(i)中的跳跃间断点。除受控跳跃间

断点外,p(i-1)∪q(i-1)中的其他跳跃间断点都是p(i)中的跳跃间断点。那么,跳跃间

断点集p(i)可由跳跃间断点集p(i-1)递归地构造,即首先依据跳跃间断点集p(i-1)计
算得到跳跃间断点集q(i-1),再合并p(i-1)和q(i-1)两个跳跃间断点集,并去除其中的

受控跳跃点,即可得到跳跃间断点集p(i),最终查询跳跃间断点集p(i)得到背包放入物品

的最优规划。算法5.2给出了解决0-1背包问题的跳跃间断点算法。

算法5.2 0-1背包跳跃间断点算法

输入:

  {w1,w2,…,wn}:n个物品的质量;{v1,v2,…,vn}:n个物品的价值;c:背包容量

输出:

  P={p(i)|0≤i≤n}:背包价值全部跳跃间断点集合

  //p(i)中的每个元素(ck,vk)为一个跳跃间断点的二元组,表示装入前i个物品时容量为ck 时背包

获得的最大价值vk

步骤:

1. p(0)←{(0,0)}

2. P←p(0) //初始化跳跃间断点集
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3. Fori=1TonDo
4.  q(i-1)←{(0,0)}

5.  ForEach(ck,vk)∈p(i-1)Do
6.   Ifck+wi≤cThen
7.    q(i-1)←q(i-1)∪{(ck+wi,vk+vi)} //得到新的跳跃点集q(i-1)

8.   EndIf
9.  EndFor
10. p(i)←p(i-1)∪q(i-1)

11. 删除集合p(i)中的受控跳跃点

12. P←P∪p(i) //将当前跳跃间断点集加入背包价值的全部跳跃间断点集

13.EndFor
14.ReturnP

  由于计算q(i-1)和p(i)的时间复杂度均为O(|p(i-1)|),而跳跃间断点的个数

|p(i-1)|不 会超过2i-1,且有1≤i≤n,因此,计算跳跃间断点集的时间复杂度为

O ∑
n

i=1
2i-1( ) =O(2n),即算法5.2的时间复杂度为O(2n)。

对于例5.1中的0-1背包问题实例,使用算法5.2可得到:

① 初始p(0)={(0,0)},(w1,v1)=(2,6),那么q(0)={(2,6)},p(1)={(0,0),(2,

6)};

② (w2,v2)=(2,3),那么q(1)={(2,3),(4,9)},p(2)={(0,0),(2,6),(4,9)};

③ (w3,v3)=(6,5),那么q(2)={(6,5),(8,11),(10,14)},p(3)={(0,0),(2,6),(4,

9),(8,11),(10,14)};

④ (w4,v4)=(5,4),那么q(3)={(5,4),(7,10),(9,13)},p(4)={(0,0),(2,6),(4,

9),(7,10),(8,11),(9,13),(10,14)};

⑤ (w5,v5)=(4,6),那么q(4)={(4,6),(6,12),(8,15)},p(5)={(0,0),(2,6),(4,

9),(6,12),(8,15)}。
回溯跳跃间断点集,即可得到物品装备背包的最优策略。
然而,对于实际应用来说,动态规划算法的时间复杂度仍然过高,因此,可采用第4章的

贪心法对其进行近似求解。首先计算每种物品的单位质量价值vi/wi,然后按照单位质量

价值对物品进行非升序排序,根据贪心选择策略优先选择当前单位质量价值最大的物品,直
到背包不能再装入任何物品。使用贪心法近似求解0-1背包问题时,计算物品单位质量价

值并排序的时间复杂度为O(nlogn),通过贪心选择将物品加入背包的时间复杂度为O(n),
因此,算法的时间复杂度为O(nlogn),此时得到的解不一定为最优解。

针对前述例子,使用贪心法首先计算各个物品的单位质量价值{3,1.5,0.83,0.8,1.5},
按照单位质量价值对物品进行排序得到{物品1,物品2,物品5,物品3,物品4},首先装入物

品1,背包价值为6,剩余空间为8;接着装入物品2,背包价值为9,剩余空间为6;接着装入物

品5,背包价值为15,剩余空间为2,此时无法再装入任何物品,总价值达到最大。
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5.3 Python程序示例

本节给出Python程序示例,实现0-1背包问题的动态规划算法(算法5.1)。
程序示例5.1

  1. #计算价值矩阵 b

2. def dynamic_plan(n, c, w, v):

3.   b = [[-1 for j in range(c + 1)] for i in range(n + 1)]

4.   for j in range(c + 1):

5.     b[0][j] = 0

6.   for i in range(1, n + 1):

7.     for j in range(1, c + 1):

8.       b[i][j] = b[i - 1][j]

9.       if j >= w[i - 1] and b[i][j] < b[i - 1][j - w[i - 1]] + v[i - 1]:

10.         b[i][j] = b[i - 1][j - w[i - 1]] + v[i - 1]

11.   return b

12.

13.

14. #输出选择的物品

15. def need_goods(n, c, w, b):

16.   print('最大价值为:', b[n][c])

17.   x = [False for i in range(n)]

18.   j = c

19.   for i in range(1, n + 1):

20.     if b[i][j] > b[i - 1][j]:

21.       x[i - 1] = True

22.       j -= w[i - 1]

23.   print('选择的物品为:')

24.   for i in range(n):

25.     if x[i]:

26.       print(f'第 {i} 个,', end='')

27.   print('')

28.

29.

30. if __name__ == '__main__':

31.   n = 5

32.   c = 10

33.   w = [2, 2, 6, 5, 4]

34.   v = [6, 3, 5, 4, 6]

35.   b = dynamic_plan(n, c, w, v)

36.   print(b)

37.   need_goods(n, c, w, b)
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运行结果:

  [[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [-1, 0, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6], [-1, 0, 6, 6, 9, 9,

9, 9, 9, 9, 9], [-1, 0, 6, 6, 9, 9, 9, 9, 11, 11, 14], [-1, 0, 6, 6, 9, 9, 9, 10, 11, 13,

14], [-1, 0, 6, 6, 9, 9, 12, 12, 15, 15, 15]]

最大价值为: 15

选择的物品为:

第 0 个,第 1 个,第 4 个

5.4 小  结

动态规划法与贪心法都是将原问题分解为更小的子问题,并试图通过求解子问题产生

一个全局最优解。不同的是,贪心法选择当前最优解,做出的每步贪心选择都无法改变,因
为贪心策略并不保留上一步之前的最优解;动态规划的全局最优解中一定包含某个局部最

优解,但不一定包含前一个局部最优解,因此需记录之前的所有最优解。
动态规划法将原问题分解为多个重叠子问题,先求得子问题的解,再合并这些子问题的

解得到原问题的解,其优点在于能保存已解决子问题的解,计算过程中再找出需要的、已求

出的子问题答案,这样可避免大量的重复计算。若采用递归算法求解这样的问题,子问题经

过多次重复计算,计算次数呈指数性增长。动态规划的本质是以空间换时间,子问题只计算

一次,相比递归算法能有效降低时间复杂度。针对具体问题,普通动态规划的空间复杂度也

会发生维度爆炸问题,这时可使用贪心法等策略近似求解。

习  题

1.简述动态规划算法的基本思想、使用动态规划算法求解问题的基本步骤。举例说明

动态规划算法适用的条件或场景。

2.动态规划法和分治法有什么共同特点? 这两种技术主要存在哪些不同点?

3.对于如下0-1背包问题的实例,背包容量W=6。

物  品 质  量 价  值

1 3 25

2 2 20

3 1 15

4 4 40

5 5 50

  (1)给出使用算法5.1求解以上0-1背包问题的过程。
(2)上面(1)中的实例有多少个不同的最优子集?
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(3)一般来说,如何从算法5.1所生成的表中判断0-1背包问题的实例是否具有多个最

优子集?

4.找零问题以待找零金额n 和各种面额d1,d2,…,dm 的数量无限的硬币,使找零硬币

数最小。设计一个动态规划算法求解找零问题,得到金额n 的找零硬币的最少个数或指出

该问题无解。

5.某国际航空公司在世界范围有n 个国际机场。第i个国际机场到中心机场的距离为

di(i=1,2,…,n)。从国际机场j到国际机场i的飞行费用为w(i,j)=s+(di-dj)2,s为

地面加油费用。从任何国际机场飞往中心机场的飞机可以在任一国际机场加油后继续飞

行。飞机加油问题要求确定从距中心机场最远的国际机场飞到中心机场的最少费用。设计

一个动态规划算法求解飞机加油问题,并分析其时间复杂度。
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