
01 空腔物体的质心

我们可以用悬挂法测量三角形板的质心(图1),假设三角形板没有厚度,质量均匀分

布,中间的内空三角形和边界三角形是相似的,理论上,这个空腔三角形的质心在哪里?
 

逐

渐把内空的三角形扩大,直到和边界三角形重合,但是保持总的质量不变,那么这个框架三

角形的质心在哪里?
 

升高维度,把三角形板替换为四面体,那么空腔和框架四面体的质心分

别在哪里?

图1

1.
 

三角形质心公式的推导

设三角形三个顶点的位置矢量(位矢)分别是

r1,r2 和r3,那么三角形内部任意一点的位矢是

r(a,b)=r1+(r2-r1)a+(r3-r1)b
其中,各参数的取值范围是

0<a<1, 0<b<1, 0<a+b<1
三角形的面元是

dA=
∂r
∂a×

∂r
∂b dadb= (r2-r1)×(r3-r1)dadb=2Adadb

其中,A=
1
2
(r2-r1)×(r3-r1)是三角形的面积。由质心的积分定义(这是基础原始本

质的定义)

Arc =∬r(a,b)dA=2A∫
1

0
da∫

1-a

0
(r1+(r2-r1)a+(r3-r1)b)db

由以下三个简单的两重积分表达式

∫
1

0
da∫

1-a

0
db=

1
2
, ∫

1

0
da∫

1-a

0
bdb=

1
6
, ∫

1

0
ada∫

1-a

0
db=

1
6

得到三角形的质心公式

rc =2
r1
2+

r2-r1
6 +

r3-r1
6  =r1+r2+r3

3

2.
 

四面体质心公式的推导

设四面体四个顶点的位矢分别是r1,r2,r3 和r4,那么四面体内部任意一点的位矢是

r(a,b,c)=r1+(r2-r1)a+(r3-r1)b+(r4-r1)c
其中,参数的取值范围是

0<a<1, 0<b<1, 0<c<1, 0<a+b+c<1
四面体的体积元是

dV=
∂r
∂a
· ∂r
∂b×

∂r
∂c  dadbdc

= (r2-r1)·((r3-r1)×(r4-r1))dadbdc=6Adadbdc

其中,V=
1
6
(r2-r1)·((r3-r1)×(r4-r1))是四面体的体积。由质心的积分定义
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Vrc=∬r(a,b,c)dV=6V∫
1

0
da∫

1-a

0
db∫

1-a-b

0
dc(r1+(r2-r1)a+(r3-r1)b+(r4-r1)c)

由以下四个简单的三重积分表达式

∫
1

0
da∫

1-a

0
db∫

1-a-b

0
dc=

1
6
, ∫

1

0
ada∫

1-a

0
db∫

1-a-b

0
dc=

1
24

∫
1

0
da∫

1-a

0
bdb∫

1-a-b

0
dc=

1
24
, ∫

1

0
ada∫

1-a

0
db∫

1-a-b

0
cdc=

1
24

得到四面体的质心公式

rc =6
r1
6+

r2-r1
24 +

r3-r1
24 +

r4-r1
24  =r1+r2+r3+r4

4

3.
 

空腔三角形的质心

空腔三角形由外面(边界)三角形里面挖去一个小的三角形而来。由质心的线性组合原

理,空腔三角形的质心为

r'c =
A外rc外 -A内rc内

A外 -A内

其中,符号A 表示三角形的面积。由于平面矢量(坐标)和复数有一一对应关系,考虑内部

三角形是由外部三角形缩放、旋转和平移得到的。设外部三角形顶点复数为z,内部三角形

顶点复数为w,那么

w=αz+β
其中,复数β表示平移,复数α表示旋转和缩放,α的模(大小)表示缩放比例,α的幅角表示

相对转动角。质心的变换是

wc =αzc +β
面积的变换是

A内 = α 2A外

其中,zc 是原来三角形的质心。那么,空腔三角形质心的复数表示是

z'c =
zc - α 2wc

1- α 2 =
zc - α 2αzc +β  

1- α 2 =
1- α 2α
1- α 2zc -

α 2

1- α 2β

对于三角形板,内部三角形只有缩放,没有旋转和平移,此时β=0,α是实数且小于1。以相

似中心为原点,那么这个框架三角形的质心为

z'c =
1-α3

1-α2
zc =

1+α+α2

1+α zc =λzc

这说明从原点(相似中心)出发,从内到外,内部三角形质心αzc,外部三角形质心zc,框架三

角形质心λzc 在同一直线上,内部和框架三角形质心距离与外部和框架三角形质心距离之

比为

z'c -wc

z'c -zc
=
1
α2

4.
 

两类边框三角形的质心

由上一小节可知,空腔三角形的质心取决于原来三角形的质心以及相似中心和相似比。
理论上,三角形内部任何一点都可以取为相似中心。我们再取一个极限,相似比趋向于1,

2



01 空腔物体的质心

那么这类边框三角形质心为

z'c =lim
α→1

1-α3

1-α2
zc =

3
2zc

这种三角形的三个边框宽度虽然都趋向于零,但是宽度是不一样的。可以证明,边框宽度为

hi=(1-α)Hi,其中 Hi 是相似中心(原点)到第i个点对边的距离。当取相似点(原点)为
三角形的内心I时,三边框架的宽度一样。第二类边框三角形是框架宽度一致等于零的三

角形。可以把边框看作没有粗细的线,这个三角形的质心是

rc =
(l2+l3)r1+(l1+l3)r2+(l1+l2)r3

2(l1+l2+l3)
其中,l1 是顶点1对边的边长,l2 是顶点2对边的边长,l3 是顶点3对边的边长。边框三角

形质心就是奈格尔(Nagel)点N,三角形顶点与对边上旁切圆切点连线的交点。当取相似

点(原点)为三角形的内心I时,三边框架的宽度一样。当宽度趋向于零时,这两类边框三角

形的质心重合,就是原来三角形的奈格尔点 N。这也从物理上纠正了《近代欧式几何学》

198页的定理“三角形的重心M,内心I,奈格尔点N 共线,并且2MN=IM”。

5.
 

空腔四面体的质心

空腔四面体由外面四面体里面挖去一个小的四面体而来。由质心的线性组合原理,空
腔四面体的质心为

r'c =
V外rc外 -V内rc内

V外 -V内

其中,符号V 表示四面体的体积。为方便考虑,设内部的四面体是由外部四面体缩放而来,
其相似比为α。以相似中心为原点,仿照以上做法,空腔四面体的质心为

r'c =
1-α4

1-α3
rc =

1+α+α2+α3

1+α+α2
rc

这说明从原点(相似中心)出发,由内到外,内部四面体、外部四面体、空腔四面体的三个质心

在同一直线上,内部和空腔四面体质心距离与外部和空腔四面体质心距离之比为

r'c -rc

r'c -r″c
=
1
α3

定义四面体的内切球心为内心I,四面体顶点与它正对面旁切球切点的4条连线交点为奈

格尔点N。那么以内心I为原点,第一类边框四面体的质心为

r'c =lim
α→1

1-α4

1-α3
rc =

4
3rc

第二种边框四面体的质心为

rc=
(A2+A3+A4)r1+(A1+A3+A4)r2+(A1+A2+A4)r3+(A1+A2+A3)r4

3(A1+A2+A3+A4)
其中,A1 是顶点1正对面的面积,以此类推。这是四面体奈格尔点N 的矢量表达式。物理

上讲,这两类边框四面体的质心肯定重合,且重合于四面体的奈格尔点。由此得到《近代

欧氏几何学》198页定理的三维推广“四面体的重心 M,内心I,奈格尔点 N 共线,并且

3MN=IM”。

3
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02 转动惯量

1.
 

燃烧蜡烛的转动惯量

  一根蜡烛,两头燃烧,中间用钉子穿过并搭在两个酒杯之间。蜡烛会摇摆晃动起来,如
图1所示。

图1

最简单的模型是把燃烧的蜡烛看作复摆,其
立体几何模型如图2所示。

蜡烛原先是圆柱体,半径为r。钉子通过其中

心作为原点。然后把蜡烛的两头各切一刀,切面

法线与圆柱体对称轴线的夹角是ψ。求质心位置,
图2中横的虚线是原来圆柱体的对称轴线。再求

通过钉子(原点,不是质心)的转动惯量。为计算

方便,可以取蜡烛质量密度为1个单位。设k=
R/r。以圆柱体对称轴线为z 轴,垂直纸面为y
轴,图2中向下虚线为x 轴,那么这个物体的立体

解析几何描述(坐标区域)是

图2

x2+y2<r2

-R-tanψ(x+r)<z<R+tanψ(x+r)
采用柱坐标系,则

x=ρcosθ, y=ρsinθ
体积元是

dV=ρdρdθdz
先对z积分,得到

V=2∫
2π

0
dθ∫

r

0ρ
(R+tanψ(ρcosθ+r))dρ

然后对ρ积分,得到

V=2∫
2π

0

R+rtanψ
2 r2+

r3

3tanψcosθ  dθ
再对θ积分,得到

V=2π(R+rtanψ)r2

或者

V=2π(k+tanψ)r3

4



02 转动惯量

由对称性,质心坐标满足

zc =yc =0
由质心定义

Vxc =∭xdV=2∫
2π

0
dθ∫

r

0ρ
2cosθ(R+tanψ(ρcosθ+r))dρ

先对ρ积分,得到

Vxc =2∫
2π

0
cosθ R+rtanψ

3 r3+
r4

4tanψcosθ  dθ
再对θ积分得到

Vxc =
π
4r

4tanψ

所以

xc

r =
tanψ

8(k+tanψ)
接下来计算相对y 轴的转动惯量,由其定义,有

I=∭(x2+z2)dV

先对z积分,得到

I=2∫
2π

0
dθ∫

r

0ρ
(R+tanψ(ρcosθ+r))3

3 +ρ2cos2θ(R+tanψ(ρcosθ+r))  dρ
再对角度θ积分,由对称性,只保留余弦函数的偶次方,即

I=2∫
2π

0
dθ∫

r

0ρ
1
3
(R+tanψr)3+ρ2

cos2θ
cos2ψ

(R+tanψr)  dρ
耐心地仔细计算,得到

I=
1

2cos2ψ
πr4(R+tanψr)+

2
3πr

2(R+tanψr)3

所以

I
m =

1
4cos2ψ

r2+
1
3
(R+tanψr)2

或者

I
mr2

=
1

4cos2ψ
+
1
3
(k+tanψ)2

2.
 

相交圆柱体和球体的转动惯量

为拓展视野,下面给出相交圆柱体和球体的棱长、表面积、体积和转动惯量的解析表达

式。具体计算过程细节,此处不展开。
(1)

 

四个相同的实心圆柱体沿着正四面体对称轴放置,它们的交集如图3所示。
设圆柱的半径是R,这个物体的体积和对其对称轴的转动惯量分别是

V=122(2- 3)R3

I11=I22=I33=
2
5
(31-163)ρR5

5
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  (2)
 

六个相同的实心圆柱体沿着正方体的六个面对角线放置,它们的交集如图4所示。

图3 图4

设圆柱的半径是R,这个物体的体积和对其对称轴的转动惯量分别是

V=
16
3
(3+23-42)R3

I11=I22=I33=
32
1215

(147-1862+863)ρR5

  (3)
 

六个相同的实心圆柱体沿着正十二面体面心连线方向放置,它们的交集如图5所示。

图5

设圆柱的半径是R,这个物体的体积和对其对称轴的转动惯量分别是

V=10(5- 5)(1+ 5- 5+25)R3

I11=I22=I33=
2
9
(495+5-13 10(5+ 5))ρR5

6



02 转动惯量

  (4)
 

以正四面体四个顶点为球心,边长为半径的四个球的交集部分,称为莱洛四面体。
一个简单的物理实现是正四面体框架内的肥皂泡,如图6所示。

设球半径为R,莱洛四面体有6条棱,其中一条棱的棱长为
  

L
R = 3arctan

1
2  

它有4个面,其中一个面的面积为

A
R2

=6×
π
3-

3
2arctan

1
2    

体积为

V
R3

=
2
4 +

8
3π-

27
2arctan

1
2  

绕任意通过中心轴的转动惯量的关系为

I
ρR5

=
1
120

93
2

+208π-1161arctan
1
2    

  (5)
 

六个球,球心在正方体的三个对称轴上,其交集称为莱洛正方体。一个简单的物理

实现是正方体框架内的肥皂泡,如图7所示。

图6 图7

设球心到气泡中心的距离是1个单位,那么正方形的边长是a=2/3。
莱洛正方体两个顶点之间的棱长为

L= 63arctan(1/ 2)-
π
2  

莱洛正方体有六个面,其中之一的面积是

A=8π-5arctan
1
2    

莱洛正方体的体积为

V=192π-982arctan
1
2  +43

7
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设物体密度为1个单位,莱洛正方体对任意对称轴的转动惯量为

I=16
7
27+

59
302π-

31
3 2arctan

1
2    

03 打孔球体的引力自能

质量均匀分布的球体,在里面任意位置挖出两个不相交的球体,求剩余部分的引力

自能。
一般物体的引力自能定义为

E=
1
2G∫d3r∫d3r'ρ

(r)ρ(r')
r-r'

或者写为

E=
1
2∫d3rρ(r)Φ(r)

其中,Φ(r)是万有引力势。对于质量均匀分布的球体,距离球心r处的引力大小为

F(r)=
4π
3ρGr

, r<R

F(r)=
4π
3ρG

R3

r2
, r>R

设无穷远的引力势能为零,那么距离球心r处的引力势为

Φ(r)=-∫
R

r
F(r)dr-∫

∞

R
F(r)dr

计算得到

Φ(r)=-
2π
3ρG 3R

2-r2  , r<R

代入球体的引力自能公式,得到

E=-
4π2

3ρ2G∫
R

0
3R2-r2  r2dr

计算得到质量均匀分布球体的引力自能为

E=-
16π2

15Gρ2R5

  先考虑大球体内挖去一个小球体,小球的半径为r,小球和大球球心距离是l。
把球体分为两部分,那么

E=E1+E2+E12
其中,小球体的引力自能为

E1=-
16π2

15Gρ2r5

E12 是两部分的引力自能。我们直接计算两部分的引力自能,以小球球心为原点,小球的球

面方程为

x2+y2+z2=r2

8



03 打孔球体的引力自能

大球的球面方程为

x2+y2+(z+l)2=R2

其中,l表示两个球的球心距离。大球挖去小球剩余部分的球坐标描述是

r<r'<r1(θ), 0<θ<π, 0<φ<2π
其中

r21+2r1lcosθ+l2=R2

由此解得

r1= R2-l2sin2θ-lcosθ

r21=R2-l2sin2θ+l2cos2θ-2lcosθ R2-l2sin2θ
由于剩余部分在小球体外,它的微元与小球体的引力势能,等于与质量集中在小球体球心质

点的引力势能,即

E12=-Gm1∫
2π

0
dφ∫

π

0
sinθdθ∫

r1

r
r'dr'

积分得到

E12=-Gm1π∫
π

0
sinθR2-l2sin2θ+l2cos2θ-2lcosθ R2-l2sin2θ-r2  dθ

做变量代换t=cosθ,得到

E12=-Gm1π∫
1

-1 R2-l2(1-t2)+l2t2-2dt R2-l2(1-t2)-r2  dt
计算得到

E12=-8Gρ2π2r3 R2-r2-l2/3  /3
代入到

E=E1+E2+E12
计算得到剩余部分的引力自能为

-E2
Gρ2π2

=
16
15R

5-
16
15r

5-
8
3r

3 R2-r2-l2/3  

为方便计算,只考虑引力势能的大小,并设Gρ2π2 为1个单位。设大球半径为R,小球半径

为r1,球心距离是l1,
 

那么小球与其余部分的引力自能为

E12=
8
3r

3
1 R2-r21-l21/3  

再在其余部分中挖出一个半径为r2 的球,那么半径为r1 的小球与大球挖去两个不相交小

球之后的剩下部分的引力自能是以上表达式减去两个小球的引力势能,即

E13=
8
3r

3
1 R2-r21-l21/3  -

16
9

r31r
3
2

L12
其中,L12 是两个小球的球心距离。同样,半径为r2 的小球与剩下部分的引力自能为

E23=
8
3r

3
2 R2-r22-l22/3  -

16
9

r31r
3
2

L12
其中,l2 为大球与半径为r2 的小球的球心距离,半径为r1 的小球与半径为r2 的小球的引

力自能为

9
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E12=
16
9

r31r
3
2

L12
总的引力自能为

E=E1+E2+E3+E12+E13+E23
计算得到大球中间挖去两个小球,剩余部分的引力自能为

-E3
Gρ2π2R5

=
8
3R

2 2R3

5 -r31-r32  +169r31r
3
2

L12
+
8
5r51+r52  +

8
9r31l

2
1+r32l

2
2  

04 椭球的引力自能

太空中旋转的理想星球是椭球,在转动参考系下,星球稳定的形状使得椭球的引力自能

和转动势能极小,即角速度是偏心率的函数。先考虑椭球的引力自能,椭球表面是

x2

a2
+y2

b2
+
z2

c2
=1

假设椭球内部质量均匀分布,Gρ为1个单位。椭球内部任意一点处的引力势(大小)是

Φ(x',y',z')=∭ 1
r-r' d

3r

以此点(x',y',z')为原点,那么

Φ=∭1
RR2dRsinθdθdφ

积分得到

Φ=
1
2∬R2sinθdθdφ

其中,R(θ,φ)满足

(x'+Rsinθcosφ)2

a2
+
(y'+Rsinθsinφ)2

b2
+
(z'+Rcosθ)2

c2
=1

由此得到

R2
sinθ2cos2φ

a2
+
sinθ2sin2φ

b2
+
cosθ2

c2  +2R sinθcosφa2
x'+

sinθsinφ
b2

y'+
cosθ
c2

z'  +
x'2

a2
+y'2

b2
+
z'2

c2
-1=0

令

A=
sinθ2cos2φ

a2
+
sinθ2sin2φ

b2
+
cosθ2

c2
>0

B=
sinθcosφ

a2
x'+

sinθsinφ
b2

y'+
cosθ
c2

z'

C=
x'2

a2
+y'2

b2
+
z'2

c2
-1<0
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