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第２章　典型的数学建模案例

数学建模是把实际问题变为数学问题后来寻找解决实际问题的方法或答案的．为了让读

者了解并学习用数学建模解决问题的方法和过程，本章将详细介绍有代表性的７个典型案

例，这些案例虽然难度不大，但能很好地体现数学建模的过程和方法．

２１　双层玻璃的功效问题

北方城镇有些建筑物的窗户玻璃是双层的，这样做的目的是使室内保温，试用数学建模

的方法给出双层玻璃减少热量损失的定量分析结果．

１模型准备

该问题与热量的传播形式、温度有关．检索有关的资料得到与热量传播有关的一个结

果———热传导物理定律：厚度为犱的均匀介质，两侧温度差为Δ犜，则单位时间内由温度高的

一侧向温度低的一侧通过单位面积的热量犙与Δ犜成正比，与犱成反比，即

犙＝λ
Δ犜

犱

其中，λ为热导率．

２模型假设

根据以上定律做以下假设：

① 室内的热量传播只有传导形式 （不考虑对流、辐射）；

② 室内温度与室外温度保持不变 （单位时间通过窗户单位面积的热量是常数）；

③ 玻璃厚度一定，玻璃材料均匀 （热导率是常数）．

３模型构成

如图２ １所示，其中的符号表示为：

犱———单层玻璃厚度；

犜１———室内温度；

犜２———室外温度；

犜ａ———靠近内层玻璃的温度；

犜ｂ———靠近外层玻璃的温度；

犔———两层玻璃之间的距离；

λ１———玻璃热导率；

λ２———空气热导率．



　图２ １

对中间有缝隙的双层玻璃，由热量守恒定律应有：穿过内层玻璃的热量等于穿过中间空

气层的热量，等于穿过外层玻璃的热量．所以根据热传导物理定律，得

犙＝λ１
犜１ 犜ａ

犱
＝λ２

犜ａ 犜ｂ

犔
＝λ１

犜ｂ 犜２

犱

消去不易测量的犜ａ、犜ｂ，有

犙＝λ１
犜１ 犜２

犱（狊＋２）

其中

狊＝犺
λ１

λ２
，　犺＝

犔

犱

对中间无缝隙的双层玻璃，可以视作厚度为２犱的单层玻璃，故根据热传导物理定律，有

犙′＝λ１
犜１ 犜２

２犱

而

犙

犙′
＝
２

狊＋２

即有

犙＜犙′

此式说明双层玻璃比厚度为 “２层”的单层玻璃保温，当然比单层玻璃更保温．

为得到定量结果，考虑狊的值，查资料有

常用玻璃　λ１＝０．４～０．８Ｗ／（ｍ·Ｋ）

静止的干燥空气　λ２＝０．０２５Ｗ／（ｍ·Ｋ）

若取最保守的估计，有

λ１

λ２
＝１６，　

犙

犙′
＝
１

８犺＋１
，　犺＝

犔

犱

由于
犙

犙′
可以反映双层玻璃在减少热量损失的功效，在最保守的估计下，它是犺的函数．下面

从图形考察它的取值情况．

从图２ ２中可知，此函数无极小值，且当犺从零变大时，
犙

犙′
迅速下降，但犺超过４

后下降变慢．
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图２ ２

从节约材料方面考虑，犺不宜选择过大，以免浪费材料．如果取犺≈４，有

犙

犙′
≈３％

这说明在最保守的估计下，玻璃之间的距离约为玻璃厚度的４倍时，双层玻璃比单层玻璃避

免热量损失可达９７％．

简评　该问题给出的启示是：对于不太熟悉的问题，可以从实际问题涉及的概念着手，

搜索有利于进行数学建模的结论来建模，此时建模中的假设要以所用结论成立的条件给出．

此外，该题通过对减少热量损失功效的处理给出了对没有函数极值的求极值问题的一个解决

方法．

２２　搭积木问题

将一块积木作为基础，在它上面叠放其他积木，问上下积木之间的 “向右前伸”可以达

到多少？

１模型准备

这个问题涉及重心的概念．关于重心的结果有：设狓犗狔平面上有狀个质点，它们的坐

标分别为（狓１，狔１），（狓２，狔２），…，（狓狀，狔狀），对应的质量分别为犿１，犿２，…，犿狀，则该质点系

的重心坐标 （狓，狔）满足的关系式为

狓＝
∑
狀

犻＝１

犿犻狓犻

∑
狀

犻＝１

犿犻

，　狔＝
∑
狀

犻＝１

犿犻狔犻

∑
狀

犻＝１

犿犻

此外，每个刚性的物体都有重心．重心的意义在于：当物体Ａ被物体Ｂ支撑时，只要

它的重心位于物体Ｂ的正上方，Ａ就会获得很好的平衡；如果Ａ的重心超出了Ｂ的边缘，

Ａ就会落下来．对于均匀密度的物体，其实际重心就是几何中心．

因为该问题主要与重心的水平位置 （重心的狓坐标）有关，与垂直位置 （重心的狔坐

标）无关，所以只要研究重心的横坐标即可．
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２模型假设

① 所有积木的长度和重量均为一个单位；

② 参与叠放的积木足够多；

③ 每块积木的密度都是均匀的，密度系数相同；

④ 最底层的积木可以完全水平且平稳地放在地面上．

３模型构成

１）考虑两块积木的叠放情况

对只有两块积木的叠放，注意到此时叠放后的积木平衡主要取决于上面的积木，而下面

的积木只起到支撑作用．假设在叠放平衡的前提下，上面的积木超过下面的积木右端的最大

前伸距离为狓１，选择下面的积木的最右端为坐标原点，建立如图２ ３所示的坐标系．因为

积木是均匀的，所以它的重心在其中心位置，且其质量可以认为是集中在重心的，于是每个

积木可以认为是质量为１且其坐标在重心位置的质点．因为下面的积木总是稳定的，要想上

面的积木与下面的积木离开最大的位移且不掉下来，则上面的积木重心应该恰好在下面的积木

的最右端位置．因此可以得到上面的积木在位移最大且不掉下来的位置为
１

２
（因为积木的长度

是１），于是上面的积木可以向右前伸的最大距离狓１为
１

２
．

图２ ３

２）考虑狀＋１块积木的叠放情况

两块积木的情况解决了，如果再加一块积木，叠放情况如何呢？如果增加的积木放在原

来两块积木的上面，那么此积木是不能再向右前伸了 （为什么），除非再移动下面的积木，

但这样会使问题复杂化，因为这里讨论的是建模问题，不是怎样搭积木的问题．为了便于问

题的讨论，把前两块搭好的积木看作一个整体且不再移动它们之间的相对位置，而把增加的

积木插入在最底下的积木下方，于是问题又归结为两块积木的叠放问题，不过这次是质量不

同的两块积木的叠放问题．这个处理可以推广到狀＋１块积木的叠放问题，即假设已经叠放

好狀（狀＞１）块积木后，再加一块积木的叠放问题．

下面就狀＋１（狀＞１）块积木的叠放问题来讨论．假设增加的一块积木插入最底层，

选择底层积木的最右端为坐标原点建立坐标系 （见图２ ４）．考虑上面的狀块积木的重

心关系．把上面的狀块积木分成两部分：从最高层开始的前狀 １块积木，记它们的水平

重心为狓１，总质量为狀 １；与最底层积木相连的第狀块积木，记它的水平重心为狓２，

质量为１．
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图２ ４

此外，把上面的狀块积木看作一个整体，并记它的重心水平坐标为狓，显然狀块积木

的质量为狀．那么，在保证平衡的前提下，上面狀块积木的水平重心应该恰好在最底层积木的

右端，即有狓＝０．假设第狀块积木超过最底层积木右端的最大前伸距离为狕，同样在保证平

衡的前提下，从最高层开始的前狀 １块积木总重心的水平坐标为狕，即有狓１＝狕，而第狀

块积木的水平重心在距第狀块积木左端的
１

２
处，于是在图２ ４的坐标系下，第狀块积木的

水平重心坐标为狓２＝狕－
１

２
．故由重心的关系，有

狓＝
狓１·（狀－１）＋狓２×１

狀
＝

狕·（狀－１）＋狕－
１

２（ ）
狀

＝０

狕·（狀－１）＋狕－
１

２（ ）＝０狕＝１２狀
于是对３块积木 （狀＝２）的叠放，第３块积木的右端到第１块积木的右端距离最远可以

前伸

１

２
＋
１

４

对４块积木 （狀＝３）的叠放，第４块积木的右端到第１块积木的右端距离最远可以前伸

１

２
＋
１

４
＋
１

６

对狀＋１块积木的叠放，设从第狀＋１块积木的右端到第１块积木的右端最远距离为犱狀＋１，

则有

犱狀＋１＝
１

２
＋
１

４
＋…＋

１

２狀

所以当狀→∞时，有犱狀＋１→∞．这说明随着积木数量的无限增加，最顶层的积木可以前伸到

无限远的地方．

简评　该问题给出的启示是：当问题涉及较多对象时，对考虑的问题进行合理的分类往

往会使问题变得清晰．此外，一些看似不可能的事情其实并非不可能．

·６１· 数学建模简明教程



２３　圆杆堆垛问题

把若干不同半径的圆柱形钢杆水平地堆放在一个长方体箱子里，若已知每根杆的半径和

最底层各杆的中心坐标，怎样求出其他杆的中心坐标？

１模型准备

该问题是一个解析几何问题，利用解析几何的有关结论即可求解．

２模型假设

① 箱中最底层的钢杆接触箱底或紧靠箱壁；

② 除最底层外，箱中的每一根圆杆都恰有两根杆支撑；

③ 箱中的钢杆至少有两层以上．

３模型构成

对于该问题，如果把箱中所有钢杆一起考虑会带来较多不便，现把问题分解为已知三个

圆杆的半径和两根支撑杆的坐标来求另一个被支撑杆坐标的三杆堆垛问题．如果三杆堆垛问

题解决了，则可以利用它依次求得箱中其他所有圆杆的坐标了．虽然涉及的是空间物体，但

可以用其堆垛的横截面图化为平面问题来解决．

设三个圆杆中两根支撑杆的半径分别为犚犾，犚狉，对应的中心坐标为 （狓犾，狔犾）， （狓狉，

狔狉），被支撑杆的半径和中心坐标分别为犚狋和 （狓狋，狔狋）．连接三根圆杆的中心得到一个三

角形，用犪，犫，犮表示三条边．另用两个支撑圆杆的中心作一个直角三角形，如图２ ５所

示，则由几何知识和三角公式，有

图２ ５

狓狋＝狓犾＋犪ｃｏｓ（α＋β）＝狓犾＋犪（ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ）

狔狋＝狔犾＋犪ｓｉｎ（α＋β）＝狔犾＋犪（ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ）

这里计算公式中涉及的数据由以下公式获得

犪＝犚犾＋犚狋，　犫＝犚狉＋犚狋，　犱＝狓狉－狓犾

犲＝狔狉－狔犾，　犮＝（犱２＋犲２）
１
２

ｃｏｓβ＝
犱

犮
，　ｓｉｎβ＝

犲

犮
，　ｃｏｓα＝

犪２＋犮２－犫２

２犪犮
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ｓｉｎα＝（１－ｃｏｓ２α）
１
２

在编程计算支撑钢杆中心的坐标时，为了能快速求出 （狓狋，狔狋），可以按以下顺序编程

计算求解：

犪＝犚犾＋犚狋

犫＝犚狉＋犚狋

犱＝狓狉－狓犾

犲＝狔狉－狔犾

犮＝（犱２＋犲２）
１
２

ｃｓｂ＝
犱

犮

ｓｎｂ＝
犲

犮

ｃｓａ＝
犪２＋犮２－犫２

２犪犮

ｓｎａ＝（１－ｃｓａ２）
１
２

狓狋＝狓犾＋犪（ｃｓａ·ｃｓｂ－ｓｎａ·ｓｎｂ）

狔狋＝狔犾＋犪（ｓｎａ·ｃｓｂ＋ｃｓａ·ｓｎｂ）

有了以上三杆问题的求解，对多于三杆的问题就可以按支撑关系及先后顺序依次求出所

有其他杆的坐标．例如，如果长方体箱子中有６根圆杆，已知１、２、３号圆杆在箱底，４号

圆杆由１、２号圆杆支撑，５号圆杆由２、３号圆杆支撑，６号圆杆由４、５号圆杆支撑，则可

以调用以上三杆问题的算法，先由１、２号圆杆算出４号圆杆中心的坐标，接着再用２、３号

圆杆算出５号圆杆中心的坐标，最后用４、５号圆杆算出６号圆杆中心的坐标．

简评　该题建立模型的关键是把原问题分解为一组等价的子问题，使问题简化，然后通

过讨论子问题的求解来获得原问题的解决．这种处理问题的方法可以使复杂问题变得简单、

有效，是处理一些有规律复杂问题的常用方法．

２４　公平的席位分配问题

席位分配在社会活动中经常遇到，如人大代表或职工、学生代表的名额分配，其他物质

资料的分配等．通常分配结果的公平与否以每个代表席位所代表的人数是否相等或接近来衡

量．目前沿用的惯例分配方法为按比例分配方法，即

某单位席位分配数＝某单位人数比例×总席位

按上述公式进行分配，如果一些单位的席位分配数出现小数，则先按席位分配数的整数

分配席位，余下席位按所有参与席位分配单位中小数的大小依次进行分配，这种分配方法公

平吗？下面来看一个学院在分配学生代表席位中遇到的问题．

某学院有甲、乙、丙三个系并设２０个学生代表席位，其最初学生人数及学生代表席位

如表２ １所示．
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表２ １　学生人数及学生代表席位情况

系　　名 甲 乙 丙 总　　数

学　生　数 １００ ６０ ４０ ２００

学生人数比例
１００

２００

６０

２００

４０

２００

学生代表席位分配 １０ ６ ４ ２０

后来由于出现学生转系情况，各系学生人数及学生代表席位有所变化，如表２ ２所示．

表２ ２　转系后学生人数及学生代表席位情况

系　　名 甲 乙 丙 总　　数

学　生　数 １０３ ６３ ３４ ２００

学生人数比例
１０３

２００

６３

２００

３４

２００

按比例分配学生代表席位 １０．３ ６．３ ３．４ ２０

按惯例分配学生代表席位 １０ ６ ４ ２０

由于总代表席位为偶数，使得在解决问题的表决中有时会出现表决平局现象而不能达成

一致意见．为了改变这一情况，学院决定再增加一个代表席位，总代表席位变为２１个．

表２ ３为重新按惯例分配席位的情况．

表２ ３　增加一个席位后的学生代表席位分配情况

系　　名 甲 乙 丙 总　　数

学　生　数 １０３ ６３ ３４ ２００

学生人数比例
１０３

２００

６３

２００

３４

２００

按比例分配学生代表席位 １０．８１５ ６．６１５ ３．５７ ２１

按惯例分配学生代表席位 １１ ７ ３ ２１

这个分配结果导致丙系比增加席位前少一个席位，这让人觉得席位分配明显不公平．这

个结果也说明按惯例分配席位的方法有缺陷，请尝试建立更合理的分配席位方法解决上面席

位分配中出现的不公平问题．

１模型构成

先讨论由两个单位公平分配席位的情况，具体如表２ ４所示．

表２ ４　单位犃、犅分配席位情况

单　　位 人　　数 席　位　数 每个席位代表人数

单位Ａ 狆１ 狀１
狆１

狀１

单位Ｂ 狆２ 狀２
狆２

狀２
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要满足公平，应该有

狆１

狀１
＝
狆２

狀２

但这一般不成立．注意到等式不成立时，有

若
狆１

狀１
＞
狆２

狀２
，则说明单位Ａ “吃亏”（对单位Ａ不公平）；

若
狆１

狀１
＜
狆２

狀２
，则说明单位Ｂ “吃亏”（对单位Ｂ不公平）．

因此，可以考虑用狆＝
狆１

狀１
－
狆２

狀２
来衡量分配不公平程度，不过此公式有不足之处 （绝

对数的特点）．例如，某两个单位的人数和席位为狀１＝狀２＝１０，狆１＝１２０，狆２＝１００，算得狆

＝２；另两个单位的人数和席位为狀１＝狀２＝１０，狆１＝１０２０，狆２＝１０００，算得狆＝２．虽然在

两种情况下都有狆＝２，但显然第二种情况比第一种情况公平．

下面采用相对标准对公式给予改进．定义席位分配的相对不公平标准公式如下：

若
狆１

狀１
＞
狆２

狀２
，定义

狉Ａ（狀１，狀２）＝
　
狆１

狀１
－
狆２

狀２
　

狆２

狀２

为对单位Ａ的相对不公平值；

若
狆１

狀１
＜
狆２

狀２
，定义

狉Ｂ（狀１，狀２）＝
　
狆２

狀２
－
狆１

狀１
　

狆１

狀１

为对单位Ｂ的相对不公平值．

由定义知，对某单位的不公平值越小，该单位在席位分配中越有利．因此，可以用使不

公平值尽量小的分配方案来减少分配中的不公平．

下面讨论通过使用不公平值的大小来确定分配方案．

设单位Ａ的人数为狆１，已经有席位数为狀１，单位Ｂ的人数为狆２，已经有席位数为狀２．

再增加一个席位，分别分配给单位Ａ和单位Ｂ时，有以下不公平值

狉Ｂ（狀１＋１，狀２）＝
　
狆２

狀２
－
狆１

狀１＋１
　

狆１

狀１＋１

＝
（狀１＋１）狆２

狆１狀２
－１

狉Ａ（狀１，狀２＋１）＝
　
狆１

狀１
－
狆２

狀２＋１
　

狆２

狀２＋１

＝
（狀２＋１）狆１

狆２狀１
－１
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对于新的席位分配，若有

狉Ｂ（狀１＋１，狀２）＜狉Ａ（狀１，狀２＋１）

则增加的席位应给Ａ，此时对不等式狉Ｂ（狀１＋１，狀２）＜狉Ａ（狀１，狀２＋１）进行简化，可以得出

不等式

狆２２
（狀２＋１）狀２

＜
狆２１

（狀１＋１）狀１

引入公式

犙犽＝
狆２犽

（狀犽＋１）狀犽

于是知道增加的席位分配可以由犙犽的最大值决定，它可以推广到多个组的一般情况．

用犙犽的最大值决定席位分配的方法称为犙值法．

对多个组 （犿个组）的席位分配犙值法可以描述为：

① 先计算每个组的犙值，即犙犽 （犽＝１，２，…，犿）；

② 求出其中最大的犙值犙犻 （若有多个最大值任选其中一个即可）；

③ 将席位分配给最大值犙犻对应的第犻组．

这种分配方法很容易编程处理．

２模型求解

先按应分配的整数部分分配，余下的部分按犙 值分配．该问题的整数名额共分配了

１９席，具体为：

　　　甲　　１０．８１５　　狀１＝１０

乙 ６．６１５ 狀２＝６

丙 ３．５７０ 狀３＝３

对第２０席的分配，计算犙值为

犙１＝
１０３２

１０×１１
≈９６．４５，　犙２＝

６３２

６×７
＝９４．５，　犙３＝

３４２

３×４
≈９６．３３

因为犙１最大，所以第２０席应该给甲系．

对第２１席的分配，计算犙值为

犙１＝
１０３２

１１×１２
≈８０．３７，　犙２＝

６３２

６×７
＝９４．５，　犙３＝

３４２

３×４
≈９６．３３

因为犙３最大，所以第２１席应该给丙系．

最后的席位分配为：甲系１１席，乙系６席，丙系４席．

简评　该题给出的启示是对涉及较多对象的问题，可以先通过研究两个对象来找出所考

虑问题的一般规律，这也是科学研究的常用方法．

注：该题若以狀１＝狀２＝狀３＝１开始，逐次增加一席用犙值法分配，也可以得到同样的

结果．

２５　中国人重姓名问题

由于中国人口的增加和中国姓名结构的局限性，中国人姓名相重的现象日渐增多，特别

·１２·第２章　典型的数学建模案例



是单名的出现，使重姓名问题更加严重．重姓名现象引起的误会与带来的弊端是众所周知

的．伴随着我国经济文化的高速发展和对外交往的扩大，重姓名引起的问题将更加突出，可

以说有效地克服重姓名问题即中国人姓名改革是迫在眉睫的．因此，用合理的方法对中国人

姓名进行改革非常必要．请尝试提出一个合理且可以有效解决此问题的中国人取名方案．

１模型准备

首先研究中国人姓名的结构和取名习惯．中国人的姓名是由姓和名组成的，姓在前名在

后，目前姓大约有５７３０个，但常用姓只有２０７７个左右，名通常由两个字组成，较早时名

的第一个字体现辈分，由一个家族的族谱决定，后一个字可任选．随着家族观念的淡化，名

中已经无辈分之意，人们为方便记忆，只有一个字的单字名日渐增多．

组合数学中的乘法原理和鸽笼原理可以非常简单地解释中国的重名现象．姓名是由汉字

排列而成的，构成姓名的汉字多，则姓名总数就多．要想有效地克服重姓名问题，就应增加

姓名的汉字数，因此该问题可以用排列组合理论来解决．

２模型假设

① 中国的所有姓名共有犖 个，其中姓有犛个；

② 取名的方法和习惯不改变，即姓名中父亲姓氏在姓名首位．

３模型构成

靠机械地增加名字的个数解决重姓名问题或完全改变现有的姓名是不明智的，也是不可

取的．为扩大姓名集合并考虑到中国姓名的特色和兼顾原有取名习惯，利用排列组合的理

论，提出如下体现父母姓的复姓名方式来解决重姓名问题．引入的中国姓名取名方法称为

ＦＭ取名方法，其中 “Ｆ”和 “Ｍ”分别是中文 “父”（ｆù）和 “母”（ｍǔ）二字的拼音首字

母，同时也是英语 “父”（ｆａｔｈｅｒ）和 “母”（ｍｏｔｈｅｒ）二词的首字母，它表示父母之意，即

“ＦＭ姓名”是与父母有关的姓名．一个 “ＦＭ姓名”的结构为

主姓名·辅姓名

其中，主姓名就是现在的人们所用的姓名，而辅姓名可以只是母亲的姓，也可以是用母亲姓

取的另一个姓名，不过这个姓名要求名在前、姓在后，以区别于主姓名，中间的 “·”是间

隔号，如果用 “？”和 “？”分别表示父母姓， “”和 “”表示对应的两个名字，则

“ＦＭ姓名”可表示为

？·？或？·？

取一个 “ＦＭ姓名”是很简单的，只要按以前的习惯，用父、母姓各取一个姓名，然后

按 “ＦＭ姓名”结构的要求就得到 “ＦＭ姓名”．例如，父亲姓王，母亲姓孙，给孩子取的名

字是东风和靖，则孩子的 “ＦＭ姓名”为

王东风·靖孙

如果只取一个名字，则孩子的 “ＦＭ姓名”为

王东风·孙

显然，这种 “ＦＭ姓名”对原姓名改动较小，也无须重新翻字典去找新的名字，易于在
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人口普查时对全国公民的姓名做统一改动．

在一般场合或不易引起混淆的情况下，直接使用主姓名或原来的姓名即可，但是在正式

场合，如译写著作、论文及发明创造、申请专利等署名时应填写完整的 “ＦＭ姓名”，这有

利于中国人姓名向正规化、合理化的多字姓名过渡．

４模型分析

把 “ＦＭ姓名”结构和其使用规定称为 “ＦＭ姓名”体系．由假设①，按排序原则，在

“ＦＭ姓名”体系下，“ＦＭ姓名”集合中姓名总数变为

犖·犛＋犖·犖＝犖·（犛＋犖）

其中，犖·犛为辅姓名只有姓的 “ＦＭ姓名”总数，犖·犖 是辅姓名有姓和名的 “ＦＭ姓名”

总数．这表明 “ＦＭ姓名”体系将原来的姓名集合增加了犛＋犖 倍．注意到犖 是很大的，因而

这种扩充较显著，而且原来的重姓名 （主姓名重名）个数在 “ＦＭ姓名”体系中会减少，而

“ＦＭ姓名”样本空间又扩大了犛＋犖 倍，由概率论知识可知，重姓名的概率将变得比原来的

１

犛＋犖
还小．可见 “ＦＭ姓名”体系对解决重姓名问题是非常有效的．

“ＦＭ姓名”体系具有以下优点：

① 可以有效地解决中国人重姓名问题．

② 使姓名表示更加合理．因为按遗传学的观点，一个人最直接的血缘关系是父母，但

现在的姓名中没有体现母亲这一部分，姓名中含有父母姓才是最科学的，“ＦＭ姓名”正好

体现了这点．

“ＦＭ姓名”把辅姓名采用姓和名颠倒的方法，这样可以不被误认为是两个人的姓名或

两个名字生硬搭配，从而巧妙地把主、辅姓名合成了一个名字．虽然辅姓名不像传统的中国

姓名，但它和西方国家的名在前、姓在后的姓名表示相一致，还是可以自成一体的．

另外，“ＦＭ姓名”采用了父姓、母姓，使得姓名不能轻易改动．因为原姓名是开放型

的 （只要在名字后面加上或减去一个字就得到另一个姓名），而 “ＦＭ姓名”是紧凑型的，

任何改动都会留下痕迹．

③ 能有效地缓解家庭矛盾．长期以来，家庭中孩子的姓名只反映出父姓，而对母亲姓

氏则没有反映．“ＦＭ姓名”体系有效地解决了这一矛盾，使家庭关系更加巩固，且对提高

妇女的地位起到了积极作用．

④ 能有效地破除 “重男轻女”的封建思想．一直以来，孩子的姓都是沿用父姓，姓名的

这种选择方式客观上支持了 “重男轻女”的不良思想．“ＦＭ姓名”体系用了父母双姓，彻

底解决了孩子姓的确定问题，使男女受到平等的对待，这对于从根源上消除重男轻女的思想

也起着积极的作用．

⑤ 是可行的最佳方案．要想在中国有效地消除重姓名现象，首先要扩展足够大的姓名

集合；其次新姓名要实施方便，且易被人们接受，这正是 “ＦＭ姓名”体系所具有的优点．

因为 “ＦＭ姓名”体系不改变现有的姓名称呼习惯，又具有母亲姓，将会得到广大家庭的支

持，从而使它可行．而且一个现有的姓名改为 “ＦＭ姓名”，修改工作量较小，不论是把现

有的姓名变为一个 “ＦＭ姓名”，还是给新生儿取 “ＦＭ姓名”都是很简单方便的．

简评　“ＦＭ姓名”体系虽然简单且在建模中只使用了较简单的重复排列和组合的数学

方法，但作者对模型的说明解释非常到位，使得模型很有特点．该问题给出的启示是：在完
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成一个数学建模问题时，要遵循在保证解决问题的前提下尽量使用简单的数学方法建模．另

外，对所得模型的令人信服的科学解释也是非常必要的．

２６　实物交换问题

甲有玉米若干千克，乙有山羊若干只，因为各自的需要，甲、乙想交换彼此的东西，问

怎样做才能完成交换活动？

１模型准备

实物交换问题在个人之间或国家之间的各类贸易活动中经常遇到．通常，交换的结果取

决于交换双方对所交换物品的偏爱程度．由于偏爱程度是一个模糊概念，较难给出一个确切

的定量关系，此时可以采用图形法的建模方式来描述双方该如何交换物品才能完成交换

活动．

２模型假设

① 交换不涉及其他因素，只与交换双方对所交换物品的偏爱程度有关；

② 交换按等价交换原则进行．

３模型构成

设交换前甲有玉米犡 千克，乙有山羊犢只，交换后甲有玉米狓千克、山羊狔只，则在

交换后乙有玉米犡－狓千克、山羊犢－狔只．于是可以用一个平面坐标中的二维点坐标

（狓，狔）来描述交换方案，而这些坐标点满足０≤狓≤犡，０≤狔≤犢，即交换只在这个平面矩

形区域内发生．引入二维点坐标后，把所考虑的范围限制在一个有限的平面区域中，从而使

问题简化．但这还不够，因为交换只是在其中的一个点发生．为了找到这个点，由假设①，

引入如下衡量偏爱程度的无差别曲线概念．

注意到对甲方来说，交换后其对占有不同数量的玉米和山羊满意度是不同的，显然其满

意度是狓，狔的函数犳（狓，狔）．由于交换后某方认为同样满意的情况一般不只一种，如对甲

来说，占有狓１数量的玉米、狔１数量的山羊与占有狓２数量的玉米、狔２数量的山羊可以达到

同样的满足感犮１，因此有犳（狓１，狔１）＝犳（狓２，狔２）＝犮１，这说明对甲方来说交换结果在点犘１

（狓１，狔１）和犘２（狓２，狔２）是没有差别的，而所有与点犘１（狓１，狔１）具有同样满意度的点组

成一条对甲满意度无差别的曲线犳（狓，狔）＝犮１．类似地，如果把甲在交换后的满足感犮１修

改为犮２，就可以得到另一条对甲无差别的曲线犳（狓，狔）＝犮２．因此甲有无数条无差别曲线，

将所有这些无差别曲线表示为犳（狓，狔）＝犮，式中犮称为在点 （狓，狔）的满意度．

无差别曲线是一条由隐函数确定的平面曲线或可以看成二元函数犳（狓，狔）的等高线，

虽然犳（狓，狔）没有具体的表达式，但仍然可以讨论这族无差别曲线的特点．

无差别曲线犳（狓，狔）＝犮具有以下特点：

① 无差别曲线是彼此不相交的．因为若两条无差别曲线相交，则在交点处具有两个不

同的满意度，这与无差别曲线定义矛盾．

② 无差别曲线是单调递减的．由交换常识可知，在满意度一定的前提下，交换的两种

物品成反比关系．

③ 满意度大的无差别曲线在满意度小的无差别曲线上方．因为对甲来说，用同样的玉
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米换取更多的山羊会更满意．

④ 无差别曲线是下凸的．因为交换的特点是物以稀为贵．当某人拥有较少的物品时，他

愿意用其较少部分物品换取较多的另一种物品；反之，当他拥有较多的物品时，他愿意用其

较多部分物品换取较少的另一种物品．这在数学上可以描述为当狓较小时，交换是用较少的

Δ狓换取较多的Δ狔；当狓较大时，交换是用较多的Δ狓换取较少的Δ狔．具有这种特点的曲

线是下凸的，如图２ ６所示．于是可以画出对甲的无差别曲线族图形，如图２ ７所示．

图２ ６

　　　

图２ ７

类似地，可以得到对乙的无差别曲线

犵（狓，狔）＝犱

由于交换是在甲、乙之间进行的，甲方的物品减少对应乙方物品的增加，反之亦然．将

双方的无差别曲线画在一起可以观察到交换的发生特点，具体画法见图２ ８．

　图２ ８

于是在交换区域中，任何一点都有甲和乙各一条无差别曲线通过．甲、乙两条无差别曲

线的交点表示甲、乙交换发生．两族无差别曲线中的曲线彼此发生相交的情况只有相切于一

点或者相交于两点的可能．如果交点不是切点，则过此点的甲、乙两条无差别曲线还在另一

点相交，故由无差别曲线的定义知，在这两条曲线上甲、乙具有同样的满意度，而这是不可

能的．因为这两条曲线中一条是下凸的，另一条是上凸的，过所围区域内任一点的无差别曲线

具有与这两条无差别曲线不同的满意度，且一定与其中一条相交，这就导致在同一交点处对某

方来说有两种满意度的情况，因此交点不是切点时不发生实际交换．由简单分析可知，两条无

差别曲线相切于一点的点都可以发生实际交换，这些相切于一点的点构成交换区域的一条曲

线，记为犕犖，称其为交换路径．这样借助无差别曲线将交换方案从矩形区域缩小为其中的

一条交换路径曲线犕犖 上．
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关于实际交换究竟在交换路径曲线犕犖 的哪一点上发生，要借助交换原则来确定．

由假设②，交换按等价交换的原则．设玉米的价格为每千克狆元，山羊的价格为每只狇

元，则交换前甲拥有玉米的价值为狆犡，乙拥有山羊的价值为狇犢．若交换前甲、乙拥有物

品的价值相同，即狆犡＝狇犢，则交换发生后，甲方拥有玉米和山羊的价值为狆狓＋狇狔，乙方拥

有玉米和山羊的价值为狆（犡－狓）＋狇（犢－狔），按等价交换的原则有狆狓＋狇狔＝狆（犡－狓）＋

狇（犢－狔）．利用关系狆犡＝狇犢，可以得出实际交换的点 （狓，狔）满足关系式

狓

犡
＋
狔

犢
＝１

此曲线是一条直线，在交换路径坐标系中画出该直线就得到实际交换发生的点 （见

图２ ９），至此就找到了实际交换的方案．

图２ ９

简评　该题巧妙地用图形方法建模解决了涉及不易定量表示的模糊概念建模问题，其中

在建模中引入的无差别曲线概念及对无差别曲线的讨论很有特点，它给出了怎样研究和了解

没有具体关系式函数特征的一种方法．

２７　椅子摆放问题

椅子能在不平的地面上放稳吗？下面用数学建模的方法解决此问题．

１模型准备

仔细分析该问题的实质，发现该问题与椅子脚、地面及椅子脚和地面是否接触有关．

如果把椅子脚看成平面上的点，并引入椅子脚和地面距离的函数关系就可以将问题与平

面几何和连续函数联系起来，从而可以用几何知识和连续函数知识来进行数学建模．

２模型假设

为了讨论问题方便，对问题进行简化，先做出以下三个假设：

① 椅子的四条腿一样长，椅子脚与地面接触可以视为一个点，且四脚连线是正方形

（对椅子的假设）；

② 地面高度是连续变化的，沿任何方向都不出现间断 （对地面的假设）；

③ 椅子放在地面上至少有三只脚同时着地 （对椅子和地面之间关系的假设）．

３模型构成

根据上述假设进行该问题的模型构成．用变量表示椅子的位置，引入平面图形及坐标
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系，如图２ １０所示．图中犃、犅、犆、犇 为椅子的四只脚，坐标系原点选为椅子中心，坐

标轴选为椅子四只脚的对角线．于是由假设②，椅子的移动位置可以由正方形沿坐标原点

旋转的角度θ来唯一表示，而且椅子脚与地面的垂直距离就成为θ的函数．注意到正方形的

中心对称性，可以用椅子的相对两个脚与地面的距离之和来表示这对应两个脚与地面的距离

关系，这样用一个函数就可以描述椅子两个脚是否着地的情况．于是引入两个函数即可描述

椅子四个脚是否着地的情况．

图２ １０

记函数犳（θ）为椅子脚犃、犆与地面的垂直距离之和，函数犵（θ）为椅子脚犅、犇与地

面的垂直距离之和，则有犳（θ）≥０，犵（θ）≥０，且它们都是θ的连续函数．由假设③，对任

意的θ，犳（θ）、犵（θ）至少有一个为零，不妨设当θ＝０时，犳（０）＞０，犵（０）＝０，故问题可

以归为证明以下数学命题：

数学命题 （问题的数学模型）　已知犳（θ）、犵（θ）都是θ的非负连续函数，对任意的

θ，有犳（θ）犵（θ）＝０，且犳（０）＞０，犵（０）＝０，则存在θ０，使得犳（θ０）＝犵（θ０）＝０．

４模型求解

证明：将椅子旋转９０°，对角线犃犆与犅犇互换，故犳（０）＞０，犵（０）＝０变为犳
π

２（ ）＝０，

犵
π

２（ ）＞０．构造函数犺（θ）＝犳（θ）－犵（θ），则有犺（０）＞０，犺
π

２（ ）＜０，且犺（θ）也是连续函

数．显然，犺（θ）在闭区间 ０，
π

２［ ］上连续．由连续函数的零点定理知，必存在一个θ０∈

０，
π

２（ ），使得犺（θ０）＝０，即存在θ０∈ ０，π２（ ），使得犳（θ０）＝犵（θ０）．由于对任意的θ，有
犳（θ）犵（θ）＝０，特别有犳（θ０）犵（θ０）＝０，于是犳（θ０）、犵（θ０）至少有一个为零，从而有

犳（θ０）＝犵（θ０）＝０．

简评　该问题初看起来似乎与数学没有什么关系，不易用数学建模来解决，但通过

以上处理把问题变为一个数学定理的证明，使其可以用数学建模来解决，从中可以看

到数学建模的重要作用．该问题给出的启示是：对于一些表面上与数学没有关系的实际

问题也可以用数学建模的方法来解决，此类问题建模的着眼点是寻找、分析问题中出现

的主要对象及其隐含的数量关系，通过适当简化与假设将它变为数学问题．
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习题与思考

１．双层玻璃功效问题建模案例可以给出什么启示？

２．公平席位分配问题的席位公式犙犽＝
狆
２
犽

狀犽狀犽＋１（ ）
是怎样得出的？

３．中国人重姓名问题数学建模案例中的模型准备、模型假设是什么？该案例给你什么启示？

４．通过对本章的学习，你对数学建模有哪些新的认识？

５．请尝试在你学过的知识中找出一个数学建模案例．

６．用数学建模的方法说明销量极大的易拉罐 （如可口可乐饮料罐）设计的合理性．

７．某学院有８个专业的研究生共１４８人，其中各专业的人数分别为：１１人，３人，８人，４５

人，４人，４０人，３人，３４人，假设学校拨给学院奖学金名额的等级及比例为

等级 一等 二等 三等 四等

比例 ４０％ ２０％ ２０％ ２０％

　　请用数学建模的方法给该学院设计一个合理的分配奖学金名额的方法和具体的名额分配

方案．

８．（道路交通路口车辆、行人停止线位置问题）在道路交叉的每个路口常设有机动车、非机

动车和行人停止线来避免车辆和行人穿越路口时出现拥堵和事故发生．车辆和行人在停

止线处是等待还是通行由路口的信号灯控制．道路通行规定：绿灯亮时，准许通行，但

转弯的车辆不得妨碍被放行的直行车辆、行人通行；黄灯亮时，已越过停止线的车辆和

行人可以继续通行；红灯亮时，禁止车辆和行人通行．

如果在兼顾车辆和行人都能比较满意地通过路口的条件下，想使路口通行量尽可能

大，那么这些停止线应该怎样画？画在路口的何处？请用数学建模的方法解决此问题并

给出根据数学模型得出的具体道路交通路口车辆、行人停止线位置．同时用模型说明目

前道路交叉的每个路口的机动车、非机动车和行人停止线位置是否合理．
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