
第5章

体 系 结 构

  从他创造的内在证据看,这位宇宙的伟大建筑师现在开始以一个纯粹的数学家的形象

出现。
———詹姆斯·吉恩斯爵士,《神秘宇宙》

现在我们已经掌握了数学和物理的初步成果,可以继续讨论量子计算的具体细节。经

典计算机的核心是位的概念,量子计算机的核心是称为量子位的概念的推广,这将在5.1节

中讨论。在5.2节中,操作位的经典(逻辑)门是从一个新的不同的角度呈现的。从这个角

度看,很容易形成量子门的概念,它操作量子比特。正如第3章和第4章所提到的,量子系

统的演化是可逆的,也就是说,可以完成的操作也必须能够撤销。这种“撤销”转化为可逆的

门,在5.3节中将会讨论。在5.4节中会继续讨论量子门。


读者提示:关于量子比特和量子门的实际物理实现将在第11章中讨论。



5.1 比特和量子比特

定义5.1.1 位是描述二维经典系统的信息单位。
位的示例有很多:

• 位是电流是否通过电路(高和低)。

• 位是表示“真”或“假”的一种方式。

• 位是打开或关闭的开关。

所有这些例子都在说同样的事情:一位是描述一个系统的方式,其状态集的大小为2。
通常将这两种可能的状态写为0和1,或者F和T等。

由于我们已经精通矩阵,因此可以使用它们作为表示一位的方式。通常将0(或者更好

的是,状态|0>)表示为2×1的矩阵,其中1在0行中,0在1行中
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  我们表示一个1或称状态|1>,如
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  因为这是两种不同的表示(实际上是正交的),所以可以使用简单的位操作。5.2节将

会探讨如何操作这些位。
一个位可以处于状态|0>,也可以位于状态|1>,这对于经典世界来说已足够了。电力要么

通过电路运行,要么不通过。一个命题要么是正确的,要么是错误的。开关要么是打开的,要
么是关闭的。但是,在量子世界中,非此即彼是不够的。在那个世界里,有些情况下,我们处于

一种状态,同时处于另一种状态。在量子领域,有些系统中,开关可以同时打开和关闭。一个

量子系统可以同时处于状态|0>状态和状态|1>。因此,我们引出量子比特的定义。
定义5.1.2 一个量子比特(qubit)是描述二维量子系统的信息单位。
我们将量子位表示为具有复数的2×1矩阵
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其中|c0|2+|c1|2=1。注意,经典位是一种特殊类型的量子位。|c0|2 被解释为该量子位

被测量后,将在状态|0>中找到的概率;|c1|2 被解释为该量子位被测量后,它将在状态|1>
中找到的概率。每当测量一个量子位时,它会自动变成一个位。因此,我们永远不会“看到”
一个通用的量子比特。然而,它们确实存在,并且是我们故事中的主要角色。我们可能会将

量子位的这种“坍缩”想象成一位。

(5.4)

  很容易看出,位|0>和|1>是C2的规范基础。因此,任何量子位都可以写成
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  练习5.1.1 将V=
3+2i
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ú 表示为|0>和|1>的和。

按照在4章中学到的规范化过程,C2的任何非零元素都可以转换为量子位。

5.1.1 向量
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  有规范

|V|= <V,V>= [5-3i,-6i]
5+3i
6i

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú = 34+36= 70 (5.7)

  因此,V 描述了与量子位相同的物理状态。
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V
70

=

5+3i
70
6i
70

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=
5+3i
70
|0>+

6i
70
|1> (5.8)

  测量量子比特
V
70

后,在状态|0>找到它的概率是
34
70
,在状态|1>找到它的概率是

36
70
。

练习5.1.2 规范化V=
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让我们看一下表示不同量子位的几种方法。1
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  同样,1
2
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  重要的是要认识到

|0>+|1>

2
=|1>+|0>

2
(5.11)

  这两种方式都可以表示
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  左状态向量是
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。但是,这两个状态向量是相关的:
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(5.13)

  量子比特是如何实现的? 在第11章中,我们将会探讨几种不同的方法。这里只是简单

地陈述一些实现的例子。

• 原子中的电子可能处于两个不同能级(基态和激发态)之一。

• 电子可能处于围绕原子核的两个不同轨道(基态和激发态)之一。
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• 光子可能处于两种偏振状态之一。

• 亚原子粒子可能具有两个自旋方向之一。
在所有这些系统中,将有足够的量子不确定性和量子叠加效应来表示量子比特。
我们对只有一位存储空间的计算机不感兴趣。同样,我们将需要具有多个量子位的量

子设备。考虑1字节或8字节。典型的字节可能是

01101011 (5.14)

  如果按照前面的描述位的方法,我们将按如下方式表示位:
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(5.15)

  我们之前了解到,为了组合量子系统,应该使用张量积;因此,可以将等式(5.14)中的字

节描述为

|0>|1>|1>|0>|1>|0>|1>|1> (5.16)

  作为一个量子比特,这是

C2 C2 C2 C2 C2 C2> C2 C2 (5.17)
  此向量空间可以表示为(C2)8。这是一个维数为28=256的复向量空间。因为这个维

度基本上只有一个复向量空间,所以这个向量空间同构于C256。
可以用另一种方式描述字节为28=256行向量。
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  练习5.1.3 将三位101或|1>|0>|1>∈C2C2C2表示为(C2)3=C8中的向

量。对011和111执行相同的操作。
这对古典世界来说很好。然而,对于量子世界来说,为了允许叠加,需要一般化:八量

子位系统的每个状态都可以写成
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其中,∑
255

i=0
|ci|2=1。八个量子位合在一起称为一个量子字节。在经典世界中,有必要指示

字节的每个位的状态。这相当于写入八位。在量子世界中,通过写入256个复数给出八个

量子位的状态。正如3.4节中所说,这种指数增长是研究人员开始考虑量子计算概念的原

因之一。如果要模拟具有64量子位寄存器的量子计算机,则需要存储264=18446744073
709551616个复数。这远远超出目前的存储能力。下面练习用ket符号编写两个量子位。
量子位对可以写成

|0>|1> 或  |01> (5.20)

  这意味着第一个量子位处于状态|0>,第二个量子位处于状态|1>。因为张量积是可以

理解的,所以也可以省略张量积符号,把这些量子位表示为|0>|1>,|0,1>或|01>。将这两个

量子位视为4×1矩阵的另一种方法是
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  练习5.1.4 哪个向量对应状态3|01>+2|11>?

5.1.2 对应于
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  量子比特可以写成

1
3

|00>-
1
3

|10>+
1
3

|11>=|00>-|10>+|11>

3
(5.23)

  双量子位系统的一般状态可以写为

|ψ>=c0,0|00>+c0,1|01>+c1,0|10>+c1,1|11> (5.24)

  两种状态的张量积不是可交换的:

|01>=|0>|1>=|0,1>=|01>≠|10>=|1,0>=|1>|0>=|10>
(5.25)

  左边的ket描述了第一个量子位处于状态0,而第二个量子位处于状态1。右边的ket
表示第一个量子位处于状态1,而第二个量子位处于状态0。下面再次简要地回顾一下纠缠

的概念。如果系统处于以下状态:

|11>+|00>

2
=
1
2

|11>+
1
2

|00> (5.26)

  那么这意味着这两个量子位是纠缠在一起的。也就是说,如果测量第一个量子位,并且

它的状态为|1>,那么我们会自动知道第二个量子位的状态是|1>。类似地,如果测量第一个

量子位,并发现它处于|0>状态,那么我们会知道第二个量子位也处于|0>状态。
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5.2 经典的逻辑门

经典逻辑门是位操作的方法。位进入和退出逻辑门,我们将需要量子比特操作的方法,
并将从矩阵的角度研究经典门。如第5.1节所述,将n 个输入位表示为2n×1的矩阵,将m
个输出位表示为2m×1的矩阵。我们应该如何表示逻辑门? 当将2m×2n 的矩阵与2n×1
的矩阵相乘时,结果是2m×1的矩阵,用符号表示为

(2m ×2n)×(2n ×1)=(2m ×1) (5.27)

  因此,位将由列向量表示,逻辑门将由矩阵表示。
下面来看一个简单的例子。考虑一下非(NOT)门。

非门输入一位或一个2×1的矩阵,并输出一位或一个2×1的矩阵。|0>的非等于|1>
且|1>的非等于|0>。考虑矩阵
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  此矩阵满足
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  这正是我们想要的。其他的门呢? 考虑与(AND)门。与门与非门不同,因为与门接受

两个位并输出一个位。

因为与门有两个输入和一个输出,所以需要一个21×22 的矩阵。考虑矩阵

AND=
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  此矩阵满足
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  可以把它写成:

AND|11>=|1> (5.32)

  相反,请考虑另一个4×1的矩阵:
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  可以把它写成

AND|01>=|0> (5.34)

  练习5.2.1 计算AND|10>。

如果在AND 的右侧任意放置一个4×1的矩阵,会发生什么情况?
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  这显然是无稽之谈。我们只允许将这些经典门乘以表示经典状态的向量,即具有单个

元素1和所有其他元素0的列向量。在经典世界中,比特位一次只处于一种状态,并由这样

的向量描述。只有后来,当深入研究量子门时,我们才会有更多的空间和更多的乐趣。
或(OR)门

可以用矩阵表示为

OR=
1 0 0 0
0 1 1 1
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(5.36)

  练习5.2.2 显示此矩阵执行OR运算。

与非(NAND)门

特别重要的是,每个逻辑门都可以由 NAND 门组成。下面尝试确定哪个矩阵对应

NAND。一种方法是考虑两位(00,01,10,11)的四种可能的输入状态中的哪一种使 NAND
输出1(答案:00,01,10),以及哪种状态使NAND输出0(答案:11)。

由此,我们意识到NAND可以写成:

NAND=
00 01 10 11
0
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0 0 0 1
1 1 1 0
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(5.37)

  注意,列名对应输入,行名对应输出。j列中的第1行和第i行表示在元素j上,矩阵/
门将输出i。但是,还有另一种方法可以确定 NAND门。NAND门实际上是AND门,后跟

NOT门。

换句话说,可以通过首先执行 AND操作,然后执行 NOT操作来执行 NAND操作。用

矩阵表示,可以将其写为

NOT×AND=
0 1
1 0
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  练习5.2.3 找到一个与NOR相对应的矩阵。

NAND的这种思维方式揭示了一种普遍情况。当执行计算时,经常必须执行一个操作,
然后执行另一个操作。

(5.39)

  我们将此过程称为执行顺序操作。如果矩阵A 对应执行一个操作,而矩阵B 对应执行

另一个操作,则矩阵B*A 对应按顺序执行该操作。注意,B*A 就像从图片的背面看,从
左到右依次是A,然后是B。不要为此感到震惊。这样做的原因是从左到右阅读,因此我们

将过程描述为从左到右流动。可以将上面的图表示为

(5.40)

这样就不会混淆了①。我们将遵循计算从左到右流动的惯例,并省略箭头的头部。因此,A
后跟B 的计算图示应为

(5.41)

  下面正式说明输入数和输出数。如果A 是具有m 个输入位和n 个输出位的运算,则其

图示为

(5.42)

  矩阵A 的大小为2n×2m。比如,B 将A 的n 个输出作为输入并输出p 位,即

(5.43)

则B 由2p×2n 的矩阵表示,执行一个操作依次后跟另一个操作对应于B×A,它是一个(2p

×2n)×(2n×2m)=2p×2m 的矩阵。
除顺序操作外,还有并行操作。

(5.44)

这里,A 作用于某些位,B 作用于其他位。这将由AB 表示(见2.7节)。让我们精确地了

解输入数和输出数。

(5.45)

  A 的大小为2n×2m。B 的大小为2n'×2m'。根据2.7节中的等式(2.174),AB 的大

小为2n+n'×2m+m'(因为2n2n'=2n+n',2m2m'=2m+m')。

练习5.2.4 在练习2.7.4中,证明了AB≅BA。在对不同位执行并行操作方

面,这一事实对应什么?
顺序和并行操作门/矩阵的组合将称为电路。当然,我们将构建一些非常复杂的矩阵,

① 如果文本是用阿拉伯语或希伯来语写的,那么这个问题甚至不会出现。
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但它们都可以分解为简单门的顺序和并行组合。

练习5.2.5 在练习2.7.9中,证明对于适当大小的A,A',B 和B'的矩阵,有以下

等式:
(B B')*(A A')=(B*A) (B'*A') (5.46)

  在不同的(量子)位上执行不同的操作,这对应于什么? (提示:请考虑下图)

(5.47)

  5.2.1 设A 为接受n 个输入并给出m 个输出的运算。设B 获取这些输出中的p<
m,而不考虑其他m-p 输出。B 输出q位。

(5.48)

  A 是一个2m×2n 的矩阵。B 是一个2q×2p 的矩阵。由于不需要对m-p 位执行任何

操作,因此可以将其表示为2m-p×2m-p的单位矩阵Im-p。我们没有为单位矩阵绘制任何

门。整个电路可以用以下矩阵表示:
(B Im-p)*A (5.49)

  5.2.2 考虑电路:

这表示为

OR*(NOTAND) (5.50)

  下面看看这些运算作为矩阵的样子。经计算,得到

NOTAND=
0 1
1 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 

1 1 1 0
0 0 0 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(5.51)

因此,我们得到

OR*(NOTAND)=
1 0 0 0
0 1 1 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú×

0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=
0 0 0 0 1 1 1 0
1 1 1 1 0 0 0 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(5.52)

  下面看看是否可以用矩阵表述德·摩根定律。其中一条德·摩根定律指出,(P∧
Q)=P∨Q。这是一个图形表示
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用矩阵表示,对应于

NOT*AND*(NOTNOT)=OR (5.53)

  首先,计算张量积:

NOTNOT=
0 1
1 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 

0 1
1 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(5.54)

  这个德摩根定律对应矩阵的以下恒等式:

0 1
1 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú×

1 1 1 0
0 0 0 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú×

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=
1 0 0 0
0 1 1 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(5.55)

  练习5.2.6 乘以这些矩阵并确认同一性。

练习5.2.7 用矩阵表示另一个德·摩根定律

(P ∨ Q)=P ∧Q (5.56)

  练习5.2.8 写出对应一位加法器的矩阵。一位加法器将位x,y 和c(来自早期加法

器的进位)相加并输出位z和c'(进位到下一个加法器)。有三个输入和两个输出,因此矩阵

的维度为22×23。(提示:将列标记为000,001,010,…,110,111,其中列,例如101,对应x
=1,y=0,c=1。将行标记为00,01,10,11,其中行,例如10,对应z=1,c'=0。当x=1,y
=0,c=1时,输出应为z=0且c'=1。因此,在标记为01的行中放置一个1,在所有其他行

中放置一个0。)

练习5.2.9 在练习5.2.8中,你确定了对应于一位加法器的矩阵。通过用经典门编

写电路,然后将电路转换为大矩阵来检查结果是否正确。

5.3 可逆门

并非在5.2节中处理的所有逻辑门在量子计算机中都有效。在量子世界中,所有非测

量的操作都是可逆的,并且由酉矩阵表示。AND 操作不可逆。给定来自 AND 的输出为

|0>,则无法确定输入是|00>,|01>还是|10>。因此,从 AND栅极的输出,人们无法确定输

入,因此AND是不可逆的。相反,非门和恒等门是可逆的。事实上,它们是它们自己的逆:

NOT*NOT=I2 In*In =In (5.57)

  可逆门的历史早于量子计算。日常计算机会消耗能量并产生大量的热量。20世纪60
年代,罗尔夫·兰道尔(RolfLandauer)分析了计算过程,并表明擦除信息而不是写入信息

是导致能量损失和热量的原因。这个概念被称为兰道尔原理。为了获得现实生活中的直


