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第1章

机器学习基础
近年来，“阿尔法狗”(AlphaGo)、自动驾驶、ChatGPT等人工智能(AI)技术一次次在社会中引起轰动。人们见证了机器(以电脑为代表)智能化程度的显著提高和技能的不断增强。
人工智能(AI)之所以发展迅速，其中一个重要的原因就是它采用了机器学习技术。

1.1  机器学习概述
1.1.1  “机器学习”是什么

我们都知道，学习能力是人类区别于其他动物的一个重要特征，也是人类一项非常重要的能力。通过学习，人类可以提高自己的技能。
机器学习是人工智能的一个重要分支，通过让机器模拟或实现人类的学习行为，使其具备较强的学习能力，学习大量的新知识和新技能，从而解决很多复杂的问题。
机器学习是人工智能领域最具有智能特征的方面，是实现人工智能的核心和根本途径。所以，在人工智能领域中，机器学习是最前沿的分支之一，引起了学术界和产业界的广泛关注。
1.1.2  机器学习的流程

机器学习的实现方法：先收集一定量的数据或知识，然后建立学习模型，并通过算法让模型学习这些数据或知识。在学习的过程中，模型不断优化、改进和完善，直至具备较强的判断、决策等能力，从而可以解决实际问题。

机器学习的流程包括数据收集、建立学习模型、模型的学习(也叫训练)、模型的测试、模型的应用等步骤。数据就是已有的知识；学习模型的种类较多，一般根据待解决的问题来设计；学习就是模型从数据中寻找内在的联系，并据此对模型进行改进和优化；测试是检验模型的学习效果或性能；应用是利用训练好的模型来解决问题。整个机器学习的流程如图1-1所示。
1.1.3  机器学习的类型

经过多年的发展，机器学习已具有多种算法，可以按不同的标准将其划分为不同的类别，其中比较常见的是按照学习方式划分，有以下几种。
1. 监督学习

在监督学习中，已知数据的输入和输出之间的关系，然后让计算机进行学习，得到最终的学习模型。 
2. 无监督学习

无监督学习只有输入数据而没有对应的输出数据，所以不知道它们之间的关系。因此计算机需要自己探索这些数据之间的关系。 

3. 半监督学习

半监督学习介于监督学习和无监督学习之间，只有部分数据的输入和输出之间的关系被明确，计算机需要根据这些信息探索全部数据之间的关系。 
1.1.4  典型的机器学习算法
机器学习是通过特定的算法实现的，即学习模型的学习方法。在长期的研究过程中，研究者设计了多种机器学习算法，不同的算法有不同的特点，适用于解决不同的问题。

典型的机器学习算法及所属的类别如表1-1所示。
表1-1  典型的机器学习算法及类别
	典型的机器学习算法
	类  别

	回归
	监督学习

	人工神经网络
	

	支持向量机
	

	决策树
	

	朴素贝叶斯
	

	K最近邻
	

	K均值
	无监督学习

	高斯混合模型
	

	Apriori算法
	

	半监督学习
	半监督学习


1.2  机器学习的发展历程
机器学习经历了几十年的发展，整个历程可分为以下几个阶段。
1.2.1  早期阶段

机器学习的早期阶段是20世纪五六十年代。这个阶段属于机器学习的萌芽期，研究者对它进行了初步的探索，提出了机器学习的思想，初步建立了机器学习的理论和技术框架，为其未来的发展打下了一定的基础。比如，1958年，罗森布拉特提出了感知器(perceptron)模型。

1.2.2  发展期
机器学习的发展期是20世纪八九十年代。在这个时期，机器学习取得了显著进步，出现了多种算法和模型，如决策树、隐马尔可夫模型等。同时，人工神经网络也在这个时期获得了重要的发展。

1980年，在美国的卡内基梅隆大学(Carnegie Mellon University，CMU)，研究者召开了第一届机器学习国际会议，这标志着机器学习成为一个专门的研究领域。不久后，机器学习领域的学术期刊Machine Learning开始出版。

在这个时期，机器学习也开始向实用化发展，在很多领域获得了实际应用，如回归分析、分类、语音识别、专家系统等。

到了20世纪90年代后期，随着电子技术的进步，机器学习得到了进一步的发展。

1.2.3  繁荣期

进入21世纪后，随着人工智能的兴起，机器学习开始进入繁荣期，其发展日益迅速。这个时期的机器学习具有以下几个特点。
(1)
一些新算法开始出现或开始广泛应用，如深度学习、强化学习、半监督学习等。
(2)
和其他技术的融合度加深。比如大数据技术、计算机硬件技术(如GPU)等。
(3)
应用范围拓宽、加深。机器学习被日益应用于计算机视觉、自然语言处理等领域。Google、Microsoft等国际知名企业都加快了对机器学习的研究，而且获得了相当好的商业应用价值，并取得了一些显著的成果，如AlphaGo击败世界围棋冠军、Tesla(特斯拉)的Autopilot自动驾驶系统把血栓病人送到医院等。  

1.2.4  机器学习的现状和发展趋势 

目前，机器学习的研究方向主要有以下几个。
1. 进一步研究人类的学习机制

在人类学习机制的基础上，开发性能更优异的机器学习算法。 
2. 适应大数据的处理
当前，我们处于大数据时代，数据的量多、维度大，造成数据处理困难。这对机器学习来说是一个很大的挑战，需要从海量的数据中寻找隐含的、有价值的信息，而且要保证处理效率高、时间短。

3. 对新类型数据的处理
传统的机器学习算法处理的数据类型主要是数值型和符号型。但是，我们知道，人们使用和接触的数据类型还有其他种类，如文本、图形图像、声音，甚至多种电磁波等。传统的机器学习算法对这些新类型数据的处理能力有限，因此，对新类型数据的处理也是一个重要的研究方向和未来重要的发展趋势。

4. 对数据更广维度和更深层面的学习

传统的机器学习算法偏重学习数据的统计特征和数学特征。但是，人们还经常需要了解数据的其他维度，如感觉、知觉、情感和心理等，这些方面的研究有可能带来新的更广阔的应用场景。目前，深度学习等算法已经开始在这些方面进行尝试，而且取得了一些成果，但仍有很长的路要走。因此这也是机器学习在未来重要的发展趋势和研究热点。

1.3  机器学习的应用

机器学习的应用领域很广泛，主要有以下几种典型的领域。
1.3.1  数据挖掘

数据挖掘就是从大量数据中发现有价值的信息。这项技术在科学研究、企业经营管理、商务决策、市场营销等行业具有重要的应用价值和广阔的应用前景。著名的案例有“啤酒和尿布”的故事。  

1.3.2  模式识别

模式识别就是让机器具有视觉、听觉、味觉、触觉等感知能力，使其能进行图像识别、语音识别、化学成分检测等，从而广泛应用在自动驾驶、智能机器人、安全技术等领域。

1.3.3  互联网和电子商务

互联网企业利用机器学习技术，可以向用户进行更有针对性的内容推送服务等，或者开发性能更好的搜索引擎，拦截垃圾短信、邮件、软件等。

1.3.4  电子游戏

机器学习在电子游戏中也有很好的应用前景，目前已经有很好的应用案例了。如《王者荣耀》《星际争霸2》等都应用了机器学习技术。
1.3.5  金融领域

金融企业利用机器学习技术，可以进行市场分析、风险控制、产品开发、市场营销等工作。
1.4  MATLAB和机器学习

1.4.1  MATLAB软件
关于MATLAB软件，在本书作者的另一本著作《MATLAB数据分析教程》中有比较详细的介绍，包括软件特点、功能、基本编程方法等，本书就不再赘述了。在这里需要说明的是：MATLAB的版本在不断更新，经常会加入一些新的函数、新的功能。在本书中，使用的版本是MATLAB R2021a。

1.4.2  MATLAB在机器学习中的应用案例

目前，一些企业正通过MATLAB编程实现机器学习，并取得了很好的效果。其中，第一个案例是可口可乐公司：该公司的工程师用MATLAB软件开发了一种虚拟传感器，这种传感器就应用了机器学习算法。可口可乐公司在数千台饮料机上安装了这种虚拟传感器，大幅度地降低了成本，还显著提升了性能。
第二个案例是奔驰汽车公司：他们应用机器学习算法，通过MATLAB软件开发了虚拟传感器，这些传感器的应用可以提高车辆的安全性、运行效率和驾驶员的舒适度。奔驰汽车公司的工作人员介绍，使用MATLAB软件后，程序开发速度比以前提高了6倍，同时程序错误率也大幅度降低了。
第2章

线 性 回 归
回归分析是人们很熟悉的一种机器学习方法，它可以用一个明确的表达式(叫做回归方程或经验公式)揭示自变量和因变量间存在的关系，在科学研究、工业生产、商业等领域应用很广泛。       

回归分析包括不同的类型，比如，按照自变量的数量，可以分为一元回归分析和多元回归分析；按照自变量和因变量间的关系，可以分为线性回归分析和非线性回归分析。

本章将介绍线性回归分析技术。在线性回归中，因变量和自变量间的关系是线性的，即直线关系。如果自变量只有一个，就叫做一元线性回归；如果自变量有多个，就叫做多元线性回归。      

2.1  最小二乘法

2.1.1  概述

在MATLAB R2021a版本中，用最小二乘法(least-squares method)进行线性回归使用的函数是fitlm。其调用方法如下：
mdl = fitlm(x,y)

其中，x是自变量，y是因变量。

下面通过实例介绍fitlm函数的使用方法。   

2.1.2  一元线性回归案例与MATLAB编程
有的问题的自变量只有一个，对这种问题进行的线性回归分析就叫做一元线性回归分析。  

例1：用最小二乘法对表2-1中的数据进行线性回归分析。

表2-1  用于线性回归分析的数据

	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	y
	11.2
	12.0
	13.3
	13.8
	15.1
	16.4
	16.8
	18.2


MATLAB程序如下：
x = [1 2 3 4 5 6 7 8];

x = x’;
% x为自变量矩阵。在MATLAB R2021a版本中，x的每一列表示一个自变量，所以进行转置

y = [11.2 12.0 13.3 13.8 15.1 16.4 16.8 18.2];

y = y’;
%  y是因变量，它的个数需要和x对应，所以也要进行转置

mdl = fitlm(x,y)

% 用 fitlm函数建立线性回归模型

xnew = [2.5  6.8];

xnew = xnew’;

yact = [12.5 16.8]；

ynew = predict(mdl, xnew)

% predict是预测函数，可以预测新的自变量对应的因变量     
程序的运行结果如下：

mdl = 
线性回归模型:

    y ~ l + x1

估计系数:

                   Estimate      SE       tStat       pValue  

                   ________    _______    ______    __________

    (Intercept)   10.121     0.18523    54.644     2.5221e-09

    x1             0.99524     0.03668    27.133     1.656e-07

观测值数目: 8，误差自由度: 6

均方根误差: 0.238

R 方: 0.992，调整 R 方: 0.991

F 统计量(常量模型): 736，p 值: 1.66e-07

ynew = 
   12.6095

   16.8890

程序的运行结果包含三方面的信息：线性回归模型、估计系数和模型的一些统计信息。
(1)
“线性回归模型：y ~ l + x1”表示自变量x和因变量y之间的关系式的形式。l表示截距，即常数项，x1表示自变量。l和x1的系数值在下面的“估计系数”中有详细讲解。

(2)
“估计系数”包括5列。
第一列中，Intercept表示截距l，x1表示自变量x。

第二列中，Estimate的两个值分别表示截距l和x1的系数值，其中，Intercept的值是10.121，x1的系数值是0.99524。所以，根据它们，我们可以知道x和y间的线性回归方程为y = 10.121 + 0.99524x。
第三列中，SE表示系数估计值的标准误差。

第四列中，tStat表示系数的 t 统计量，tStat = Estimate / SE。比如，截距l的 t 统计量为10.121 / 0.18523 ≈ 54.6402。

第五列中，pValue是t 统计量的 p 值。如果某项的p值小于0.05，则说明它对因变量的影响比较大；如果大于0.05，说明它对因变量的影响比较小，可以忽略。 

(3)
在“估计系数”下面，还有回归模型的一些统计信息。  
另外，预测的自变量xnew的值分别为2.5和6.8，它们对应的因变量的实际值yact分别为12.5和16.8，回归模型的预测值如下：
ynew = 
   12.6095

   16.8890

它们的相对误差分别为(12.6095 - 12.5) / 12.5 = 0.88%和(16.8890 - 16.8) / 16.8 = 0.53%。预测值和实际值比较接近，所以预测效果是令人满意的。 

2.1.3  多元线性回归案例与MATLAB编程
有的问题有多个自变量，对这种问题进行的线性回归分析叫做多元线性回归分析。

例2：用最小二乘法对表2-2中的数据进行多元线性回归分析。

表2-2  用于多元线性回归分析的数据

	x1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	x2
	3
	2
	4
	1
	5
	6
	8
	9
	10
	7

	x3
	6
	2
	4
	10
	3
	1
	5
	9
	8
	7

	y
	30
	18
	29
	45
	35
	23
	49
	67
	60
	52


MATLAB程序如下：
x1 = [1:10];

x2 = [3 2 4 1 5 6  8 9 10 7];

x3 = [6 2 4 10 3 1 5 9 8 7]; 

x = [x1

 x2 

x3];

x = x';

y = [30 18 29 45 35 23 49 67 60 52];

y = y';

mdl = fitlm(x,y)

x1new = [2 8];

x2new = [6 7];

x3new = [10 6];

xnew = [x1new 

          x2new

          x3new];

xnew = xnew'; 

yact = [49.8  48.6];
ynew = predict(mdl, xnew)

程序的运行结果如下：

mdl = 
线性回归模型:

    y ~ 1 + x1 + x2 + x3

估计系数:

                   Estimate      SE        tStat       pValue  

                   ________    _______    _______    __________

    (Intercept)  3.4111     
2.9884    
1.1414    
0.29719

    x1             0.83962    
0.77557   
1.0826    
0.32057

    x2             2.399       
0.73923    
3.2452    
0.017571

    x3             3.5594     
0.42651    
8.3454  
0.00016081

观测值数目: 10，误差自由度: 6

均方根误差: 3.54

R 方: 0.968，调整 R 方：0.953

F 统计量(常量模型): 61.5，p 值：6.76e-05

ynew = 
   55.0780

   48.2772

所以，自变量和因变量间的回归方程是

y = 3.4111 + 0.83962x1 + 2.399x2 + 3.5594x3
两个预测值的实际值yact = [49.8  48.6]，按照回归方程预测的值分别为55.0780和48.2772，相对误差分别为10.60%和0.66%。
2.2  鲁棒线性回归

2.2.1  概述
2.1节介绍的普通的最小二乘法有一个缺点，就是对样本中的异常值比较敏感，结果受它们的影响比较大，所以容易出现“过拟合”现象，对新数据的预测性能会比较差。而鲁棒线性回归(robust linear regression)对异常值不敏感，可以避免这个缺点。 

在MATLAB R2021a版本中，进行鲁棒线性回归可以使用两个函数：robustfit和fitlm。

2.2.2  robustfit函数的应用案例与MATLAB编程
robustfit函数的调用方法如下：

b = robustfit(x,y)
下面通过实例介绍robustfit函数的使用方法。

例1：对2.1.2小节例1中的数据进行鲁棒线性回归分析。 
MATLAB程序如下：

x = [1 2 3 4 5 6 7 8];

x = x’;
y = [11.2 12.0 13.3 13.8 15.1 16.4 16.8 18.2];

y = y’;
b = robustfit(x,y) 

运行结果如下：
b = 
   10.1220

    0.9957

这两个值分别表示一元线性回归方程中的常数项和x的系数值。所以，回归方程为
y = 10.1220 + 0.9957x
用这个方程对2.1.2小节例1中的两个自变量的值xnew = [2.5  6.8]进行预测，可以得到预测值分别为：12.6113和16.8928。与实际值yact = [12.5 16.8]进行比较，可以得出二者的相对误差分别为：0.89%和0.55%。虽然比2.1.2小节中用最小二乘法得到的预测值的相对误差都大(分别为0.88%和0.53%)，但是差距很小，没有体现出鲁棒线性回归的优势，这应该和本例使用的数据有关。
例2：用鲁棒线性回归对2.1.3小节例2中的数据进行多元线性回归分析。
MATLAB程序如下：
x1 = [1:10];

x2 = [3 2 4 1 5 6 8 9 10 7];

x3 = [6 2 4 10 3 1 5 9 8 7]; 

x = [x1

      x2 

      x3];

x = x';

y = [30 18 29 45 35 23 49 67 60 52];

y = y';

b = robustfit(x,y)

运行结果如下： 

b = 
    3.3937

    0.8335

    2.4049

    3.5617

这四个值分别是回归方程的常数项和x1、x2、x3的系数值，即回归方程为

y = 3.3937 + 0.8335x1 + 2.4049x2 + 3.5617x3
用这个方程对2.1.3小节例2中的两组自变量(x1new = [2 8]; x2new = [6 7]; x3new = [10 6])的值进行预测，MATLAB程序如下：

x1 = [2 8];

x2 = [6 7];

x3 = [10 6];

x = [x1 

      x2

      x3];

x = x'; 

yact = [49.8  48.6]

y = 3.3937 + 0.8335* x1 + 2.4049*x2 + 3.5617*x3 

得到预测结果如下：

y = 
   55.1071   48.2662

上面的预测结果与因变量的实际值yact = [49.8  48.6]比较，可以得到预测的相对误差分别为：10.66%和0.69%。和本节例1情况相同，没有体现出鲁棒线性回归的优势。
2.2.3  fitlm函数的应用案例与MATLAB编程
我们也可以利用fitlm函数进行鲁棒线性回归，只需要把其中的RobustOpts项设置为 on即可。其调用方法如下：

mdlr = fitlm(x,y,'RobustOpts','on')
例3：用fitlm函数对2.1.2小节例1中的数据进行鲁棒线性回归分析。

MATLAB程序如下：
x = [1 2 3 4 5 6 7 8];

x = x’;
y = [11.2 12.0 13.3 13.8 15.1 16.4 16.8 18.2];

y = y’;
mdlr = fitlm(x,y,'RobustOpts','on')

运行结果如下：
mdlr = 
线性回归模型(稳健拟合):

    y ~ 1 + x1

估计系数:

                   Estimate       SE      
tStat   
   pValue  

                   ________    ________    ______    __________

    (Intercept)  10.122     
0.20648    
49.023  
  4.8315e-09

    x1             0.99568    
0.040888   
24.351  
  3.1529e-07

观测值数目: 8，误差自由度: 6

均方根误差: 0.265

R 方: 0.99，调整 R 方：0.988

F 统计量(常量模型): 593，p 值：3.15e-07 

所以，可得回归方程

y = 10.122 + 0.99568x

用上面这个方程对2.1.2小节例1中两个自变量的值xnew = [2.5  6.8]进行预测。MATLAB程序如下：
xnew = [2.5  6.8];

y = 10.122 + 0.99568*xnew

运行结果如下：
y = 
   12.6112   16.8926

与实际值yact = [12.5 16.8]进行比较，可以得出二者的相对误差分别为：0.89%和0.55%，与用robustfit函数进行拟合的结果一样。
2.3  逐 步 回 归
2.3.1  概述

逐步回归(stepwise regression)是先建立一个初始的回归方程，然后用一定的标准检验方程中包含的项以及一些不包含的项(一般使用的标准是F统计的p值)，如果方程中包含的有些项的p值大于设定的阈值，就把其中p值最大的项删除；如果方程中不包含的有些项的p值小于设定的阈值，就把p值最小的项加入到方程中。反复进行多次这样的操作，直到不能再删除已有的项或添加新项为止，就得到了最终的回归方程，这个方程只包含对因变量最相关的项。 

逐步回归法使用的函数是stepwiselm。其调用方法如下：

mdl = stepwiselm(x,y)
它建立的初始回归方程是一个常数项。

2.3.2  基于默认值的逐步回归案例与MATLAB编程 
例1：对2.1.3小节例2中的数据进行逐步回归分析。

MATLAB程序如下：
x1 = [1:10];

x2 = [3 2 4 1 5 6 8 9 10 7];

x3 = [6 2 4 10 3 1 5 9 8 7]; 

x = [x1

      x2 

      x3];

x = x';

y = [30   18   29   45   35   23   49   67   60   52];

y = y';

mdl = stepwiselm(x,y)

运行结果如下：

1. 正在添加 x3, FStat = 14.8289, pValue = 0.00487182

2. 正在添加 x2, FStat = 58.1331, pValue = 0.000123736

mdl = 
线性回归模型:

    y ~ 1 + x2 + x3

估计系数:

                   Estimate      SE       tStat       pValue  

                   ________    _______    ______    __________

    (Intercept)   3.4111     3.0249     1.1277     0.29662

    x2              3.0732     0.40307    7.6245     0.00012374

    x3              3.7247     0.40307    9.2409     3.5913e-05

观测值数目: 10，误差自由度: 7

均方根误差: 3.59

R 方: 0.962，调整 R 方：0.952

F 统计量(常量模型): 89.4，p 值：1.04e-05

根据上述结果，可得到最终的回归方程是

y = 3.4111 + 3.0732x2 + 3.7247x3
可以看出，用逐步回归法得到的回归方程与用最小二乘法和鲁棒线性回归法得到的回归方程不一样：它不包含x1项。这是因为，根据检验结果，发现x1项对因变量y的影响比较小，因而删除了。

2.3.3  基于自己设置的标准值的逐步回归案例与MATLAB编程
用户可以自己设置删除项或添加项的标准值。用法也很简单，下面用实例介绍具体操作方法。
例2：基于自己设置的标准值对2.1.3小节例2中的数据进行逐步回归分析。
MATLAB程序如下：

x1 = [1:10];

x2 = [3 2 4 1 5 6 8 9 10 7];

x3 = [6 2 4 10 3 1 5 9 8 7]; 

x = [x1

      x2 

      x3];

x = x';

y = [30   18   29   45   35   23   49   67   60   52];

y = y';

mdl = stepwiselm(x,y,'PEnter',0.06) 
% 把PEnter = 0.06设置为删除或添加项的标准

运行结果如下：

1. 正在添加 x3, FStat = 14.8289, pValue = 0.00487182

2. 正在添加 x2, FStat = 58.1331, pValue = 0.000123736

mdl = 
线性回归模型:

    y ~ 1 + x2 + x3

估计系数:

                   Estimate      SE       tStat       pValue  

                   ________    _______    ______    __________

    (Intercept)   3.4111     3.0249     1.1277     0.29662

    x2              3.0732     0.40307    7.6245     0.00012374

    x3              3.7247     0.40307    9.2409     3.5913e-05

观测值数目: 10，误差自由度: 7

均方根误差: 3.59

R 方: 0.962，调整 R 方：0.952

F 统计量(常量模型): 89.4，p 值 = 1.04e-05

根据上述结果，可知最终得到的回归方程是

y = 3.4111 + 3.0732x2 + 3.7247x3
得到的方程和使用默认值得到的方程相同，本例只是为了介绍这个方法。读者在解决问题时，可以尝试自己设置标准值，就可以看出区别。

2.4  岭  回  归
2.4.1  概述

平时人们遇到的问题很多属于适定问题，这类问题的解有三个特点：一，解是存在的；二，解是唯一的；三，解是稳定的。

但是有时候，人们会遇到一些其他问题，这些问题的解不完全满足上面的三个要求，这类问题叫做不适定问题，它们一般没有精确解。

为了求解不适定问题，即得到它们的具有一定精度的、稳定的近似解，研究者提出了很多方法，其中很常用的一种方法叫做正则化，它是用与不适定问题相邻的适定问题的解去逼近原问题的解。
在回归分析中，人们也经常使用正则化方法，它可以有效地避免过拟合现象。其中，岭回归(ridge regression)就是一种正则化方法，它特别适合于解决共线性问题和病态数据较多的问题。

在MATLAB R2021a中，进行岭回归使用的函数是ridge。其调用方法如下：

B = ridge(y, x, k)
在上面的语句中，B是岭回归模型的系数，它的每列是一个岭参数k。

2.4.2  岭回归案例与MATLAB编程
例1：对2.1.3小节例2中的数据进行岭回归分析。
MATLAB程序如下：

x1 = [1:10];

x2 = [3 2 4 1 5 6 8 9 10 7];

x3 = [6 2 4 10 3 1 5 9 8 7]; 

x = [x1

      x2 

      x3];

x = x';

y = [30 18 29 45 35 23 49 67 60 52];

y = y';

k = 0:2e-4:5e-3;

B = ridge(y,x,k);

% 创建的回归模型没有常数项
B = B'

% 绘制岭轨迹图

plot(k,B,'LineWidth',4)

ylim([0 12])

grid on 

xlabel('k','fontsize',25) 

ylabel('Standardized Coefficient','fontsize',15) 

% 设置坐标轴标注字号的大小

legend('x1','x2','x3','x1x2','x1x3','x2x3','fontsize',15)

set(gca,'FontSize',15)    

% 设置坐标轴数字的大小

运行结果如下：
B = 
    2.5421    7.2633   10.7765

    2.5426    7.2628   10.7762

    2.5430    7.2623   10.7759

    2.5435    7.2618   10.7756

    2.5440    7.2613   10.7753

    2.5445    7.2608   10.7750

    2.5449    7.2603   10.7747

    2.5454    7.2598   10.7744

    2.5459    7.2593   10.7740

    2.5464    7.2588   10.7737

    2.5468    7.2583   10.7734

    2.5473    7.2578   10.7731

    2.5478    7.2573   10.7728

    2.5482    7.2568   10.7725

    2.5487    7.2563   10.7722

    2.5492    7.2558   10.7719

    2.5497    7.2553   10.7716

    2.5501    7.2548   10.7713

    2.5506    7.2543   10.7710

    2.5511    7.2538   10.7706

    2.5516    7.2533   10.7703

    2.5520    7.2528   10.7700

    2.5525    7.2523   10.7697

    2.5530    7.2518   10.7694

    2.5534    7.2513   10.7691

    2.5539    7.2509   10.7688

生成的岭轨迹图如图2-1所示。
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图2-1  岭轨迹图
从B的结果和岭轨迹图中可以看出，第一个岭参数k逐渐增加，第二和第三个岭参数k逐渐减小。在坐标轴的最右端，即k = 5×10-3时，对应的三个系数值分别为：2.5539、7.2509、10.7688。利用它们可以预测新值。
MATLAB程序如下：
B = [2.5539  7.2509  10.7688];

B = B’;
xnew = [2 6 10];

ynew = xnew*B

运行结果如下：
ynew = 
  156.3012 

本例的目的是介绍岭回归的编程方法，读者可以进一步分析预测结果的精度。

2.5  Lasso回归和弹性网回归
2.5.1  概述
Lasso回归也是一种正则化方法，它可以减少回归方程中项的数量，只保留最重要的项，这与2.3节中介绍的逐步回归法很像，也是一种很好的降维方法。 

进行Lasso回归使用的函数是lasso。其调用方法如下：
B = lasso(x, y)
2.5.2  Lasso回归案例与MATLAB编程
例1：对表2-3中的数据进行Lasso回归分析。

表2-3  用于lasso回归分析的数据

	x1
	3
	5
	9
	13
	19

	x2
	2
	8
	14
	16
	20

	x3
	1
	3
	6
	10
	16

	y
	50
	75
	110
	150
	210


MATLAB程序如下：
x1 = [3 5 9 13 19];

x2 = [2 8 14 16 20];

x3 = [1 3 6 10 16];

x1 = x1';

x2 = x2';

x3 = x3';

x = [x1 x2 x3];

y = [50 75 110 150 210];

y = y';

lambda = 1e-03;

% 设置lambda的值

B = lasso(x,y,'Lambda',lambda,'Intercept',false)

% 创建没有常数项的回归方程。根据lambda的值找到对应的系数值

xnew = [10 15 8

      12 12 15];

ynew = xnew*B

% 预测新数据

运行结果如下：
B = 
   21.0281

   -0.5641

  -11.2248

ynew = 
  112.0206

   77.1952
本例主要介绍Lasso回归的编程方法，读者可以比较它和其他方法的预测精度。
2.5.3  弹性网回归案例与MATLAB编程
弹性网回归(elastic net regression)综合了岭回归和Lasso回归两种方法的优点：它可以减少回归方程中的项数，同时也适合处理共线性问题。

可以使用lasso函数进行弹性网回归，只需要把其中的Alpha值设置为0～1之间的某个值就可以了。其调用方法如下：

B = lasso(x,y, 'Alpha',Value)
例2：对2.5.2小节例1中的数据进行弹性网回归分析。

MATLAB程序如下：
x1 = [3 5 9 13 19];

x2 = [2 8 14 16 20];

x3 = [1 3 6 10 16];

x1 = x1';

x2 = x2';

x3 = x3';

x = [x1 x2 x3];

y = [50 75 110 150 210];

y = y';

lambda = 1e-03;

B = lasso(x,y,'Alpha',0.75,'Lambda',lambda) 

% 设置lambda的值(一般取使交叉验证预测错误率最小的值)，并找到对应的系数值

xnew = [10 15 8

      12 12 15];

ynew = xnew*B

% 预测新数据

运行结果如下：
B = 
    1.9398

    0.9375

    7.4609

ynew = 
   93.1474

  146.4406

本例主要介绍弹性网回归的编程方法，读者可以比较它和Lasso回归等方法的预测精度。

2.6  逻 辑 回 归
2.6.1  概述

逻辑回归(logistic regression)是一种广义线性回归算法，它和多重线性回归分析有很多相同点，主要区别是：逻辑回归使用logistic函数得到因变量的值——这个值是一个概率。所以，逻辑回归因变量的值的范围在0～1之间。
逻辑回归可以根据事件的影响因素，估计某个事件发生的概率或可能性。比如，根据患者的年龄、生活方式等因素，判断他将来患病的概率；根据产品的质量、价格、售后服务等因素，判断客户未来继续购买产品的概率；或者根据互联网用户的年龄、性别、职业等因素，判断其购买某种商品、打开某个网页或点击某个广告的概率。逻辑回归在数据挖掘、疾病诊断、经济、金融、互联网、电子商务等领域的应用很广泛。

2.6.2  逻辑回归预测案例与MATLAB编程
在MATLAB R2021a版本中，进行逻辑回归预测使用的函数是glmfit。其调用方法如下：

b = glmfit(x, y, distr, link)

其中，b是逻辑回归模型的系数；distr指因变量y的分布类型，常见的有正态分布(normal)、二项分布(binomial)、泊松分布(Poisson)等；link指模型的连接函数，常见的有logit、probit等。

例1：每天的上网时间(小时，用x表示)与发生注意力不集中的概率(用y表示)存在表2-4中的关系。

表2-4  上网时间(小时)与发生注意力不集中的概率的关系
	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	y
	0.02
	0.04
	0.06
	0.08
	0.25
	0.40
	0.60
	0.85
	0.95
	0.96


对它们进行逻辑回归分析，并针对不同的上网时间预测发生注意力不集中的概率。

MATLAB程序如下：
x = [1:1:10];

x = x';

y = [0.02   0.04   0.06   0.08   0.25   0.40   0.60   0.85   0.95   0.96];

y = y'; 

plot(x,y,'r.','markersize',30)

% 绘制数据的散点图

xlabel('x','fontsize',15) 

ylabel('y','fontsize',15) 

% 设置坐标轴标注字号的大小

set(gca,'FontSize',15)    

% 设置坐标轴数字的大小

f = glmfit(x,y,'binomial','link','logit')

% 进行逻辑回归

yfit = glmval(f,x,'logit')

% glmval函数的作用是计算各个训练数据的值

figure(2)

plot(x,y,'r.','markersize',30)

hold on

plot(x,yfit,'ro','markersize',10)

% 把训练数据的计算值绘入散点图中，观察逻辑回归的效果

hold on

plot(x,yfit,'-','linewidth',4)

xlabel('x','fontsize',15) 

ylabel('y','fontsize',15) 

% 设置坐标轴标注字号的大小

set(gca,'FontSize',15)    

% 设置坐标轴数字的大小

xnew = [2.5  5.5  8.5]';   

ynew = glmval(f,xnew,'logit')

% 预测新数据

figure(3)

plot(x,y,'r.','markersize',30)

hold on

plot(x,yfit,'ro','markersize',10)

hold on

plot(x,yfit,'-','linewidth',4)

hold on

plot(xnew,ynew,'r*','markersize',20)

xlabel('x','fontsize',15) 

ylabel('y','fontsize',15) 

% 设置坐标轴标注字号的大小

set(gca,'FontSize',15)    

% 设置坐标轴数字的大小

运行结果如下：
f = 
   -5.6030

    0.8880

yfit = 
    0.0089

    0.0213

    0.0503

    0.1139

    0.2381

    0.4316

    0.6486

    0.8177

    0.9160

    0.9636

ynew = 
    0.0328

    0.3276

0.8749 
在上面的结果中，f是逻辑回归模型的系数；yfit是逻辑回归模型对训练样本计算得到的发生注意力不集中的概率；ynew是用逻辑回归模型对3个上网时间(2.5小时、5.5小时、8.5小时)预测得到的发生注意力不集中的概率。图2-2～图2-4分别是训练样本的散点图、逻辑回归的结果和对新数据的预测结果图。
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图2-2  训练样本散点图
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图2-3  逻辑回归结果
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图2-4  对新数据的预测结果
2.6.3  逻辑回归分类案例与MATLAB编程
逻辑回归也可以用来解决分类问题，判断样本属于某种类别或属于某种情况的概率有多大。

进行逻辑回归分类使用的函数是mnrfit。其调用方法如下：

B = mnrfit(x,y)
其中，B是逻辑回归模型的系数。
例2：表2-5中的自变量x1、x2、x3对应的样本分别属于因变量y中的各个类别，对它们进行逻辑回归分类分析。

表2-5  用于逻辑回归分类分析的数据样本
	x1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	x2
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	x3
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20

	y
	1
	2
	3
	1
	2
	3
	1
	2
	3
	1


MATLAB程序如下：
x1 = [7 8 9 10  1  2 3 4 5 6];

x2 = [10 9 8 7 6 5 4 3 2 1];

x3 = [8 10 12  2 4 6 14 16 18 20];

x = [x1

    x2

    x3];

x = x';

y = [1 2 3 1 2 3 1 2 3 1];

y = y'; 

f = mnrfit(x,y,'model','hierarchical' )

运行结果如下：
f = 
   1.0e + 03 *

   -0.0001   -1.4770

    0.0003   -0.1846

   -0.0002    0.2256

   -0.0001    0.1026 

即：

   -0.1   -1477.0

    0.3   -184.6

   -0.2    225.6

   -0.1    102.6 

对结果的说明如下。

f的第一列包括截距和模型的系数值，可以利用它们估计样本属于类别1还是属于类别2或类别3的相对概率；第二列的数据可以用来估计样本属于类别2还是属于类别3的相对概率。具体计算公式为
ln(样本属于类别1还是属于类别2或类别3的相对概率)

= - 0.1 + 0.3 × 影响因素1 - 0.2 × 影响因素2 - 0.1 × 影响因素3 

ln(样本属于类别2还是属于类别3的相对概率)

= - 1477.0 - 184.6 × 影响因素1 + 225.6 × 影响因素2 + 102.6 × 影响因素3

比如，0.3表示在其他影响因素不变时，如果影响因素1的值增加1，那么，样本属于类别1相对于属于类别2或类别3的相对概率会增加e0.3 = 1.3499倍。

可以利用上述公式预测新数据属于某个类别的相对概率。比如：某样本的x1 = 3, x2 = 8, x3 = 6，那么

ln(样本属于类别1还是属于类别2或类别3的相对概率)

= - 0.1 + 0.3 × 3 - 0.2 × 8 - 0.1 × 6 = - 1.4

则，样本属于类别1还是属于类别2或类别3的相对概率为 e-1.4 = 0.2466。
所以，样本更可能属于类别2或类别3，到底更可能属于类别2还是类别3，进一步用下式进行计算：
ln(样本属于类别2还是属于类别3的相对概率)

= - 1477.0 - 184.6 × 3 + 225.6 × 8 + 102.6 × 6 = 389.6

则，样本属于类别2还是属于类别3的相对概率为e389.6 = 1.5890e + 169

可见，样本属于类别2的相对概率远远大于属于类别3的相对概率。
例 3：年龄和月收入对上班方式(骑车1，乘坐公共汽车2)的影响的调查数据如表2-6所示。

表2-6  年龄和月收入对上班方式的影响调查数据
	年龄
	18
	21
	23
	23
	28
	31
	36
	42
	46

	月收入
	850
	1200
	850
	950
	1200
	850
	1500
	1000
	950

	上班方式
	2
	2
	1
	1
	1
	2
	1
	1
	1

	年龄
	48
	55
	56
	58
	18
	20
	25
	27
	28

	月收入
	1200
	1800
	2100
	1800
	850
	1000
	1200
	1300
	1500

	上班方式
	2
	1
	1
	1
	2
	2
	2
	2
	2


对它们进行逻辑回归分类分析。
MATLAB程序如下：
x1 = [18 21 23 23 28 31 36 42 46  48 55 56 58 18 20 25 27 28];

x2 = [850 1200 850 950 1200 850 1500 1000 950 1200 1800 2100 1800 850 1000 1200 1300 1500];

x = [x1

   x2];

x = x';

y = [2 2 1 1 1 2 1 1 1  2 1 1 1 2 2 2 2 2];

y = y'; 

f = mnrfit(x,y,'model','hierarchical' )

运行结果如下：
f = 
   -3.1183

    0.1100

   -0.0004

对结果的说明如下。
f包括模型的截距和系数值，可以利用它们估计样本属于类别1还是属于类别2的相对概率。具体计算公式为
ln(样本属于类别1还是属于类别2的相对概率)

= - 3.1183 + 0.11 × 影响因素1 - 0.0004 × 影响因素2  

可以利用上述公式预测新数据属于某个类别的相对概率。比如：某样本的x1 = 43,  x2 = 850，那么

ln(样本属于类别1还是属于类别2的相对概率)

= - 3.1183 + 0.11 × 43 - 0.0004 × 850 = 1.2717
则，样本属于类别1还是属于类别2的相对概率为e1.2717 = 3.5669。
所以，样本属于类别1的相对概率大于属于类别2的相对概率，因而更可能属于类别1。 
�


图1-1  机器学习的流程
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标准化系数












