
绪 论

  运筹学是一门依照给定条件和目标从众多方案中选择最佳决策方案的应用科学,自诞

生以来,在军事、工农业、经济和社会问题等多个领域得到了广泛的重视和应用。在管理学

科领域,运筹学为管理理论和管理实践的发展也做出了突出的贡献,到现在,运筹学已成为

工商管理学科中的一门重要的基础学科。
运筹学思想方法的起源可追溯到很远。人们发现,在我国先秦时期的诸子著作中,就存

在许多朴素的运筹思想,这里“运筹”就是动脑筋想办法,去选择最优方案。“田忌赛马”和
“沈括运粮”的故事充分说明我国不仅很早就有了朴素的运筹思想,而且在生产实践中实际

运用了运筹方法。但真正被人们公认的运筹学起源于20世纪初期。第二次世界大战期间,
英、美为了对付德国的空袭,就如何合理运用雷达使防空系统更加有效的问题开始进行一类

新问题的研究,最初称为“运作研究”(operational
 

research)。1942年,美国从事这方面工作

的科学家将其命名为“运筹学”(operations
 

research),这个名字一直延用至今。
“二战”期间,为了进行运筹学的研究,在英、美的军队中成立了一些专门小组,开展了诸

如护航舰队保护商船队的编队问题和当船队遭受德国潜艇攻击时,如何使船队损失最小的

问题的研究;
 

还研究了反潜深水炸弹在各种情况下如何调整其爆炸深度,才能增加对德国

潜艇的杀伤力等。通过科学方法的运用,成功地解决了许多复杂的战术问题,使战争后期德

国潜艇被摧毁的数量增加了400%,盟军船只在受敌机攻击时,中弹率由47%降到29%。
“二战”后,英、美军队中又相继成立了更为正式的运筹研究小组,以兰德公司(RAND)为首

的一些部门开始着重研究未来武器系统的设计及其合理运用方法等战略性问题。到了20
世纪60年代,除军事方面的应用研究外,运筹学在更为广阔的领域得到运用,从事这项工作

的许多专家转到了经济部门、民用企业、大学或研究所,继续进行决策的数量方法的研究,运
筹学作为一门学科逐步形成并得以迅速发展。这种发展主要表现在以下两个方面。

一是在方法论上形成了运筹学的许多分支,如数学规划(线性规划、非线性规划、整数规

划、目标规划、动态规划、随机规划等),图论与网络,排队论,存贮论,对策论,决策论,维修更

新理论,搜索论,可靠性和质量管理等。
二是计算机科学的发展,新型计算机的出现,为运筹学的运用开辟了新天地,使得运筹

学的方法论能成功、及时地解决大量经济管理中的决策问题,并且随着计算机软硬件的发

展,运筹学不再只为专家所掌握和使用,也成为广大管理工作者进行最优决策和有效管理的

常用工具之一。
毫无疑问,运筹学是一门应用科学,虽然至今没有统一且确切的定义,但其性质和特点

还是很鲜明的。其一,它是一种科学方法,即不单是某种研究方法的分散和偶然的应用,而
是可用于整个一类问题上;

 

其二,它强调以量化为基础,必然要用数学,需要建立各种数学

模型,为决策者的决策提供定量依据;
 

其三,它具有多学科交叉的特点,如综合运用经济学、
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心理学、物理学、系统学等的一些方法;
 

其四,它强调最优决策,但在实际生活中又常常用次

优、满意等概念代替最优。
在生活节奏日益加快的今天,运筹学是我们安排工作、学习、娱乐、生活的有效工具。而

运筹学的魅力在于,它运用数学模型,如一把梳子,梳理着经济、军事、生活的各个方面,而且

把纷繁复杂的现象数学化。运筹学就是研究在实现整体目标的全过程中实现统筹管理的有

关理论、模型、方法和手段,在经济研究、经营决策方面被广泛应用。它通过对整体目标的分

析,选择适当的模型来描述整体的各个部分,用以分析并求出全局的最优决策。

【课后习题全解】

1.1 简要说明20世纪50年代后运筹学取得较快发展的主要原因。
主要原因至少有三个方面:

 

一是由于20世纪50年代后很多国家在经济发展和企业经

营管理方面对运筹学研究和方法的需求,很多科学家进入运筹学这个领域,将运筹学研究和

方法用于经济和社会发展的众多领域,推动了运筹学的发展。二是运筹数学的发展,为运筹

学的应用提供了坚实的数学理论,特别是线性规划理论和单纯形方法的提出,解决了很多实

际问题,极大推动了运筹学研究和运筹学方法在很多领域的应用。三是电子计算机的出现

和快速发展,以及运筹学算法相关软件包的出现,进一步推动了运筹学的应用,使得运筹学

解决实际问题的能力得到了极大的提高。

1.2 简要说明运筹学在企业经营管理决策中的地位和作用。
运筹学为企业经营管理决策提供定量和定性分析,科学评估各种决策方案。企业经营

管理是运筹学的源头,运筹学的思想贯穿了企业经营管理的全过程,并在企业战略管理、生
产计划、市场营销、运输问题、库存管理、财务会计、售后服务等方面发挥重要的作用。

1.3 为什么说建立相应模型是运筹学中最重要的部分?
运筹学中的主要模型是数学模型,数学模型最主要的优点是能更简洁地描述问题,有助

于对问题整体结构的理解,有助于揭示重要的因果关系,通过这种表示方式,可以更清楚地

表明哪些数据与问题有关,有助于从整体上理解和处理问题,并同时考虑到所有的相关关

系。数学模型还可以搭建一个桥梁,使得人们能够利用数学技术和计算机来分析问题。运

筹学模型是运筹学解决大部分实际问题的一个必不可少的工具,没有模型,大部分问题就无

从谈起,没法为决策者提供科学决策的依据。

1.4 如何理解运筹学解决问题的目标从追求“最优”向“满意”的转变?
运筹学的目的是帮助决策者找到相关问题的最佳解决方案,运筹学的很多相关分支已

经给出了如何求解问题最优解的方法、计算机程序和相应软件包。但是,这些最佳方案是针

对所使用的模型而言的,只是根据所设计的模型求解而得到的“最优解”。由于模型只是实

际问题的理想化而不是精确的表示,因此并不能保证根据模型得到的“最佳解决方案”就是

解决实际问题的最佳方案。另外,在实际应用中,由于主客观条件的限制,满意解比最优解

更为普遍。从而,在实际问题解决中,围绕最优解,采用满意解不失为一个务实的做法。
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【本章学习要求】

1.
  

掌握线性规划的图解法及其几何意义。

2.
  

理解线性规划的标准型和规范型。

3.
  

掌握单纯形法原理。

4.
  

掌握运用单纯形表计算线性规划问题的步骤及解法。

5.
  

运用两阶段法和大 M 法求解线性规划问题,以及运用人工变量法求解非规范型的

线性规划问题。

6.
  

掌握任何基可行解原表及单纯形表的对应关系。

【主要概念及算法】

1.
 

线性规划问题的数学模型

目标函数:
 

max(或min)z=
n

j=1
cjxj

约束条件:
 

n

j=1
aijxj ≤ (=,≥)bi, (i=1,2,…,m)

xj ≥0, (j=1,2,…,n)










其中,xj(j=1,2,…,n)为决策变量;
 

aij(i=1,2,…,m;
 

j=1,2,…,n)为工艺系数;
 

bi(i=1,
2,…,m)为资源系数;

 

cj(j=1,2,…,n)为价值系数。
其标准型为

max
 

z=
n

j=1
cjxj

s.t.
n

j=1
aijxj =bi, (i=1,2,…,m)

xj ≥0, (j=1,2,…,n)










2.
 

图解法

对于只含两个变量的线性规划问题,可通过在平面上作图的方法求解。
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解法的步骤如下:
 

(1)
 

建立平面直角坐标系;
 

(2)
 

图示约束条件,找出可行域;
 

(3)
 

图示目标函数,即为一条直线;
 

(4)
 

将目标函数直线沿其法线方向在可行域内向可行域边界平移直至目标函数达到最

优值为止,目标函数达到最优值的点就为最优点。

3.
 

线性规划问题的解的概念

线性规划问题:

max
 

z=
n

j=1
cjxj (2-1)

s.t.
n

j=1
aijxj =bi, (i=1,2,…,m)

xj ≥0, (j=1,2,…,n)










(2-2)
(2-3)

  (1)
 

可行解:
 

满足约束条件(2-2)和(2-3)的解X=(x1,x2,…,xn)
T。

(2)
 

最优解:
 

使目标函数(2-1)达到最大值的可行解。
(3)

 

基:
 

设A 为约束方程组(2-2)的m×n 阶系数矩阵,设n>m,其秩为m,B 为矩阵A
中的一个m×m 阶的满秩子矩阵,则称B 为线性规划问题的一个基。不失一般性,设

B=

a11 a12 … a1m
a21 a22 … a2m
︙ ︙ ︙

am1 am2 … amm























=(P1,P2,…,Pm)

B 中每一个列向量Pj(j=1,2,…,m)称为基向量,与基向量Pj 对应的变量xj 称为基变

量。除基变量以外的变量为非基变量。
(4)

 

基本解:
 

在约束方程组(2-2)中,令所有非基变量xm+1=xm+2=…=xn=0,此时

方程组(2-2)有唯一解XB=(x1,x2,…,xm)
T,将此解加上非基变量取0的值有X=(x1,

x2,…,xm,0,0,…,0)
T,称X 为线性规划问题的基本解。

(5)
 

基本可行解:
  

满足非负条件(2-3)的基本解。
(6)

 

可行基:
 

对应于基本可行解的基。

4.
 

单纯形法迭代原理

(1)
 

数学模型化为标准型

具备以下条件的数学模型称为单纯形法标准型:
 

①
 

等式约束条件;
 

②
 

右边常数非负;
 

③
 

变量非负;
 

④
 

目标函数为max型。
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  (2)
 

数学模型化为规范型

具备以下条件的数学模型称为单纯形法规范型:
 

①
 

标准型;
 

②
 

约束条件系数矩阵中至少含有一个单位子矩阵,对应的变量为基变量;
 

③
 

目标函数中不含基变量。
(3)

 

确定初始基本可行解

在规范型数学模型中,令非基变量xj=0,求出基变量xi,即得初始基本可行解。
(4)

 

最优性检验

在得到初始基本可行解后,要检验一下是否为最优解。若是,则停止迭代;
 

若否,则继

续迭代,但每次迭代后都要检验一下当前解是否为最优解。有如下的判别准则:
 

①
 

最优解判别定理:
 

若 X(0)=(b'1,b'2,…,b'm,0,0,…,0)
T 为对应于基B 的基本

可行解,且对于一切j=m+1,m+2,…,n 有σj≤0,则X(0)为最优解,其中,σj 为检验数,

σj=cj-
n

i=1
cia'ij。

②
 

无穷多最优解判别定理:
 

若X(0)=(b'1,b'2,…,b'm,0,0,…,0)
T 为一个基可行解,对

于一切j=m+1,m+2,…,n,有σj≤0,又存在某个非基变量的检验数σm+k=0,则线性规

划问题有无穷多最优解。

③
 

无界解判别定理:
 

若X(0)=(b'1,b'2,…,b'm,0,0,…,0)
T 为一个基可行解,有一个非基

变量的检验数σm+k>0,并且对i=1,2,…,m,有ai,m+k≤0,那么该线性规划问题为无界解。

5.
 

单纯形法的计算步骤
 

(1)
 

单纯形表

将目标函数与约束条件一起组成n+1个变量、m+1个方程的方程组

x1 +a1,m+1xm+1+…+a1nxn =b1
x2 +a2,m+1xm+1+…+a2nxn =b2

⋱  ︙

xm +am,m+1xm+1+…+amnxn =bm

-z+c1x1+c2x2+…+cmxm +cm+1xm+1+…+cnxn =0















(2-4)

将上述式(2-4)写成增广矩阵形式

-z x1 x2 … xm xm+1 … xn b

0 1 0 … 0 a1,m+1 … a1n b1
0 0 1 … 0 a2,m+1 … a2n b2
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … 1 am,m+1 … amn bm

1 c1 c2 … cm cm+1 … cn 0








































(2-5)

将z看作不参与基变换的基变量,它的系数与x1,x2,…,xm 的系数构成一个基,这时可用

初等行变换将c1,c2,…,cm 变为零,使其对应的系数矩阵为单位矩阵,得
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-z x1 x2 … xm xm+1 … xn b

0 1 0 … 0 a1,m+1 … a1n b1
0 0 1 … 0 a2,m+1 … a2n b2
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … 1 am,m+1 … amn bm

1 0 0 … 0 cm+1-
m

i=1
ciai,m+1 … cn -

m

i=1
ciain -

m

i=1
cibi

































(2-6)
可根据式(2-6)的增广矩阵,设计一种计算表,即单纯形表,如表2-1所示。

 

  表 2-1

cj→ c1 c2 … cm cm+1 … cn

CB XB b x1 x2 … xm xm+1 … xn

θi

c1 x1 b1 1 0 … 0 a1,m+1 … a1n θ1
c2 x2 b2 0 1 … 0 a2,m+1 … a2n θ2
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
cm xm bm 0 0 … 1 am,m+1 … amn θm

-z -∑
m

i=1
cibi 0 0 … 0 cm+1-∑

m

i=1
ciai,m+1 … cn-∑

m

i=1
ciain

对于表2-1:
 

XB 列中填入基变量,这里是x1,x2,…,xm;

CB 列中填入基变量的价值系数,它们是与基变量相对应的,这里是c1,c2,…,cm;
 

b列中填入约束方程组右端的常数。

cj 行中填入各变量的价值系数c1,c2,…,cn;
 

θi 列的数字是在确定换入变量后,按θ
规则计算后填入;

 

最后一行是检验数行,对应各变量xj 的检验数σj 是

σj =cj -
m

i=1
ciaij, (j=1,2,…,n)

表2-1称为初始单纯形表,以它为起点进行迭代,每迭代一次就得到一个新的单纯形表。
(2)

 

单纯形法的计算步骤

①
 

找出初始可行基,确定初始基本可行解,建立初始单纯形表;
 

②
 

检验各非基变量xj 的检验数σj=cj-
m

i=1
ciaij ,若

σj ≤0, (j=m+1,m+2,…,n)
则已得到最优解,停止计算。否则转入下一步;

 

③
 

在σj>0,j=m+1,m+2,…,n 中,若有某个σk 对应xk 的系数列向量Pk≤0,则此

问题为无界解,停止计算。否则转入下一步;
 

④
 

根据max
j
(σj>0)=σk,确定xk 为换入变量,按θ规则计算



7    

θ=min
i

bi

aik
aik >0  =bl

alk

  由此确定xl 为换出变量,转入下一步。

⑤
 

以alk 为主元素进行迭代,把xk 所对应的列向量

Pk =

a1k
a2k
︙

amk





















,变换为

0
0
︙

1
0























 ← 第l个分量

将XB 列中的xl 换为xk,得到新的单纯形表,重复步骤②~步骤⑤直到终止。
注意:

 

i)
 

进行迭代后,在b列中出现0,此时为退化情况;
 

ii)
 

当在计算中遇到两个或更多的相同θ值时,则从相同θ所对应的基变量中,选择下

标最大的那个基变量为换出变量。

6.
 

单纯形法的进一步讨论
 

在规划模型化为标准型后,当其约束条件的系数矩阵中不存在单位矩阵时,需再添加新

的变量,使其含有单位矩阵,此时的新加变量为人工变量,这种化为标准型的方法称为人工

变量法。
对于解决有人工变量的线性规划问题,有以下两种方法。
(1)

 

大M 法

在一个线性规划问题的约束条件中加入人工变量后,要求人工变量不受目标函数取值

的影响,假定人工变量在目标函数中的系数为-M(M 为任意大的正数),这样目标函数要

实现最大化时,必须把人工变量换出,否则目标函数不可能实现最大化。
(2)

 

两阶段法

第一阶段:
 

求解一个目标函数仅含人工变量,且为最小化的线性规划问题,其有两种可

能结果:
 

①
 

目标函数最优值为0,则去掉人工变量转入第二阶段;
 

②
 

目标函数最优值不为0,则原问题无可行解,停止计算。
第二阶段:

 

去掉第一阶段中的人工变量,将第一阶段得到的最优解作为初始基本可行

解,利用单纯形法继续进行迭代,直至终止。

7.
 

单纯形法小结

如何化为规范型及如何选取初始基变量,见表2-2。

  表 2-2

线性规划模型 化为规范型

变
 
量

xj≥0

xj≤0

xj 无约束

不变

令x'j=-xj 则x'j≥0

令xj=x'j-x″j,且x'j,x″j≥0



8    

续表

线性规划模型 化为规范型

约

束

条

件

右
端
项

bi≥0

bi≤0

不变

约束条件两端乘以-1

形
 
式

∑
n

j=1
aijxj ≤bi

∑
n

j=1
aijxj =bi

∑
n

j=1
aijxj ≥bi

∑
n

j=1
aijxj +xsi =bi

∑
n

j=1
aijxj +xai =bi

∑
n

j=1
aijxj -xsi+xai =bi

目
标
函
数

极
大
或
极
小

max
 

z=∑
n

j=1
cjxj 不变

min
 

z=∑
n

j=1
cjxj 令z'=-z,则 max

 

z'=∑
n

j=1
cjxj

变
量
前
的
系
数

加松弛变量xsi 时 max
 

z=∑
n

j=1
cjxj +∑

i
0·xsi

加人工变量xai 时 max
 

z=∑
n

j=1
cjxj -∑

i
Mxai

【课后习题全解】

2.1 用图解法求解下列线性规划问题,并指出问题是具有唯一最优解、无穷多最优解、
无界解还是无可行解?

(1)
 

max
 

z=x1+3x2

    

5x1+10x2≤50

x1+x2≥1

x2≤4

x1,x2≥0













          

(2)
 

min
 

z=x1+1.5x2

    

x1+3x2≥3

x1+x2≥2

x1,x2≥0










(3)
 

max
 

z=2x1+2x2

    

x1-x2≥-1

-0.5x1+x2≤2

x1,x2≥0










(4)
 

max
 

z=x1+x2

    

x1-x2≥0

3x1-x2≤-3

x1,x2≥0










解 (1)
 

图2-1中的阴影部分为此线性规划问题的可行域,目标函数z=x1+3x2,即

x2=-
1
3x1+

z
3

是斜率为-
1
3

的一族平行线,易知x1=3,x2=0为可行解,由线性规划的

性质知,其最值在可行域的顶点取得,将直线x1+3x2=3沿其法线方向逐渐向上平移,直
至A 点,A 点坐标为(2,4)。

所以 max
 

z=2+3×4=14
此线性规划问题有唯一最优解。
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图 2-1

(2)
 

图2-2中的阴影部分为此线性规划问题的可行域,目标函数z=x1+1.5x2,即

x2=-
2
3x1+

2
3z

是斜率为-
2
3

的一族平行线,易知x1=3,x2=0为可行解,由线性规划

的性质知,其最值在可行域的顶点取得。

图 2-2

将直线x1+1.5x2=3沿其法线方向逐渐向下平移,直至B 点,B 点坐标为 3
2
,1
2  。

所以 min
 

z=
3
2+1.5×

1
2=

9
4

此线性规划问题有唯一最优解。
(3)

 

图2-3中阴影部分为此线性规划问题的可行域,目标函数z=2x1+2x2,即

x2=-x1+
z
2

是斜率为-1的一族平行线,易知x1=0,x2=0为可行解。在将直线

2x1+2x2=0沿其法线方向逐渐向上平移的过程中发现,目标函数的值可以增加到无穷

大,故此线性规划问题为无界解。
(4)

 

如图2-4所示,此问题的可行域为空集,故此线性规划问题无可行解。
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图 2-3
  

图 2-4

图 2-5

2.2 分别考虑下面的两个线性规划问题,其中c
 

为

一个参数。

maxz=cx1+x2

s.t.

x1+x2≤8

2x1+x2≤12

x2≤6

x1,x2≥0












minz=x1+cx2

s.t.

x1+x2≤8

2x1+x2≤12

x2≤6

x1,x2≥0













  解 (1)
 

目标函数max
 

z=cx1+x2,则x2=-cx1+z=kx1+z,其中斜率k=-c.而
直线x1+x2=8,2x1+x2=12,x2=6的斜率分别为-1,-2,0。

可由表2-3得出最优解的情况。

表 2-3

c值 最优解

c<0 A 点

c=0 AB 段

0<c<1 B 点

c=1 BC 段

1<c<2 C 点

c=2 CD 段

c>2 D 点
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(2)
 

根据线性规划的极值都在顶点或者边界取得的原理,把5个顶点A、B、C、D、O 对

应的函数值求出来,进行目标函数值比较,见表2-4。

表 2-4

A(0,6) B(2,6) C(4,4) D(6,0) O(0,0)

z=x1+cx2 6c 2+6c 4+4c 6 0

目标函数min
 

z=x1+cx2
很显然6c<2+6c 0<6
只需要比较A、C、O 三个点及它们所组成的线段。
当c>0时,min{6c,4+4c,0}=0,在O 点取得最小值。
当c=0时,min{6c,4+4c,0}=0,且6c=0,在线段OA 取得最小值。
当c<0时,min{6c,4+4c,0}=6c,在A 点取得最小值。

2.3 将下列线性规划问题变换成标准型,并列出初始单纯形表。
(1)

 

min
 

z=-3x1+4x2-2x3+5x4

    

4x1-x2+2x3-x4=-2

x1+x2+3x3-x4≤14

-2x1+3x2-x3+2x4≥2

x1,x2,x3≥0,x4 无约束













(2)
 

max
 

s=zk/pk

    

zk =
n

i=1

m

k=1
αikxik


m

k=1
-xik =-1, (i=1,…,n)

xik ≥0, (i=1,…,n;
 

k=1,…,m)















解 (1)
 

将此线性规划问题化为标准型。
令x4=x5-x6,z'=-z。其中,x5,x6≥0。

  所以 max
 

z'=-min(-z')=-min
 

z
则得到标准型为

max
 

z'=3x1-4x2+2x3-5(x5-x6)+0·x7+0·x8-Mx9-Mx10

s.t.

-4x1+x2-2x3+x5-x6+x10=2

 x1+x2+3x3-x5+x6+x7=14

-2x1+3x2-x3+2x5-2x6-x8+x9=2

x1,x2,x3,x5,x6,x7,x8,x9,x10≥0













其中,M 是一个任意大的正数。
初始单纯形表见表2-5。
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  表 2-5

cj→ 3 -4 2 -5 5 0 0 -M -M
CB XB b x1 x2 x3 x5 x6 x7 x8 x9 x10

θi

-M x10 2 -4 1 -2 1 -1 0 0 0 1 2
0 x7 14 1 1 3 -1 1 1 0 0 0 14

-M x9 2 -2 [3] -1 2 -2 0 -1 1 0 2
3

-z' 4M 3-6M 4M-4 2-3M 3M-5 5-3M 0 -M 0 0

(2)
 

在上述问题的约束条件中加入人工变量x1,x2,…,xn,得

max
 

s=
1
pk

n

i=1

m

k=1
αikxik -Mx1-Mx2-…-Mxn

s.t.
xi+

m

k=1
xik =1, (i=1,2,…,n)

xik ≥0,xi ≥0, (i=1,2,…,n;
 

k=1,2,…,m) 
其中,M 是一个任意大的正数。

初始单纯形表见表2-6。

  表 2-6

cj -M -M … -M
a11
pk

a12
pk

… a1m
pk

… an1

pk

an2

pk
… amn

pk

CB XB b x1 x2 … xn x11 x12 … x1m … xn1 xn2 … xmn

θi

-M x1 1 1 0 … 0 1 1 … 1 … 0 0 … 0
-M x2 1 0 1 … 0 0 0 … 0 … 0 0 … 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
-M xn 1 0 0 … 1 0 0 … 0 … 1 1 … 1

-s nM 0 0 … 0
a11
pk
+M

a12
pk
+M … a1m

pk
+M … an1

pk
+M

an2

pk
+M …amn

pk
+M

2.4 在下面的线性规划问题中找出满足约束条件的所有基本解,指出哪些是基本可行

解,并代入目标函数,确定哪一个是最优解。
(1)

 

max
 

z=2x1+3x2+4x3+7x4

  

2x1+3x2-x3-4x4=8

x1-2x2+6x3-7x4=-3

x1,x2,x3,x4≥0










(2)
 

min
 

z=5x1-2x2+3x3-6x4

  

x1+2x2+3x3+4x4=7

2x1+x2+x3+2x4=3

x1,x2,x3,x4≥0










解 (1)
 

此线性规划问题的系数矩阵A 为

2 3 -1 -4
1 -2 6 -7
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令 A=(P1,P2,P3,P4)

则 P1=
2
1




 




 , P2=

 3
-2




 




 , P3=

-1
 6




 




 , P4=

-4
-7




 






  ①
 

因为P1,P2 线性无关,所以(P1,P2)为基,x1,x2 为基变量。

所以
2x1+3x2=8+x3+4x4
x1-2x2=-3-6x3+7x4 

令非基变量x3,x4=0,得
2x1+3x2=8

x1-2x2=-3 
解得

x1=1

x2=2 
基解X(1)=(1,2,0,0)T 为可行解。

z1=2×1+3×2+4×0+7×0=8
  ②

 

因为P1,P3 线性无关,所以(P1,P3)为基,x1,x3 为基变量。

所以
2x1-x3=8-3x2+4x4
x1+6x3=-3+2x2+7x4 

令非基变量x2,x4=0,得
2x1-x3=8

x1+6x3=-3 
解得

x1=
45
13

x3=-
14
13












由于x3=-
14
13<0

,与约束条件x1,x2,x3,x4≥0矛盾,基解X(2)= 4513
,0,-

14
13
,0  T 是非

可行解。

③
 

因为P1,P4 线性无关,所以(P1,P4)为基,x1,x4 为基变量。

所以 
2x1-4x4=8-3x2+x3
x1-7x4=-3+2x2-6x3 

令非基变量x2,x3=0,得
2x1-4x4=8

x1-7x4=-3 
解得

x1=
34
5

x4=
7
5
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基解X(3)= 345
,0,0,

7
5  T 为可行解。

z3=2×
34
5+3×0+4×0+7×

7
5=

117
5

  ④
 

因为P2,P3 线性无关,所以(P2,P3)为基,x2,x3 为基变量。

所以 
3x2-x3=8-2x1+4x4
-2x2+6x3=-3-x1+7x4 

令非基变量x1,x4=0,得

3x2-x3=8

-2x2+6x3=-3 
解得

x2=
45
16

x3=
7
16











基解X(4)= 0,
45
16
,7
16
,0  T 为可行解。

z4=2×0+3×
45
16+4×

7
16+7×0=

163
16

  ⑤
 

因为P2,P4 线性无关,所以(P2,P4)为基,x2,x4 为基变量。

所以 
3x2-4x4=8-2x1+x3
-2x2-7x4=-3-x1-6x3 

令非基变量x1,x3=0,得

3x2-4x4=8

-2x2-7x4=-3 
解得

x2=
68
29

x4=-
7
29












由于x4=-
7
29<0

,与x4≥0矛盾,基解X(5)= 0,
68
29
,0,-

7
29  T 为非可行解。

⑥
 

因为P3,P4 线性无关,所以(P3,P4)为基,x3,x4 为基变量。

所以 
-x3-4x4=8-2x1-3x2
6x3-7x4=-3-x1+2x2 

令非基变量x1,x2=0,得

-x3-4x4=8

6x3-7x4=-3 
解得
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x3=-
68
31

x4=-
45
31












由于x3<0,x4<0,基解X(6)= 0,0,-
68
31
,-
45
13  T 为非可行解。

比较z1,z3,z4,可知z3=
117
5

为最大值。

所以,最优解为 X(3)= 345
,0,0,

7
5  T。

(2)
 

此线性规划问题的系数矩阵A 为

1 2 3 4
2 1 1 2




 






令 A=(P1,P2,P3,P4)

则 P1=
1
2




 




 , P2=

2
1




 




 , P3=
3
1




 



 , P4=

4
2




 






  ①
 

因为P1,P2 线性无关,所以(P1,P2)为基,x1,x2 为基变量。

所以
x1+2x2=7-3x3-4x4
2x1+x2=3-x3-2x4 

令非基变量x3,x4=0,得
x1+2x2=7

2x1+x2=3 
解得

x1=-
1
3

x2=
11
3












基解X(1)= -
1
3
,11
3
,0,0  T 为非可行解。

②
 

因为P1,P3 线性无关,所以(P1,P3)为基,x1,x3 为基变量。

所以 
x1+3x3=7-2x2-4x4
2x1+x3=3-x2-2x4 

令非基变量x2,x4=0,得

x1+3x3=7

2x1+x3=3 
解得

x1=
2
5

x3=
11
5
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基解X(2)= 5
2
,0,
11
5
,0  T 为可行解。

z2=5×
2
5-2×0+3×

11
5-6×0=

43
5

  ③
 

因为P1,P4 线性无关,所以(P1,P4)为基,x1,x4 为基变量。

所以 
x1+4x4=7-2x2-3x3
2x1+2x4=3-x2-x3 

令非基变量x2,x3=0,得
x1+4x4=7

2x1+2x4=3 
解得

x1=-
1
3

x4=
11
6











由于x1=-
1
3<0

,基解X(3)= -
1
3
,0,0,

11
6  T 为非可行解。

④
 

因为P2,P3 线性无关,所以(P2,P3)为基,x2,x3 为基变量。

所以 
2x2+3x3=7-x1-4x4
x2+x3=3-2x1-2x4 

令非基变量x1,x4=0,得
2x2+3x3=7

x2+x3=3 
解得

x2=2

x3=1 
基解X(4)=(0,2,1,0)T 为可行解。

z4=5×0-2×2+3×1-6×0=-1
  ⑤

 

因为P2,P4 线性相关,所以x2,x4 不能构成基变量。

⑥
 

因为P3,P4 线性无关,所以(P3,P4)为基,x3,x4 为基变量。

所以 
3x3+4x4=7-x1-2x2
x3+2x4=3-2x1-x2 

令非基变量x1,x2=0,得
3x3+4x4=7

x3+2x4=3 
解得

x3=1

x4=1 
基解X(6)=(0,0,1,1)T 为可行解。



17   

z6=5×0-2×0+3×1-6×1=-3

由z2=
43
5
,z4=-1,z6=-3,min

43
5
,-1,-3  =-3,可知z6=-3为最小值。

所以,最优解为X(6)=(0,0,1,1)T。

2.5 考虑下面的线性规划问题,其中c为一个参数。

maxz=x1+cx2

s.t.

x1+x2≤8

4x1+x2≤24

x2≤4

x1,x2≥0













请结合单纯形法,探讨当参数c
 

在什么范围内取值时,最优解分别在可行域的A、B
 

、C、D
点处获得?

图 2-6

解 如表2-7所示。

表 2-7

A(
 

0,4) B(4,4) C 16
3
,8
3  D(6,0) O(0,0)

z=x1+cx2 4c 4+4c 16
3+

8c
3 6 0

由于4+4c>4c,6>0

只需比较4+4c,
16
3+

8
3c

与6的大小关系。

当c<
1
4

时,在D 点取得

当c=
1
4

时,在CD 线段上取得

当1
4<c<

1
2

时,在C 点取得
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当c=
1
2

时,在BC 线段上取得

当c>
1
2

时,在B 点取得。

2.6 分别用单纯形法中的大M 法和两阶段法求解下述线性规划问题,并指出属哪一

类解。
(1)

 

max
 

z=2x1+3x2-5x3

    

x1+x2+x3=7

2x1-5x2+x3≥10

x1,x2,x3≥0








      

(2)
 

max
 

z=10x1+15x2+12x3

    

5x1+3x2+x3≤9

-5x1+6x2+15x3≤15

2x1+x2+x3≥5

x1,x2,x3≥0












解
 

(1) 解法一:
 

大M 法

将上述问题化为标准型,并加入人工变量,得
max

 

z=2x1+3x2-5x3-Mx4+0·x5-Mx6

s.t.

x1+ x2+ x3+x4=7

2x1-5x2+x3-x5+x6=10

x1,x2,x3,x4,x5,x6≥0










其中,M 是一个任意大的正数。
对于此线性规划问题,用单纯形表进行计算,见表2-8。

  表 2-8

cj 2 3 -5 -M 0 -M
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

θi

-M x4 7 1 1 1 1 0 0 7
-M x6 10 [2] -5 1 0 -1 1 5
-z 17M 3M+2 3-4M 2M-5 0 -M 0

-M x4 2 0 7
2  1

2 1 1
2 -

1
2

4
7

2 x1 5 1 -
5
2

1
2 0 -

1
2

1
2 -

-z 2M-10 0 7
2M+8

1
2M-6 0 1

2M+1 -
3
2M-1

3 x2
4
7 0 1 1

7
2
7

1
7 -

1
7

2 x1
45
7 1 0 6

7
5
7 -

1
7

1
7

-z -
102
7 0 0 -

50
7 -M-

16
7 -

1
7 -M+

1
7

由表2-8可得,此线性规划问题的最优解

X* =
45
7
,4
7
,0,0,0,0  T
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目标函数最优值 max
 

z=
102
7

此线性规划问题有唯一最优解。
解法二:

 

两阶段法

第一阶段的数学模型为

min
 

w=x4+x6

s.t.
x1+x2+x3+x4=7
2x1-5x2+x3-x5+x6=10
x1,x2,x3,x4,x5,x6≥0









对于此线性规划问题用单纯形表进行计算,见表2-9。

  表 2-9

cj 0 0 0 1 0 1
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

θi

1 x4 7 1 1 1 1 0 0 7
1 x6 10 [2] -5 1 0 -1 1 5
-w -17 -3 4 -2 0 1 0

1 x4 2 0 7
2  1

2 1 1
2 -

1
2

4
7

0 x1 5 1 -
5
2

1
2 0 -

1
2

1
2 -

-w -2 0 -
7
2 -

1
2 0 -

1
2

3
2

0 x2
4
7 0 1 1

7
2
7

1
7 -

1
7

0 x1
45
7 1 0 6

7
5
7 -

1
7

1
7

-w 0 0 0 0 1 0 1

由表2-9可得:
 

第一阶段的最优解

X* =
45
7
,4
7
,0,0,0,0  T

为原线性规划问题的基本可行解。
目标函数的最优值 min

 

w=0
  第二阶段单纯形表,见表2-10。

  表 2-10

cj 2 3 -5 0
CB XB b x1 x2 x3 x5

θi

3 x2
4
7 0 1 1

7
1
7

2 x1
45
7 1 0 6

7 -
1
7

-z -
102
7 0 0 -

50
7 -

1
7

由表2-10可得原线性规划问题的最优解
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X* =
45
7
,4
7
,0,0,0,0  T

目标函数最优值 max
 

z=
102
7

此线性规划问题具有唯一最优解。
解

 

(2) 解法一:
 

大M 法

将上述问题化为标准型,并加入人工变量,得
 

max
 

z=10x1+15x2+12x3+0·x4+0·x5+0·x6-Mx7

s.t.

5x1+3x2+x3+x4=9

-5x1+6x2+15x3+x5=15

2x1+x2+x3-x6+x7=5

x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7≥0













其中M 是一个任意大的正数。
对于此线性规划问题,用单纯形表进行计算,见表2-11。

  表 2-11

cj 10 15 12 0 0 0 -M
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

θi

0 x4 9 [5] 3 1 1 0 0 0 9
5

0 x5 15 -5 6 15 0 1 0 0 -

-M x7 5 2 1 1 0 0 -1 1 5
2

-z 5M 2M+10 M+15 M+12 0 0 -M 0

10 x1
9
5 1 3

5
1
5

1
5 0 0 0 9

0 x5 24 0 9 [16] 1 1 0 0 3
2

-M x7
7
5 0 -

1
5

3
5 -

2
5 0 -1 1 7

3

-z 7
5M-18 0 9-

1
5M

3
5M+10 -

2
5M-2 0 -M 0

10 x1
3
2 1 39

80 0 3
16 -

1
80 0 0

12 x3
3
2 0 9

16 1 1
16

1
16 0 0

-M x7
1
2 0 -

43
80 0 -

7
16 -

3
80 -1 1

-z M
2-33 0 27

8-
43
80M 0 -

21
8-

7
16M -

5
8-

3
8M -M 0

由表2-11可得:
 

所有的非基变量的检验数均为负,而存在人工变量x7=
1
2
。所以原线性规划问题无可

行解。
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解法二:
 

两阶段法

第一阶段的数学模型为
 

min
 

w=x7

s.t.

5x1+3x2+x3+x4=9

-5x1+6x2+15x3+x5=15

2x1+x2+x3-x6+x7=5

x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7≥0













对于此线性规划问题,用单纯形表进行计算,见表2-12。

  表 2-12

cj 0 0 0 0 0 0 1

CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
θi

0 x4 9 [5] 3 1 1 0 0 0 9
5

0 x5 15 -5 6 15 0 1 0 0 -

1 x7 5 2 1 1 0 0 -1 1 5
2

-w -5 -2 -1 -1 0 0 1 0

0 x1
9
5 1 3

5
1
5

1
5 0 0 0 9

0 x5 24 0 9 [16] 1 1 0 0 3
2

1 x7
7
5 0 -

1
5

3
5 -

2
5 0 -1 1 7

3

-w -
7
5 0 1

5 -
3
5

2
5 0 1 0

0 x1
3
2 1 39

80 0 3
16 -

1
80 0 0

0 x3
3
2 0 9

16 1 1
16

1
16 0 0 0

1 x7
1
2 0 -

43
80 0 -

7
16 -

3
80 -1 1

-w -
1
2 0 43

80 0 7
16

3
80 1 0

由表2-12可得:
 

所有的非基变量的检验数均为正。而存在人工变量x7=
1
2
。所以原

线性规划问题无可行解。

2.7 求下述线性规划问题目标函数z的上界z-*和下界z*

max
 

z=c1x1+c2x2

  

a11x1+a12x2≤b1
a21x1+a22x2≤b2
x1,x2≥0










其中:
 

1≤c1≤3,4≤c2≤6,8≤b1≤12,10≤b2≤14,-1≤a11≤3,2≤a12≤5,2≤a21≤
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4,4≤a22≤6。

解 z的上界z-*可由如下的线性规划模型求得

max
 

z=3x1+6x2

  

-x1+2x2≤12

2x1+4x2≤14

x1,x2≥0










  加入松弛变量x3,x4,得到该线性规划问题的标准型

max
 

z=3x1+6x2+0·x3+0·x4

  

-x1+2x2+x3=12

x1+2x2+x4=7

x1,x2,x3,x4≥0










  计算结果如表2-13所示。

  表 2-13

cj 3 6 0 0
CB XB b x1 x2 x3 x4

θi

0 x3 12 -1 2 1 0 6

0 x4 7 1 2 0 1 7
2

cj-zj 3 6 0 0
0 x3 5 -2 0 1 -1

6 x2
7
2

1
2 1 0 1

2
cj-zj 0 0 0 -3

由表2-13可知,最优解X*= 0,
7
2
,5,0  T,目标函数z的上界z-*=6×

7
2=21

。由于

存在非基变量检验数σ=0,故该线性规划问题有无穷多最优解。

z的下界z*,可由如下的线性规划模型得到

max
 

z=x1+4x2

  

3x1+5x2≤8

4x1+6x2≤10

x1,x2≥0










  加入松弛变量x3,x4,可以得到该线性规划问题的标准型

max
 

z=x1+4x2+0·x3+0·x4

  

3x1+5x2+x3=8

2x1+3x2+x4=5

x1,x2,x3,x4≥0










  计算结果如表2-14所示。
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  表 2-14

cj 1 4 0 0

CB XB b x1 x2 x3 x4
θi

0 x3 8 3 5 1 0 8
5

0 x4 5 2 3 0 1 5
3

cj-zj 1 4 0 0

4 x2
8
5

3
5 1 1

5 0

0 x4
1
5

1
5 0 -

3
5 1

cj-zj -
7
5 0 -

4
5 0

由表2-14可知,最优解为X*=0,
8
5
,0,
1
5  T,目标函数z的下界z*=0+4×

8
5=
32
5
。

2.8 表2-15是某求极大化线性规划问题计算得到的单纯形表。表中无人工变量,a1,

a2,a3,d,c1,c2 为待定常数。试说明这些常数分别取何值时,以下结论成立。
(1)

 

表中解为唯一最优解;
 

(2)
 

表中解为最优解,但存在无穷多最优解;
 

(3)
 

该线性规划问题具有无界解;
 

(4)
 

表中解非最优,为对解改进,当换入变量为x1,换出变量为x6。

  表 2-15

基 b x1 x2 x3 x4 x5 x6
x3 d 4 a1 1 0 a2 0

x4 2 -1 -3 0 1 -1 0

x6 3 a3 -5 0 0 -4 1

cj-zj c1 c2 0 0 -3 0

解 (1)
 

当解为唯一最优解时,必有d≥0,c1<0,c2<0。
(2)

 

当解为最优解,但存在无穷多最优解时,必有d≥0,c1≤0,c2=0或d≥0,c1=0,

c2≤0。
(3)

 

当该问题为无界解时,必有d≥0,c1≤0,c2>0且a1≤0。
(4)

 

当解为非最优,为对解进行改进,当换入变量为x1,换出变量为x6,必有d≥0,

c1>0,且c1≥c2,a3>0,
3
a3
<
d
4
。

2.9 某昼夜服务的公交线路每天各时间段内所需司机和乘务人员数如下:
 

班次 时 间 所需人数

1 6:
 

00 — 10:
 

00 60
2 10:

 

00 — 14:
 

00 70
3 14:

 

00 — 18:
 

00 60
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4 18:
 

00 — 22:
 

00 50
5 22:

 

00 — 2:
 

00 20
6 2:

 

00 — 6:
 

00 30
设司机和乘务人员分别在各时间区段一开始时上班,并连续工作八小时,问该公交线路至少

配备多少名司机和乘务人员。列出这个问题的线性规划模型。
解 设xk(k=1,2,3,4,5,6)表示xk 名司机和乘务人员第k 班次开始上班。由题

意,有

min
 

z=x1+x2+x3+x4+x5+x6

s.t.

x6+x1≥60

x1+x2≥70

x2+x3≥60

x3+x4≥50

x4+x5≥20

x5+x6≥30

x1,x2,x3,x4,x5,x6≥0



















  2.10 某糖果厂用原料A、B、C 加工成三种不同牌号的糖果甲、乙、丙。已知各种牌号

糖果中A、B、C 含量,原料成本,各种原料的每月限制用量,三种牌号糖果的单位加工费及

售价如表2-16所示。

  表 2-16

甲 乙 丙
原料成本
(元/千克)

每月限制用量
(千克)

A
B
C

≥60%

≤20%

≥15%

≤60% ≤50%

2.00
1.50
1.00

2000
2500
1200

加工费(元/千克)
售  价

0.50
3.40

0.40
2.85

0.30
2.25

问该厂每月应生产这三种牌号糖果各多少千克,使该厂获利最大? 试建立这个问题的

线性规划的数学模型。
解 设x1,x2,x3 分别为甲糖果中A,B,C 的成分;

 

x4,x5,x6 分别为乙糖果中A,B,

C 的成分;
 

x7,x8,x9 分别为丙糖果中A,B,C 的成分。由题意,有

max
 

z=(3.40-0.50)×(x1+x2+x3)+(2.85-0.40)×(x4+x5+x6)+
(2.25-0.30)×(x7+x8+x9)-2.00×(x1+x4+x7)-

1.50×(x2+x5+x8)-1.00×(x3+x6+x9)
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s.t.

x1
x1+x2+x3

≥0.6

x3
x1+x2+x3

≤0.2

x4
x4+x5+x6

≥0.15

x6
x4+x5+x6

≤0.6

x9
x7+x8+x9

≤0.5

x1+x4+x7≤2000

x2+x5+x8≤2500

x3+x6+x9≤1200

x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9≥0































对上式进行整理得到所求问题的线性规划模型:

max
 

z=0.9x1+1.4x2+1.9x3+0.45x4+0.95x5+1.45x6-

0.05x7+0.45x8+0.95x9

s.t.

-0.4x1+0.6x2+0.6x3≤0

-0.2x1-0.2x2+0.8x3≤0

-0.85x4+0.15x5+0.15x6≤0

-0.6x4-0.6x5+0.4x6≤0

-0.5x7-0.5x8+0.5x9≤0

x1+x4+x7≤2000

x2+x5+x8≤2500

x3+x6+x9≤1200

x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9≥0























  2.11 某厂生产三种产品Ⅰ,Ⅱ,Ⅲ。每种产品要经过A,B 两道工序加工。设该厂有

两种规格的设备能完成A 工序,它们以A1,A2 表示;
 

有三种规格的设备能完成B 工序,它

们以B1,B2,B3 表示。产品Ⅰ可在A,B 任何一种规格设备上加工。产品Ⅱ可在任何规格

的A 设备上加工,但完成B 工序时,只能在B1 设备上加工;
 

产品Ⅲ只能在A2 与B2 设备

上加工。已知在各种机床设备的单件工时,原材料费,产品销售价格,各种设备有效台时以

及满负荷操作时机床设备的费用如下表(表2-17),要求安排最优的生产计划,使该厂利润

最大。
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  表 2-17

设 备
产  品

Ⅰ Ⅱ Ⅲ
设备有效台时

满负荷时的

设备费用(元)

A1
A2
B1
B2
B3

5
7
6
4
7

10
9
8

12

11

6000
10000 
4000
7000
4000

300
321
250
783
200

原料费(元/件)
单 价(元/件)

0.25
1.25

0.35
2.00

0.50
2.80

解 对产品Ⅰ来说,设以A1,A2 完成A 工序的产品分别为x1,x2 件,转入B 工序时,
以B1,B2,B3 完成B 工序的产品分别为x3,x4,x5 件;

 

对产品Ⅱ来说,设以A1,A2 完成A
工序的产品分别为x6,x7 件,转入B 工序时,以B1 完成B 工序的产品为x8 件;

 

对产品Ⅲ
来说,设以A2 完成A 工序的产品为x9 件,则以B2 完成B 工序的产品也为x9 件。由上述

条件可得
x1+x2=x3+x4+x5

x6+x7=x8
由题目所给的数据可得到解此问题的数学模型为

max
 

z=(1.25-0.25)×(x1+x2)+(2-0.35)×(x6+x7)+

(2.8-0.5)×x9-
300
6000×(5x1+10x6)-

321
10000×(7x2+9x7+12x9)-

250
4000×(6x3+8x8)-

783
7000×(4x4+11x9)-

200
4000×7x5

s.t.

5x1+10x6≤6000

7x2+9x7+12x9≤10000

6x3+8x8≤4000

4x4+11x9≤7000

7x5≤4000

x1+x2=x3+x4+x5
x6+x7=x8
x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9≥0




















解之得最优解为X*=(1200,230,0,859,571,0,500,500,324)T。最优值为1147元。

2.12 考虑某玩具厂现金流的管理问题。已知该玩具厂未来一年每月都有需要支出的

应付账款,同时也会回收应收账款;
 

相关数据如表2-18所示。



27   

  表 2-18

月份 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

应付账款 10 8 5 6 10 12 20 4 5 4 3 2

应收账款 5 6 4 8 6 18 6 6 3 2 18 20

为了应付现金流的需求,该厂可能需要借助于银行借款。有两种方式:
 

(1)为期一年
 

的长期借款,即于上一年年末借一年期贷款,一次得到全部贷款额,从下一年度1月起每月

末偿还1%的利息,于12月底偿还本金和最后一期;
 

(2)为期一个月的短期借款,即可以每

月初获得短期贷款,于当月底偿还本金和利息,假设月利率为1.4%。当该厂有多余现
 

金

时,也可以以短期存款的方式获取部分利息收入。假设该厂只能每月初存入,月末取出,
 

月

息0.4%。
请构建规划问题帮助玩具厂管理现金流。请问玩具厂最少需要花费的财务成本是多

少?
 

在最乐观的情况下,玩具厂最少需要花费的财务成本是多少?
解 定义如下决策变量

x:
 

为期一年的长期借款金额

yi:
 

第i月初的短期借款金额,i=1,2,…,12。
si:

 

第i月初的短期存款金额,i=1,2,…,12。
目标函数为追求一年长期借款金额与12个月的短期借款金额之和最小。

min
 

z=x+y1+y2+…+y12
  约束条件为

1月初:
 

x+y1-s1=10-5
2月初:

 

-0.01x-1.014y1+1.004s1+y2-s2=8-6
3月初:

 

-0.01x-1.014y2+1.004s2+y3-s3=5-4
4月初:

 

-0.01x-1.014y3+1.004s3+y4-s4=6-8
5月初:

 

-0.01x-1.014y4+1.004s4+y5-s5=10-6
6月初:

 

-0.01x-1.014y5+1.004s5+y6-s6=12-18
7月初:

 

-0.01x-1.014y6+1.004s6+y7-s7=20-6
8月初:

 

-0.01x-1.014y7+1.004s7+y8-s8=4-6
9月初:

 

-0.01x-1.014y8+1.004s8+y9-s9=5-3
10月初:

 

-0.01x-1.014y9+1.004s9+y10-s10=4-2
11月初:

 

-0.01x-1.014y10+1.004s10+y11-s11=3-18
12月初:

 

-0.01x-1.014y11+1.004s11+y12-s12=2-20
加上非负约束:

 

x≥0,yi≥0,si≥0,i=1,2,…,12。
2.13 考虑某资源配置问题:

   max
 

z=70x1+120x2

s.t.

资源1:
 

9x1+4x2+x3   =360
资源2:

 

4x1+5x2 +x4  =200
资源3:

 

3x1+10x2 +x5 =300
非负性:

 

x1,x2,x3,x4,x5≥0















28   

其中,x1 表示产品A
 

的产量,x2 表示产品B
 

的产量。通过单纯形表计算得到的最终结果

如表2-19所示。

  表 2-19

cj→ 70 120 0 0 0

CB 基 b x1 x2 x3 x4 x5 θi

0 x3 84 0 0 1 -78/25 29/25

70 x1 20 1 0 0 2/5 -1/5

120 x2 24 0 1 0 -3/25 4/25

4280 0 0 0 -13.6 -5.2

请在上述表格的基础上回答如下问题:
 

(1)
 

产品B的单位利润有可能发生变化,请问它在什么范围内变化时,最优解保持

不变?
(2)

 

上述结果表明资源2和资源3是瓶颈资源。假设可以以10元的单位价格购买部

分资源2,请问购买资源2是否划算? 如果划算,最多可以购买多少单位的资源2?
解 (1)

 

由于c2 是基变量x2 的系数,因此,当c2 改变量,将影响所有的检验数,因此,
需要重新计算检验数。

可以采用在单纯形表中计算检验数的方法,在上表中用c2 代表x2 在目标中的系数,则
可得表2-20。

表 2-20

cj 70 120 0 0 0

CB 基 b x1 x2 x3 x4 x5 Qi

0 x3 84 0 0 1 -
28
25

29
25

70 x1 20 1 0 0 2
5 -

1
5

c2 x2 24 0 1 0 -
3
25

4
25

4280 0 120-c2 0 -
140
5 +

3
25c2

70
5-

4c2
25

则由

120-c2≤0

-
140
5 +

3
25c2≤0

70
5-

4
25c2≤0














 则

c2≥120

c2≤
700
3

c2≥
350
4














 120≤c2≤
700
3

因此当产品B的单位利润在 120,
700
3




 


 时,最优解不变。

(2)
 

假设原材料B的可用量变为200+λ,保持基变量为(x3,x1,x2)时,基变量的取

值为
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x3
x1
x2

















 =

84
20
24















 +B

-1Δb=
84
20
24















 +

1 -
78
25

29
25

0 2
5 -

1
5

0 -
3
25

4
25


























0
λ
0
















=
84
20
24















 +

-
78
25λ

2
5λ

-
3
25λ



























=

84-
78
25λ

20+
2
5λ

24-
3
25λ



























要保持最优基不变,只需满足所有基变量的取值为非负即可

84-
78
25λ>0

20+
2
5λ>0

24-
3
25λ>0














即-50<λ<26.9
故最多可以购买26.9单位的资料2。

【典型例题精解】

1.
 

用单纯形法求解下列线性规划问题:
 

max
 

z=2x1+x2

s.t.

5x2≤15

6x1+2x2≤24

x1+x2≤5

x1,x2≥0













  解 化为标准型
max

 

z=2x1+x2+0·x3+0·x4+0·x5

s.t.

5x2+x3=15

6x1+2x2+x4=24

x1+x2+x5=5

x1,x2,x3,x4,x5≥0













单纯形法迭代如表2-21所示。
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  表 2-21

cj→ 2 1 0 0 0

CB XB b x1 x2 x3 x4 x5
θi

0 x3 15 0 5 1 0 0 -
0 x4 24 [6] 2 0 1 0 4
0 x5 5 1 1 0 0 1 5
-z 0 -2 -1 0 0 0

0 x3 15 0 5 1 0 0 3

2 x1 4 1 1
3 0 1

6 0 12

0 x5 1 0 2
3  0 -

1
6 1 3

2

z 8 0 -
1
3 0 1

3 0

0 x3
15
2 0 0 1 5

4 -
15
2

2 x1
7
2 1 0 0 1

4 -
1
2

1 x2
3
2 0 1 0 -

1
4

3
2

-z -
17
2 0 0 0 1

4
1
2

得到最优解X*= 7
2
,3
2  T,目标函数值z*=

17
2
。

2.
 

对于线性规划问题:
 

min
 

z=2x1-x2+2x3

s.t.

-x1+x2+x3=4

-x1+x2-x3≤6

x1≤0,x2≥0,x3 无约束










  (1)
 

用二阶段法求解。
(2)

 

用大M 法求解。
解 首先化为标准型:

 

令x'1=-x1,x3=x'3-x″3,加入松弛变量x4 得
 

min
 

z=-2x'1-x2+2x'3-2x″3

(LP)s.t.

x'1+x2+x'3-x″3=4

x'1+x2-x'3+x″3+x4=6

xj,x'j,x″j≥0










  (1)
 

用二阶段法求解
 

引进人工变量x5 构造辅助问题(LP')
min

 

w=x5      

(LP')s.t.

x'1+x2+x'3-x″3+x5=4

x'1+x2-x'3+x″3+x4=6

xj,x'j,x″j≥0,其中x5 为人工变量
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  第一阶段:
 

求解辅助问题(LP')见表2-22。

  表 2-22

cj→ 0 0 0 0 0 1
CB XB b x'1 x2 x'3 x″3 x4 x5

θi

1 x5 4 [1] 1 1 -1 0 1 4
0 x4 6 1 1 -1 1 1 0 6

w 4 -1 -1 -1 1 0 0

0 x'1 4 1 1 1 -1 0 1

0 x4 2 0 0 -2 2 1 -1

w 0 0 0 0 0 0 1

第二阶段:
 

删除人工变量和人工目标函数,添入原问题目标函数,求解原问题(LP),见
表2-23。

  表 2-23

cj→ -2 -1 2 -2 0
CB XB b x'1 x2 x'3 x″3 x4

θi

-2 x'1 4 1 1 1 -1 0 -
0 x4 2 0 0 -2 [2] 1 1
-z -8 0 1 4 -4 0

-2 x'1 5 1 1 0 0 1
2

-2 x″3 1 0 0 -1 1 1
2

-z 12 0 1 0 0 2

因此,该线性规划问题的最优解(x1,x2,x3)
T=(-5,0,-1)T,目标函数值z*=-12。

(2)
 

用大M 法求解

添加人工变量x5 后,原问题(LP)化为

min
 

z=-2x'1-x2+2x'3-2x″3+Mx5+0·x4

s.t.

x'1+x2+x'3-x″3+x5=4

x'1+x2-x'3+x″3+x4=6

xj,x'j,x″j≥0










上述问题求解迭代过程如表2-24所示。

  表 2-24

cj→ -2 -1 2 -2 0 M

CB XB b x'1 x2 x'3 x″3 x4 x5
θi

M x5 4 [1] 1 1 -1 0 1 4
0 x4 6 1 1 -1 1 1 0 6
-z -4M -M-2 -M-1 -M+2 -M-2 0 0
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续表

cj→ -2 -1 2 -2 0 M
CB XB b x'1 x2 x'3 x″3 x4 x5

θi

-2 x'1 4 1 1 1 -1 0 1 -
0 x4 2 0 0 -2 [2] 1 -1 1

z 8 0 2 4 -4 0 -M+2

-2 x'1 5 1 1 0 0 1
2

1
2

-2 x″3 1 0 0 -1 1 1
2 -

1
2

-z 12 0 1 0 0 2 M

最优解为X*=(-5,0,-1)T,目标函数值为z*=-12。

3.
 

用单纯形法求解:

max
 

z=2x1+3x2+x3

s.t.

1
3x1+

2
3x2+

1
3x3≤1

1
3x1+

4
3x2+

7
3x3≤3

x1,x2,x3≥0












  解 首先将该问题化为标准型:
 

max
 

z=2x1+3x2+x3+0·x4+0·x5

s.t.

1
3x1+

2
3x2+

1
3x3+x4=1

1
3x1+

4
3x2+

7
3x3+x5=3

x1,x2,x3,x4,x5≥0













在初始表中选x4,x5 为基变量。初始及迭代表如表2-25所示。
 

  表 2-25

入基变量为x2
出基变量为x5

cj 2 3 1 0 0
CB 基 b x1 x2 x3 x4 x5

θ

0 x4 1 1
3

1
3

1
3 1 0 3

0 x5 3 1
3

4
3

7
3 0 1 9

4

-z 0 2 3↑ 1 0 0

入基变量为x1
出基变量为x4

cj 2 3 1 0 0
CB 基 b x1 x2 x3 x4 x5

θ

0 x4
1
4 -

1
4 0 -

1
4 1 -

1
4 1←

3 x2
9
4

1
4 1 7

4 0 3
4 9

-z -
27
4

5
4↑ 0 -

17
4 0 -

9
4
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续表

cj 2 3 1 0 0
CB 基 b x1 x2 x3 x4 x5

θ

2 x1 1 0 1 -1 4 -1
3 x2 2 0 -1 2 -1 1

-z -8 0 0 -3 -5 -1

至第三个表,非基变量x3,x4,x5 的检验数为-3,-5,-1,均小于0,迭代结束,得最

优解为

X* =(1,2,0)T

z* =8
  4.求解线性规划问题(大M 法)

max
 

z=3x1-x2-x3

s.t.

x1-2x2+x3≤11
-4x1+x2+2x3≥3
-2x1+x3=1
x1≥0,x2≥0,x3≥0












  解 引进松弛变量x4,x5,使之标准化:
 

max
 

z=3x1-x2-x3+0·x4+0·x5

s.t.

x1-2x2+x3+x4=11

-4x1+x2+2x3-x5=3

-2x1+x3=1










再引进人工变量x6,x7 配齐基变量,其中引入M:
 

max
 

z=3x1-x2-x3+0·x4+0·x5-Mx6-Mx7

s.t.

x1-2x2+x3+x4=11

-4x1+x2+2x3-x5+x6=3

-2x1+x3+x7=1

xj ≥0 (j=1,…,7)













易看出,基变量为x4,x6,x7。作初始表,如表2-26,并在表上进行基变换,注意:
 

基变量(人

工变量)所对应的检验数为零,而非基变量检验数为σj=cj+
m

i=1
ain·M,即规范化。在迭

代表中,所有人工变量已不是基变量及所有检验数为非正数,于是停止迭代。原线性规划问

题的最优解为:
 

x*
1 =4,x

*
2 =1,x

*
3 =9,最优值z*=2。

  表 2-26

cj 3 -1 -1 0 0 M M

CB 基 b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
θi

0 x4 11 1 -2 1 1 0 0 0 11

-M x6 3 -4 1 2 0 -1 1 0 3
2

-M x7 1 -2 0 1 0 0 0 1 ←1
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续表

cj 3 -1 -1 0 0 M M

CB 基 b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
θi

-z 4M 6M+3 M-1 3M-1 0 -M 0 0
0 x4 10 3 -2 0 1 0 0 -1 -

-M x6 1 0 1 0 0 -1 1 -2 1←

-1 x3 -2 0 1 0 0 1 1
-z M+1 1 M-1↑ 0 0 0 0 -3M+1

0 x4 12 3 0 0 1 -2 2 -5 ←4

1 x2 1 0 1 0 0 -1 1 -2 -
-1 x3 1 -2↑ 0 1 0 0 0 1 -

-z 2 1 0 0 0 -1 -M+1 -M-1

3 x1 4 1 0 0 1
3 -

2
3

2
3 -

1
5

-1 x2 1 0 1 0 0 -1 1 -2

-1 x3 9 0 0 1 2
3 -

4
3

4
3 -

7
3

-z -2 0 0 0 -
1
3 -

1
3 -M+

1
3 -M+

2
3

【考研真题解答】

1.
  

(15分)求解下列线性规划问题:
 

min
 

z=2x1+3x2

  

2x1+3x2≤30

x1+2x2≥10

x1-x2≥0

x1≥5

x2≥0















  解 用图解法,见图2-7。

min
 

z=2x1+3x2  ①

  

2x1+3x2≤30
 

  

x1+2x2≥10   

x1-x2≥0    
 

x1≥5      

x2≥0      















②
③
④
⑤
⑥

  求得问题的最优解为X*=(5,2.5)T,目标函数的值为z*=17.5。

2.
  

(15分)对于线性规划问题:
 

min
 

f=6x1+4x2+7x3
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图 2-7

  

x1+3x3≥2

3x1+2x2+x3≥4

-x1+2x2+2x3≥5

x1,x2,x3≥0













  (1)
 

写出此问题的对偶问题;
 

(2)
 

求出此问题和它的对偶问题的最优解和最

优值。
解 (1)

 

对偶问题为

max
 

z=2y1+4y2+5y3

  

y1+3y2-y3≤6  

2y2+2y3≤4  

3y1+y2+2y3≤7  

y1,y2,y3≥0













①
②
③

  (2)
 

引入松弛变量y4,y5,y6,将对偶问题标准化得
 

max
 

z=2y1+4y2+5y3+0·y4+0·y5+0·y6

  

y1+3y2-y3+y4=6

2y2+2y3+y5=4

3y1+y2+2y3+y6=7

yj ≥0, (j=1,…,6)












  用单纯形表(如表2-27)迭代,求得最优解为

Y*=(1,0,2,7,0,0)T

z*=12 
因为 y*

1 =1>0,y
*
3 =2>0

所以 
x1+3x3=2

-x1+2x2+2x3=5 
又因为式①为-1<6,取不等号,即x1=0。

所以 
3x3=2

2x2+2x3=5  ⇒ 
x2=

11
6

x3=
2
3

 
所以 X*= 0,

11
6
,2
3  T, z*=12

  表 2-27

基 b y1 y2 y3 y4 y5 y6 θi

y4 6 1 3 -1 1 0 0 -
y5 4 0 2 [2] 0 1 0 2←

y6 7 3 1 2 0 0 1 7
2
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续表

基 b y1 y2 y3 y4 y5 y6 θi

-z 0 2 4 5↑ 0 0↓ 0

y4 8 1 4 0 1 1
2 0 8

y3 2 0 1 1 0 1
2 0 -

y6 3 [3] -1 0 0 -1 1 1←

-z -10 2↑ -1 0 0 -
5
2 0

y4 7 0 13
3 0 1 5

6 -
1
3

y3 2 0 1 1 0 1
2 0

y1 1 1 -
1
3 0 0 -

1
3

1
3

-z -12 0 -
1
3 0 0 -

3
2 -

2
3

3.
 

(5分)在单纯形迭代中,任何出基的变量在紧接着的下一次迭代中, (会或

不会)立即再入基。
解 不会。

4.
 

(10分)将下列线性规划问题化为标准型。

max
 

z=x1+2x2

s.t.

2x1+3x2≤6

x1+x2≥4

x1-x2=3

x1≥0













  解 令x2=x'2-x″2且x'2,x″2≥0,则标准型为

max
 

z=x1+2x'2-2x″2+0·x3+0·x4

  

2x1+3x'2-3x″2+x3=6

x1+x'2-x″2-x4=4

x1-x'2+x″2=3

x1,x'2,x″2,x3,x4≥0













  5.
  

(10分)设某投资者有30000元可供为期四年的投资。现有下列五个投资机会可供

选择。
 

A:
 

在四年内,投资者可在每年年初投资,每年每元投资可获利0.2元,每年获利后可

将本利重新投资。

B:
 

在四年内,投资者应在第一年年初或第三年年初投资,每两年每元投资可获利

0.5元,两年后获利。然后可将本利再重新投资。

C:
 

在四年内,投资者应在第一年年初投资,三年后每元投资可获利0.8元。获利后可

将本利重新投资。这项投资最多不超过20000元。
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D:
 

在四年内,投资者应在第二年年初投资,两年后每元投资可获利0.6元。获利后可

将本利重新投资。这项投资最多不超过15000元。

E:
 

在四年内,投资者应在第一年年初投资,四年后每元获利1.7元,这项投资最多不超

过20000元。
投资者在四年内应如何投资,使他在四年后所获利润达到最大? 写出这个问题的线性

规划模型,不用求解。
解 设A,B,C,D,E 五个投资机会为项目1,2,3,4,5,设xi 分别为第一年初给第i个

项目的投资额,i=1,2,3,4,5,x12,x42 分别为第二年初给第一个,第四个项目的投资额。

x13,x23 分别为第三年初给第一个,第二个项目的投资额,x14 为第四年给第一个项目的投

资额。则有

max
 

z=0.2[x13(1+0.2)+x31(1+0.8)+x42(1+0.6)]+0.5x23+1.7x51
x11+x21+x31+x51≤30000

x42=x11(1+0.2)-x12
x23=x12(1+0.2)+x21(1+0.5)-x13
x31≤20000

x42≤15000

x51≤20000
以上变量取值非负


















  6.
 

(5分)如果把约束方程
x1+3x2≤4

2x1+5x2≥5 标准化为
x1+3x2+x3=4

2x1+5x2-x4+x5=5 时,x1 是

变量,x2 是 变量,x3 是 变量,x4 是 变量,x5 是 变量。

图 2-8

解 决策;
 

决策;
 

松弛;
 

剩余;
 

人工。

7.
 

(5分)LP的基本可行解与基本 解 的 区 别

是 。
解 

 

基本可行解的分量≤0。

8.
 

(5分)求目标最大的LP中,有无穷最优解的

条件是 。
解 

 

判别式σj 中至少有一个为零。

9.
 

(6分)对于平面中的某 LP的约束集合(见
图2-8)。

其可行解为 ;
 

基本解为 ;
 

基本可行解为 。
解 OGEDH 所围阴影区;

 

所有直线及坐标轴的交点;
 

O,G,E,D,H 五个点。

10.
 

(15分)某厂生产A,B,C 三种产品,每单位产品需花费的资源如下。

A:
  

需要1h技术准备,10h加工,3kg材料。

B:
  

需要2h技术准备,4h加工,2kg材料。

C:
  

需要1h技术准备,5h加工,1kg材料。
可利用的技术准备总时间为100h,加工总时间为700h,材料总量为400kg,考虑到销售

时对销售量的优惠,利润定额确定如表2-28所示。
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  表 2-28

产品A 产品B 产品C

销售量(件) 单位利润(元) 销售量(件) 单位利润(元) 销售量(件) 单位利润(元)

0~40 10 0~50 6 0~100 5

40~100 9 50~100 3 100以上 4

100~150 8 100以上 4

150以上 7

  试确定利润最大的产品品种方案(模型),并讨论用何种方法可以解决此问题(不
计算)。

解 xA1=产品A 以单位利润10元的出售数;

xA2=产品A 以单位利润9元的出售数;

xA3=产品A 以单位利润8元的出售数;

xA4=产品A 以单位利润7元的出售数;

xB1=产品B 以单位利润6元的出售数;

xB2=产品B 以单位利润4元的出售数;

xB3=产品B 以单位利润3元的出售数;

xC1=产品C 以单位利润5元的出售数;

xC2=产品C 以单位利润4元的出售数。

max
 

z=10xA1 +9xA2 +8xA3 +7xA4 +6xB1 +4xB2 +3xB3 +5xC1 +4xC2

1
4

j=1
xAj

+2
3

j=1
xBj

+1
2

j=1
xCj

≤100

10
4

j=1
xAj

+4
3

j=1
xBj

+5
2

j=1
xCj

≤700

3
4

j=1
xAj

+2
3

j=1
xBj

+1
2

j=1
xCj

≤400

0<xA1 ≤40,40<xA2 ≤100,100<xA3 ≤150,xA4 >150;
 

0<xB1 ≤50,

  50<xB2 ≤100,xB3 >100;
 

0<xC1 ≤100,xC2 >100



















  11.
 

(10分)求解如下线性规划问题:

min
 

f(x)=x1+4x2+6x3+2x4
x1-x2-2x3=2

-x2-2x3+x4=-2

x1,x2,x3,x4≥0










并说明使最优基保持不变时,b1 和c1 的允许变化范围。
解 min

 

z=-10,

X*=(4,0,1,0,0)T

-2≤b1≤+∞,-5≤c1≤+∞



39   

  12.
 

(10分)求解下列线性规划问题:

max
 

z=x1+x2

  

2x1+3x2≤12

|x2-1|≤3

x1≥0,x2 无限制










图 2-9

  解 见图2-9。
由图解法可得最优解为X*=(9,-2)T,目标函数值

为z*=9-2=7。

13.
 

(6分)考虑线性规划问题

min
 

z=x1+βx2

  

-x1+x2≤1

-x1+2x2≤4

x1,x2≥0










试讨论β在什么取值范围时,该问题:
(1)

 

有唯一最优解;
 

(2)
 

有无穷多最优解;
 

(3)
 

不存在有界最优解。
解 (1)

 

β>0时,有唯一解;
(2)

 

β=0时,有无穷多最优解;
(3)

 

β<0时,不存在有界最优解。


