
【学习目标】

通过本章的学习,你应该能够:
 

(1)
 

理解函数的概念与性质。
(2)

 

掌握基本初等函数的性质,掌握分析复合函数的复合结构方法,理解初等函数、反
函数的概念。

(3)
 

理解描述变量无限变化的趋势的极限概念。
(4)

 

理解无穷大量与无穷小量的概念与性质,理解等价无穷小量的概念。
(5)

 

掌握求极限的方法。
 

学会运用极限的四则运算法则求极限;
  

学会运用等价无穷小量求函数的极限;
  

学会运用两个重要极限公式求函数的极限;
  

学会运用连续的概念求函数的极限。
(6)

 

理解函数的连续性和连续函数的概念。
(7)

 

了解 Matlab软件及求极限操作。

1.1　函数的概念与性质

函数是重要的数学概念。在研究某一事物的变化过程中,往往同时会遇到两个或多个

变量,这些变量之间不是彼此孤立的,而是相互联系、相互依赖的,遵循着一定的变化规律。
函数正是研究各个变量之间确定性依赖关系的数学模型,是用数学语言来描述现实世界的

主要量化工具。

1.1.1 函数的起源与发展简史

17世纪,伽利略在《两门新科学的对话和数学证明》一书中,用文字和比例的语言提出

美妙的数学
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了包含着函数或者称为变量的关系这一概念。1673年前后,笛卡尔在研究解析几何时,已
经注意到一个变量对另一个变量的依赖关系,在他的《方法导论———正确引导自己的理性

并在科学中寻求真理》的第3个附录几何中,笛卡尔确立了一个习惯:
 

以开头的字母记已知

量,以末尾的字母记未知量。最早提出函数概念的是17世纪德国数学家莱布尼茨,莱布尼

茨用“函数”一词表示幂。1718年,约翰·伯努利在莱布尼茨给出的函数概念基础上,对其

进行了明确的定义:
 

“由某个变量及任意常数结合而成的数量。”1755年,欧拉把函数定义

为“如果某些变量以某种方式依赖于另一些变量,即当后面的变量发生变化时,前面函数的

变量也随之变化,我们把前面的变量称为后面变量的函数”,并给出了沿用至今的函数符

号。1821年,柯西在给出函数的定义时,首次提出了自变量的字眼。1822年,傅里叶发现

某些函数可用曲线表示,也可用一个式子表示,或者用多个式子表示,从而结束了函数概念

是否只有一个式子来表示的争论。1837年,狄利克雷提出函数是x 与y 之间的一种对应关

系的现代观点,以简明、精确、清晰的方式为所有数学家接受。

1.1.2 函数的概念及表示法

在自然科学中,观察某一现象的过程时,常常会遇到各种不同的量,其中有的量在过程

中是不发生变化的,保持一个固定的数值,称之为常量;
 

有的量在过程中会发生变化,取不

同的数值,称之为变量。
函数描述了变量之间的依存关系,这些变量并不是孤立发生变化的,而是相互联系,相

互依存,并遵循一定的规律,函数就是用来描述这种联系和规律的。
【例1-1】 已知一个圆的半径r,圆的面积s就确定了,圆的面积随着半径的变化而变

化,遵循一定的规律s=πr2,此时圆的面积就是半径的函数关系。
【例1-2】 在自由落体运动中,设物体下落的时间为t,下落的距离为s,假设开始下落

的时刻t=0,则变量s与t之间的依存关系由数学模型

s=
1
2gt

2

给出。其中,g 为重力加速度。

1.
 

函数的定义

定义1.1 设有两个变量x 和y,如果当变量x 在某一非空实数范围D 内任意取定一

个数值时,按照一定的对应关系f,变量y 都有唯一确定的值与之对应,则称变量y 为变量

x 的函数,记作

y=f(x) x∈D
其中,x 叫作自变量,y 叫作因变量,对于某一确定的x0∈D,函数y=f(x)所对应y 的值,

叫作x=x0 时函数y=f(x)的函数值,记作f(x0)或y x=x0
。

使函数有意义的自变量的集合称为函数的定义域,记作D。全体函数值构成的集合称

为函数的值域,记作M,即M={y|y=f(x),x∈D}。

2.
 

函数的两要素

由函数的定义可知,当函数的定义域D 和对应关系f 确定后,这个函数就完全确定了,

函数
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因此,常把函数的定义域和对应关系称为函数的两要素。
判断两函数相同的充分必要条件是其定义域与对应关系分别相同。
【例1-3】 判断下列函数是否是同一个函数。
(1)

 

f(x)=sin2x+cos2x 和g(x)=1

(2)
 

y=x 和y= x2

解:
 

(1)
 

函数f(x)和g(x),尽管它们的形式不一致,但是它们的定义域和对应关系分

别相同,所以它们表示的是同一个函数。

(2)
 

函数y=x 和y= x2,它们的定义域相同,都是实数集R,但因为

y= x2 =|x|=
x x≥0
 
-x x<0 

显然,只有当x≥0时,它们的对应关系才相同,所以这是两个不同的函数。
函数常用的表示法有解析式法、表格法、图形法3种。
(1)

 

解析式法。用一个(或者几个)数学式子表示函数关系的方法称为解析式法,也称

为公式法。一个函数的解析式可能不唯一,譬如例1-3中的(1)。
(2)

 

表格法。将自变量的取值与对应的函数值列成表格表示函数的方法称为表格法。
例如三角函数表、对数表等都是表格法表示函数。

图1-1 函数y=|x|的图像

(3)
 

图形法。函数y=f(x)的图形是指在直角坐标系中用一

条曲线来表示函数的对应关系。例如,函数y=|x|的图像可表示

为如图1-1所示。
把抽象的函数与直观的图像结合起来研究函数,是学习数学

的技巧,这种方法不仅直观性强,而且便于观察函数的变化趋势。

3.
 

函数的定义域

在实际问题中,函数的定义域应根据问题的实际意义确定。例如求圆的面积,自变量

半径的取值是(0,+∞)。但有时在数学中不考虑函数的实际意义,而只抽象地研究用解析

式表示的函数关系时,约定函数的定义域就是使函数表达式有意义的自变量所构成的一切

实数集合。

【例1-4】 求函数y=
x+1

ln(2-x)
的定义域。

解:
 

要使函数有意义,须满足:
 

根式内非负、分母不为零、对数真数大于零等情况,即求

x+1≥0
2-x>0
ln(2-x)≠0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得

x≥-1
x<2
x≠1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,所以函数的定义域是D=[-1,1)∪(1,2)。
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1.1.3 函数的性质

1.
 

单调性

设函数y=f(x)在区间I 上有定义,若对于区间I 内任意两点x1,x2,当x1<x2 时,

有f(x1)<f(x2),则称函数y=f(x)在区间I上单调增加,区间I称为单调递增区间;
 

若

当x1<x2 时,有f(x1)>f(x2),则称函数y=f(x)在区间I 上单调减少,区间I 称为单

调递减区间;
 

单调递增区间和单调递减区间统称为单调区间。
注意:

 

函数的单调性需要匹配单调区间。
例如,函数f(x)=x2 在R上不是单调函数,但是在(-∞,0)上单调递减,在(0,+∞)

上单调递增。

2.
 

有界性

设函数y=f(x)在区间I上有定义,若存在正数M,对于任意的x∈I,都有|f(x)|≤
M,则称函数f(x)在区间I上有界。否则称函数f(x)在区间I上无界。

例如,正弦函数y=sinx 在区间(-∞,+∞)上有界,因为存在 M=1,∀x∈R都有

|sinx|≤1。
若函数y=f(x)在区间I上有界,则其图像在直线y=-M 和y=M 之间。显然,函

数y=f(x)在区间I上有界,其界不唯一。

3.
 

奇偶性

设函数y=f(x)在区间I 上有定义,并且区间I 关于原点对称,若对于∀x∈I 都

成立:
 

f(-x)=f(x),则y=f(x)是区间I上的偶函数。

f(-x)=-f(x),则y=f(x)是区间I上的奇函数。
偶函数的图像关于y 轴对称;

 

奇函数的图像关于原点对称。
研究函数的奇偶性的好处在于,如果知道一个函数是奇(偶)函数,那么知道其中一半

的图像,根据对称性,就可以知道全部函数的图像。例如,常见的函数y=x2 是偶函数,y=
x 是奇函数。

【例1-5】 讨论函数f(x)=
ex+e-x

2
的奇偶性。

解:
 

很显然,函数的定义域是x∈R。

∵f(-x)=
e-x+ex

2 =f(x),∴函数f(x)=
ex+e-x

2
是偶函数。

4.
 

周期性

设函数y=f(x)在区间I上有定义,若存在不为零的数T,对∀x∈I,都有x+T∈I,
且f(x+T)=f(x)恒成立,则称函数y=f(x)为区间I上的周期函数,称T 为f(x)的周

期,通常所说的周期指的是函数y=f(x)的最小正周期。
例如,三角函数是周期函数。正弦函数y=sinx 的最小正周期是2π,正切函数y=
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tanx 的最小正周期是π。

【能力训练1.1】

基础练习

  1.
 

判断题。
(1)

 

若两个函数的定义域和值域相同,那么这两个函数相同。(  )
(2)

 

偶函数的图像不一定过原点,奇函数的图像一定过原点。(  )

(3)
  

f(x)=
ex-e-x

2
是奇函数。(  )

(4)
  

y=lnx2 和y=2lnx 是同一个函数。(  )

2.
 

填空题。
(1)

 

设函数f(x)=2x2-5x+1,则f(1)= 。

(2)
 

设函数y= 1-x2- x2-1,其定义域是 。

(3)
 

设函数f(x)=
x+1 x<0
2 x=0
2-x x>0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,其定义域是 。

3.
 

求下列函数的定义域。

(1)
 

y= 2x-3+
1

x-3       
(2)

 

y=ln(x2-1)+(x+4)0

4.
 

判断下列函数的奇偶性。

(1)
 

y=sin|x|      (2)
 

y=ln
1+x
1-x      

(3)
 

y=xcosx

提高练习

1.
 

求下列函数的定义域。

(1)
 

y=
1

1-lnx
(2)

 

y= 4-x2+
1

lncosx
(3)

 

y=ln[ln(lnx)]

2.
 

判断两个函数是否相同。
(1)

 

f(x)=lgx+lg(x+1),g(x)=lg[x(x+1)]

(2)
 

f(x)=|1-x|+1,g(x)=
x x≥1
2-x x<1 

1.2　初
 

等
 

函
 

数

复杂函数都是由一些简单的函数构成的,学习并掌握基本初等函数关系和性质,将为

认识复杂函数关系的构成、分析问题和解决问题提供方便。
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1.2.1 基本初等函数

数学上常见的幂函数y=xa(a 为实数);
 

指数函数y=ax(a>0且a≠1);
 

对数函数

y=logax(a>0且a≠1,x>0);
 

三角函数y=sinx,y=cosx,y=tanx,y=cotx,y=
secx,y=cscx;

 

反三角函数y=arcsinx,y=arccosx,y=arctanx,y=arccotx 及其常量函

数y=C(C 为任意常数)统称为基本初等函数。
这些函数的定义域和性质见表1-1。

表1-1 基本初等函数的定义域和性质

名  称 解 析 式 定 义 域 性  质

幂函数 y=xa(a为实数)
随a的取值而定,但不论a 为
何值,x 在(0,+ ∞)上 都 有
意义

在(0,+∞)内单调;
 

函数过
点(1,1)

指数函数 y=ax(a>0且a≠1)x∈(-∞,+∞)
函数都过点(0,1);

 

当a>1
时,函 数 单 调 递 增;

 

当0<
a<1时,函数单调递减

对数函数 y=logax(a>0且a≠1)x∈(0,+∞)
函数都过点(1,0);

 

当a>1
时,函 数 单 调 递 增;

 

当0<
a<1时,函数单调递减

三
角
函
数

正弦函数 y=sinx x∈(-∞,+∞)
有界函数;

 

奇函数;
 

以2π为
周期的周期函数

余弦函数 y=cosx x∈(-∞,+∞)
有界函数;

 

偶函数;
 

以2π为
周期的周期函数

正切函数 y=tanx x≠(2n+1)
π
2
(n为整数)

奇函数;
 

以π为周期的周期
函数

余切函数 y=cotx x≠nπ(n为整数)
偶函数;

 

以π为周期的周期
函数

反
三
角
函
数

反正弦
函数 y=arcsinx x∈[-1,+1]

有界函数|arcsinx|≤
π
2
;

 

单

调递增函数

反余弦
函数 y=arccosx x∈[-1,+1]

有界函数arccosx∈[0,π];
 

单调递减函数

反正切
函数 y=arctanx x∈(-∞,+∞)

有界函数|arctanx|<
π
2
;

 

单

调递增函数

反余切
函数 y=arccotx x∈(-∞,+∞)

有界函数arccotx∈(0,π);
 

单调递减函数

此外,还有正割函数和余割函数两个三角函数。
(1)

 

正割函数y=secx,正割函数的定义域同正切函数,是以2π为周期的周期函数,是
余弦函数的倒数,即
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secx=
1
cosx

  (2)
 

余割函数y=cscx,余割函数的定义域同余切函数,是以2π为周期的周期函数,是
正弦函数的倒数,即

cscx=
1
sinx

1.2.2 复合函数的定义
 

在实际应用中,常会遇到由几个基本初等函数组合而成的复杂函数关系。例如,由y=
eu 和u=sinx 组合成新的函数关系,它可以表示为y=esinx。这样的函数关系是一类新的

函数———复合函数。

1.
 

复合函数定义

定义1.2 设y 是u 的函数y=f(u),u∈M1。u 是x 的函数u=φ(x),x∈D,u∈

M2。当M1∩M2≠⌀时,y=f(u)与u=φ(x)通过变量u 可构成y 关于x 的新函数,称为

y=f(u)和u=φ(x)的关于x 的复合函数,记作y=f(φ(x)),其中u 为中间变量,x 为自

变量,如图1-2所示。

图1-2 复合函数

注意:
 

并不是任意两个函数都能够组合成复合函

数。例如,y=lnu 和u=-x2-1是不能组合成复合

函数的。
复合函数还可以推广到多个中间变量的情形,由

多个基本初等函数关系复合构成。在对复合函数的分

析上,需要利用复合函数的概念,将一个复杂的复合函数关系分解成几个简单函数关系,使
问题得以简化。

正确掌握复合函数的分解与合成方法,是掌握复合函数性质的关键。

2.
 

复合函数分解

要认识复合函数,必须要认识其复合过程,也就是要理解复合函数的分解过程。通常

采取的方法是将复合函数由外向内逐层分解,将其拆分成若干个基本初等函数或者简单函

数的复合。这里把基本初等函数经过平移、放大或缩小,或经过有限次四则运算所得到的

函数关系称为简单函数。
【例1-6】 利用复合函数的关系,求y=esinx 的定义域和值域。

解:
  

因为y=esinx 可看作y=eu 和
 

u=sinx 复合而成;
 

u=sinx,x∈R,u∈[-1,1];
 

又因为y=eu,u∈R,且y=eu 在其定义域内是单调递增的,[-1,1]⊂R,所以y=esinx 的

定义域为x∈R,其值域是 1
e
,e􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。

【例1-7】 指出下列函数是由哪些函数复合而成的。

(1)
 

y=lnsinx            (2)
 

y=sin x2+1
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(3)
 

y=(arctan x)2 (4)
 

y=ln[ln(lnx)]
解:

 

(1)
 

y=lnsinx 是由y=lnu,u=sinx 复合而成的。

(2)
 

y=sin x2+1是由y=sinu,u= v,v=x2+1复合而成的。

(3)
 

y=(arctan x)2 是由y=u2,u=arctanv,v= x复合而成的。
(4)

 

y=ln[ln(lnx)]是由y=lnu,u=lnv,v=lnx 复合而成的。
【例1-8】 设f(x)=x2+1,g(x)=2x,求f(g(x))和g(f(x))。

解:
  

f(g(x))=[g(x)]2+1=(2x)2+1=22x+1=4x+1

g(f(x))=2f(x)=2x
2+1

1.2.3 初等函数的定义

定义1.3 由基本初等函数与常数经过有限次的四则运算及有限次的函数复合所产生

并且能用一个解析式表出的函数称为初等函数。

例如,f(x)=(x2+1)·2x;
 

f(x)=ln(x+ x2+1)都是初等函数。

许多情况下,分段函数不是初等函数,因为在其定义域区间上不能用一个式子表示,例

如,f(x)=
x+1 x<0
2 x=0
2-x x>0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 不是初等函数。

1.2.4 反函数的定义

定义1.4 设有函数y=f(x),其定义域为D,值域为M,并且在定义域D 上是单调函

数,若变量y 在函数的值域M 内任取一值y0,变量x 在函数的定义域D 内必有唯一确定

的值x0 与之对应,且满足f(x0)=y0,那么把变量x 是变量y 的函数记作x=f-1(y),

y∈M,即为函数y=f(x)的反函数。
注意:

  

①在定义域上具有单调性的函数有反函数;
 

②反函数的定义域、值域上分别对

应原函数的值域、定义域;
 

③在同一坐标平面内,y=f(x)与y=f-1(x)的图形是关于直

线y=x 对称的。
基本初等函数关系中,指数函数和对数函数是一组反函数,三角函数和反三角函数是

一组反函数。
【例1-9】 求函数y=4x+2的反函数。

解:
 

∵y=4x+2 ∴x=
y-2
4 =y

4-
1
2 ∴y=

x
4-

1
2

是y=4x+2的反函数。

【例1-10】 设函数y=4x-2x+1,求f-1(0)。

解:
 

根据原函数与反函数的关系,反函数的定义域即原函数的值域,故求f-1(0)可以

理解为对原函数y=4x-2x+1 求其y=0时变量x 的值,故有4x-2x+1=0。所以(2x)2-
2x·2=0,2x(2x-2)=0,故x=1,即f-1(0)=1。
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【能力训练1.2】

基础练习

  1.
 

判断题。
(1)

 

所有的函数关系都是初等函数。(  )
(2)

 

所有的函数关系都有反函数。(  )
(3)

 

定义在全体实数范围内的三角函数没有反函数。(  )
(4)

 

任意多个函数关系都可以构成复合函数。(  )

2.
 

填空题。
(1)

 

y=2cosx 的定义域是 ,值域是 。

(2)
 

y=ln x2+1是由 复合而成的。
(3)

 

y=ex+2 的反函数是 。

3.
 

将下列复合函数分解为简单函数。
(1)

 

y=arcsin2x          (2)
 

y=ecosx

(3)
 

y=lntan2x        (4)
 

y=sin3(2x+5)

4.
 

设f(x)=2x,g(x)=sinx,求f(g(x))和g(f(x))。

5.
 

设f(x)=3x+2,求其反函数。

提高练习

1.
 

将下列复合函数分解为简单函数。

(1)
 

y=sin(
3
x2+2x)        (2)

 

y= lnsinx2

2.
 

设函数f(x)=
1
1-x

,求f(f(x))。

3.
 

设函数f(x)=sinx,g(x)=
x-π x≤0
x+π x>0 ,求f(g(x))。

4.
 

设函数y=
2x

2x+1
,求它的反函数,并指出反函数的定义域。

1.3　极限思想与函数极限

极限是微积分学中的一个基本重要概念,微分学与积分学的许多概念都是由极限引入

的,并且最终由极限知识来解决,因此它在微积分学中占有非常重要的地位。

1.3.1 中国古代极限思想

在中国古代数学史上,许多哲学思想中都渗透着“极限”的光辉,朴素的极限思想占有
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了非常重要的地位。公元前4世纪,中国古代思想家和哲学家庄子在《天下篇》中论述:
 

“至
大无外,谓之大一;

 

至小无内,谓之小一。”其中,“大一”和“小一”指的就是无穷大和无穷小。
而“一尺之棰,日取其半,万世不竭”,更是道出了无限分割的极限思想。公元3世纪,刘徽在

《九章算术》方田章“圆田术”注文中创造性地提出“割圆术”,刘徽提出“割之弥细,所失弥

少,割之又割,以至于不可割,则与圆周合体而无所失矣”作为计算圆的周长、面积以及圆周

率的基础,由此得出了我国最早的圆周率为3.1416,这个数值是当时世界上最早也是最准

确的圆周率数据。在此过程中,刘徽大胆地将极限思想和无穷小分割引入了数学证明,给
出的圆面积算法是极限思想的具体化,十分贴近现代积分学意义下的定义与公式,他的思

想超越了他的时代。

1.3.2 数列的极限

在客观世界里,人们经常遇到某种无限变化的过程或者趋势,需要对这种无限变化过

程或者趋势的发展结果做一定的研究。对这一类现象结果的研究,在数学上归纳为极限。
【应用实例1-1】 一尺之棰,日取其半,万世不竭。
解:

 

假设木棒长一尺,每次取其一半,用数学语言描述,可以表述为

1,12
,1
4
,…,1
2n-1

,…

  这是一个无限的过程,我们更关注无限过程的结果,可以分析出随着过程的进行,木棒

越来越短,近乎为零。
定义1.5 以自然数n 为自变量的函数an=f(n),把它按照自然数由小到大的顺序排

列:
 

a1,a2,a3,…,an,…,这样的一列无穷个数称为数列,记作{an},数列中的每一个数称

为数列中的项,数列的第n 项an 表述了数列的规律,称为数列的通项或者一般项。

例如,1
2
,1
4
,…,1
2n
,…的通项为1

2n
;

 2
1
,3
2
,4
3
,…,n+1

n
,…的通项为n+1

n
;

 

1,0,1,

0,…,
1+(-1)n+1

2
,…的通项为1+

(-1)n+1

2
。观察前两个数列,可以得到:

 

随着n 的无限

增大,这两个数列都无限趋向一个固定的常数,其中1
2n

无限趋向于0,
n+1
n

无限趋向于1。

定义1.6 给定一个数列{an},当n 无限增大(即n→∞)时,如果存在一个常数A,通
项an 无限接近于常数A,则称数列{an}有极限,极限为A,或称数列{an}收敛于A,记作

lim
n→∞

an=A 或an→A(n→∞);
 

否则,称n→∞时,数列{an}没有极限或者发散。

【例1-11】 试指出下列数列有没有极限,若有,极限是多少?

(1)
 

2,1,
2
3
,2
4
,…,2

n
,…

(2)
 

1,1,1,1,…,1,…
(3)

 

-1,1,-1,1,…,(-1)n,…

(4)
 1
2
,1
4
,1
8
,…,1
2n
,…


