
第2章中提到,在定义的全景拼接问题中,图像I1 和I2 能够拼在一

起的前提是它们的对应像素点间的坐标关系可以通过统一的线性几何变

换H 表达,其中H 是表达坐标变换的矩阵。首先来说一下什么是线性几

何变换。在n 维向量空间RRn 中,对其中的元素进行几何变换T 为线性

几何变换的充要条件是存在可逆矩阵H 使得,

∀x∈RRn, T(x)=Hx (3-1)
因此,能够表达线性几何变换的矩阵H 必须是一个可逆矩阵。

由于本篇主题是图像的全景拼接,因此会主要讨论二维平面上的线

性几何变换,并还会以群论的视角来重新看待线性几何变换。之后,会把在二维情况下线性几

何变换的有关结论推广到三维情况。在三维空间中的几何变换相关结论会在后续单目测量、
三维立体视觉等章节中用到。

3.1 平面上的线性几何变换

3.1.1　旋转变换

  假设平面上有一点x=(x,y)T,该点绕原点逆时针方向旋转θ角后得到点x'=(x',y')T,则
x 与x'之间的关系(图3-1)可表达为

x'
y'
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

cosθ -sinθ
sinθ  cosθ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 x

y
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (3-2)

图3-1 平面内一点x绕坐标原点旋转到x'关系示意图

记矩阵R2×2=
cosθ -sinθ
sinθ  cosθ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,则显然R2×2 可以刻画平面内两点之间的旋转关系。矩阵

R2×2 是一个正交矩阵且行列式为1。实际上,这个结论反过来也成立:
 

如果一个矩阵R2×2 是

行列式为1的正交矩阵,它可以用来表达一个平面内保持方向(orientation
 

preserving)的旋转。
我们强调表达保持方向旋转的正交矩阵R2×2 的行列式要为1。根据线性代数[1]的知识

可知,正交矩阵的行列式要么是1,要么是-1。那么,行列式为-1的二维正交矩阵表达的几

何变换是什么呢? 这类正交矩阵表达的几何变换是平面内旋转再复合一个反射变换。通过一



25   

个示例来理解一下。假设图3-2(a)是变换之前的原始图像;
 

图3-2(b)是图像3-2(a)经过了由

矩阵
cos

π
6 -sin

π
6

sin
π
6  cos

π
6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(其行列式为1)定义的绕图像中心几何变换得到的结果;
 

图3-2(c)是

图像3-2(a)经过了由矩阵
-cos

π
6 -sin

π
6

-sin
π
6  cos

π
6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(其行列式为-1)定义的几何变换得到的结

果。在图像3-2(a)中,花坛前的石头在同济大学这个向量的顺时针一侧。在图像3-2(b)中,
该石头依然是在同济大学这个向量的顺时针一侧。但在图像3-2(c)中,该石头在同济大学这

个向量的逆时针一侧。因此,可以看到图像3-2(a)到图像3-2(b)的变换是保持方向的,而图

像3-2(a)到图像3-2(c)的变换并没有保持方向。通过这个例子可以看到,行列式为1的正交

矩阵可以表达平面内的旋转,而行列式为-1的正交矩阵不可以。在本书中,定义的旋转变换

(rotation
 

transformation)为保向旋转变换,要求表达旋转变换的矩阵为行列式为1的正交矩

阵。因此,旋转变换也可称为特殊正交变换(在机器人学中这个称呼用得比较多),其特殊性就

在于表达旋转的正交矩阵行列式必须为1。

图3-2 平面内的旋转变换与旋转和反射复合变换

为了便于表达形式的统一和扩展,可通过使用齐次坐标的方式来表达点的位置。对于二

维平面上的点,其齐次坐标的表示为一个三维向量(x1,x2,x3)T。如果x3=0,则说明这个点

为一个无穷远点;
 

如果x3≠0,则说明该点为一个正常点。点的齐次坐标从形式上来说不具

有唯一性:
 

如果一个点的齐次坐标为(x1,x2,x3)T,则k(x1,x2,x3)T(k 为任意实数且k≠0)
也是该点的齐次坐标。对于一个正常点,给定齐次坐标(x1,x2,x3)T,可以得出规范化齐次坐

标(x1/x3,x2/x3,1)T。显然,对于一个正常点来说,虽然齐次坐标形式不唯一,但它有唯一的

规范化齐次坐标形式。
正常点的齐次坐标与非齐次坐标可以相互转换。如果一个平面正常点的坐标为(x1,

x2)T,则规范化齐次坐标为(x1,x2,1)T,齐次坐标为k(x1,x2,1)T,k≠0。如果一个平面正常

点的齐次坐标为(x1,x2,x3)T,则非齐次坐标表示为(x1/x3,x2/x3)T。
一般情况下,对于旋转变换,我们只考虑针对正常点的情况。设旋转变换之前点(x,y)T

的规范化齐次坐标为x=(x,y,1)T,变换之后点(x',y')T 的规范化齐次坐标为x'=(x',y',
1)T,则旋转变换的表达式(3-2)可以重新表示为

x'
y'
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

cosθ -sinθ 0
sinθ  cosθ 0
0  0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

x
y
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3-3)



26   

简记为

x'=
R2×2 02×1
01×2 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x (3-4)

  这样,表达平面上旋转关系的变换矩阵H 应该具有如下形式:
 

H3×3=
R2×2 02×1
01×2 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (3-5)

其中,R2×2 为正交矩阵且det(R2×2)=1。可知,平面内的旋转变换有一个自由度。

3.1.2　欧氏变换

在数学类书籍中,一般把同时考虑旋转、反射与平移的几何变换称为欧氏变换(Euclidean
 

transformation)。但在计算机视觉与机器人领域,一般不会考虑反射变换。因此,本书所讲的

欧氏变换是由旋转和平移复合而成的,不考虑反射的情况。在机器人领域,这种复合了旋转和

平移,而不考虑反射的几何变换也称为特殊欧氏变换[2]。
对于欧氏变换,一般也只考虑针对正常点的情况。设变换之前点的规范化齐次坐标为

x=(x,y,1)T,该点经历了一个绕原点的逆时针旋转,旋转角度为θ,之后又经历了一次平移,
平移量为(tx,ty)T。设变换之后点的规范化齐次坐标为x'=(x',y',1)T,则x 与x'的关系为

x'
y'
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

cosθ -sinθ tx

sinθ  cosθ ty

0  0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

x
y
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3-6)

简记为

x'=
R2×2 t2×1
01×2 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x (3-7)

其中,R2×2 为正交矩阵且det(R2×2)=1,t2×1=(tx,ty)T。
这样便知,表达平面上欧氏变换的矩阵H 应该具有如下形式

H3×3=
R2×2 t2×1
01×2 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (3-8)

其中,R 和t与式(3-7)相同。同旋转变换相比,欧氏变换多了两个刻画平移量的自由度,因此

平面内的欧氏变换有三个自由度。同时,不难注意到,旋转变换是欧氏变换的一个特例。

3.1.3　相似变换

在式(3-6)表达的欧氏变换(依然不考虑反射)的基础上再复合一个各向同性(isotropic)的
缩放,就得到了相似变换(similarity

 

transformation),

x'
y'
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

scosθ -ssinθ tx

ssinθ  scosθ ty

0  0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

x
y
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3-9)

其中,s≠0是刻画缩放程度的标量。相应地,式(3-9)可简记为

x'=
sR2×2 t2×1
01×2 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x (3-10)

其中,R2×2 为正交矩阵且det(R2×2)=1,t2×1=(tx,ty)T。
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因此,表达平面上相似变换的矩阵H 应该具有如下形式

H3×3=
sR2×2 t2×1
01×2 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (3-11)

同欧氏变换相比,相似变换多了一个控制缩放比例的自由度,因此平面内的相似变换有四个自

由度。同时注意到,欧氏变换是相似变换的一个特例。

3.1.4　仿射变换

相似变换相较于欧氏变换来说,对变换矩阵左上角2×2子矩阵的要求放松了:
 

在欧氏变

换中,要求2×2的子矩阵是个能表达旋转的矩阵(正交且行列式为1),而在相似变换中,只要

求2×2的子矩阵是旋转矩阵的常数倍即可。如果继续放松对这个子矩阵的要求,只要求它是

一个2×2的非奇异矩阵,那么相应矩阵刻画的线性几何变换就称为仿射变换(affine
 

transformation)。
本章只考虑针对正常点来定义仿射变换。设变换之前点的规范化齐次坐标为x=(x,y,

1)T,该点经历了一个仿射变换,设变换之后点的规范化齐次坐标为x'=(x',y',1)T,则x 与

x'的关系为

x'
y'
1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
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a11 a12 tx

a21 a22 ty

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥
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􀪁
􀪁
􀪁

x
y
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3-12)

其中,左上角矩阵A2×2=
a11 a12

a21 a22

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 非奇异。式(3-12)可简记为

x'=
A2×2 t2×1
01×2 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x (3-13)

其中,t2×1=(tx,ty)T。
因此,表达平面上仿射变换的矩阵H 形式为

H3×3=
A2×2 t2×1
01×2 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (3-14)

由于矩阵A 包括了4个独立的元素,t是一个二维向量,因此平面内的仿射变换总共有6个自

由度。同时注意到,相似变换是仿射变换的一个特例。
进一步来理解矩阵A 所带来的4个自由度的几何意义。由于A 是二阶非奇异矩阵,它必

然具有如下的奇异值分解形式:
 

A=UDVT (3-15)

其中,U 和V 为正交矩阵;
 

D=
λ1 0
0 λ2
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,λ1>0,λ2>0。因此A=UVTVDVT=UVT(VDVT)。

由于VT 是正交矩阵,从几何上来说,它表示某个旋转角为ϕ 的旋转,记为R(ϕ)。那么,相应

地,V 所表示的旋转一定是R(-ϕ)。UVT 也是正交矩阵,它表示某个旋转角度为θ的旋转,记

为R(θ)。这样,A=R(θ)R(-ϕ)
λ1 0
0 λ2
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 R(ϕ)。如果把A 作用在几何图形上,相当于先把

该图形绕原点旋转角度ϕ,之后再沿X 和Y 方向进行缩放,缩放系数分别为λ1 和λ2,之后旋

转回原来的位置,最后再旋转角度θ。
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通过一个例子感受一下仿射变换。在图3-3中,图3-3(a)是原始图像,图3-3(b)是经由矩

阵

0.9 0.3 0
0.3 1 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 定义的仿射变换得到的结果。可以看到,原来几乎是正圆形的盘子在仿射

变换之后,变成了椭圆形。由此可见,在仿射变换之下,角度有可能不会被保持。

图3-3 仿射变换举例

在前面谈到旋转变换、欧氏变换和相似变换时,都强调了变换要保持方向性的问题。对于

这三类变换来说,只有当其表达矩阵(式(3-5)、式(3-8)和式(3-11))中的R 行列式为1时,变
换才会保持图像的方向性。对于仿射变换,也有类似的结论。如果不对式(3-13)中的A 加以

约束,得到的仿射变换可能会改变图形的方向性。只有当det(A)>0时,对应的仿射变换才会

保持图形的方向性;
 

当det(A)<0时,图像的方向会改变。事实上,可以证明[3]:
 

在平面上有

两个方向不同的向量a、b,当平面上发生了由式(3-13)所表达的仿射变换后,a,b 两个向量相

应地变换为向量a'和b',那么以向量a',b'为邻边所围成平行四边形的定向面积与以向量a,b
为邻边所围成平行四边形的定向面积之比为det(A)。所以,当det(A)<0时,变换之后图形

的方向性会发生变化。比如,在图3-3中,对图3-3(a)施加由

-0.9 0.3 0
 0.3 1 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁  行列式

-0.9 0.3
 0.3 1

<0 定义的仿射变换后得到图3-3(c),可以看到图3-3(c)与图3-3(a)相比,图

形的方向性发生了改变。因此,如果只考虑保持方向的仿射变换,需要要求det(A)>0。

3.1.5　射影变换

在之前的讨论中,表达线性几何变换的矩阵H 都有一个共同的特点,那就是最后一行是

(0,0,1)。如果继续放松对矩阵H 的要求,只要求它是一个非奇异的3×3矩阵,那么此时H
所能表达的线性几何变换称为射影变换(projective

 

transformation)。与前面讨论的几种变换

不同,射影变换不但可以定义在正常点上,也可以定义在无穷远点上。在射影变换下,不再区

分正常点和无穷远点,射影变换可以把正常点变换到无穷远点,也可以把无穷远点变换到正常

点。因此,对点的坐标表达不再限定为规范化齐次坐标(因为无穷远点没有规范化齐次坐标),
而是使用一般化的齐次坐标表达。

假设变换之前点的齐次坐标为x=(x1,x2,x3)T,经过射影变换H 之后,该点就变为了

Hx。由于点的齐次坐标不具有唯一性,Hx 与kHx(∀k≠0)代表的都是同一个平面点。这也

就意味着H 与kH(∀k≠0)表达的实际上是同一个射影变换。因此,尽管从形式上看,射影变
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换矩阵H 有9个元素,但实际上只有8个自由度。
如果点x=(x1,x2,x3)T 与点x'=(x'1,x'2,x'3)T 可以由射影变换H 对应起来,那么Hx

与x'之间是一个常数倍的关系,即必存在一个数c,使得cx'=Hx。也就是说,如果点x 经过

射影变换H=
h11 h12 h13

h21 h22 h23

h31 h32 h33

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 变换到了x',那么它们满足关系

c
x'1
x'2
x'3  =

h11 h12 h13

h21 h22 h23

h31 h32 h33

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

x1

x2

x3  (3-16)

其中,c是一个与点x'有关的数。
最后再来谈一下射影变换对图形方向性的保持问题。对于由式(3-13)定义的仿射变换来

说,可以根据det(A)的符号来判断该变换是否能够保持图形的方向性。但对于射影变换来

说,无法判定一个射影变换是否会保持图形的方向性[4]。

3.2 变换群与几何学

德国数学家费利克斯·克莱因(Felix
 

Klein)①在1872年运用变换群的思想来区分各种几

何学。他提出,每一种几何都是研究图形在一定的变换群下不变的性质[3]。这就是著名的爱

尔兰根纲领(Erlangen
 

program)。

3.2.1　群的定义

群是一个代数学的概念。由于几何与代数的密切关系,这个概念对于几何学的研究不但

是重要的而且具有深远的影响。
定义3.1 群[5]。设有一个集合 ,在其元素之间定义操作􀳱,如果集合 关于运算􀳱满足下

列条件。
(1)

 

封闭性:
 

∀g1,g2∈ ,∃g3∈ ,使得g3=g1􀳱g2;
 

(2)
 

结合性:
 

∀g1,g2,g3∈ ,g1􀳱(g2􀳱g3)=(g1􀳱g2)􀳱g3;
 

(3)
 

存在单位元:
 

∃e∈ ,使得∀g∈ ,e􀳱g=g􀳱e=g,e称为 中的单位元;
 

(4)
 

每个元素存在逆元:
 

∀g∈ ,∃g-1∈ ,使得g􀳱g-1=g-1􀳱g=e。
则称 在运算􀳱之下构成一个群。

3.2.2　线性几何变换群

根据群的定义不难验证,在3.1节中定义的5种表达线性几何变换的矩阵元素在普通矩

阵乘法运算之下均构成群,分别称为旋转变换群(又称特殊正交群[2],special
 

orthogonal
 

group)、欧氏变换群(Euclidean
 

group)②、相似变换群、仿射变换群和射影变换群。在机器人

①

②

费利克斯·克莱因(Felix
 

Klein),德国数学家。克莱因生于德国杜塞多夫,在爱尔兰根、慕尼黑和莱比锡当过教授,
最后在哥廷根教授数学。他的主要课题是非欧几何、群论和复变函数论。他发布的爱尔兰根纲领将各种几何用它们的基础

对称群来分类,是当时多个数学分支的一个综合导向,影响深远。
在一般数学类书籍中所说的欧氏变换会包含反射的情况。但本书中所说的欧氏变换不考虑反射的情况,这类欧氏

变换群在机器人学中也称特殊欧氏群(special
 

Euclidean
 

group)。
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学中,刻画机器人的保向刚体运动是最基本的问题。因此,在该领域中,最常见的特殊正交群

和特殊欧氏变换群都有着通用的表达记号。在二维空间(欧氏平面)中,特殊正交群被记为

SO(2),特殊欧氏变换群被记为SE(2);
 

在三维空间中,特殊正交群被记为SO(3),特殊欧氏

变换群被记为SE(3)。
作为例子,验证表达平面内旋转变换的矩阵集合,

 ={R ∈RR2×2∶|RRT=I,det(R)=1}
在普通矩阵乘法之下构成群。

(1)
 

验证封闭性。假设g1=R1∈ ,g2=R2∈ ,则g1g2=R1R2,则有(g1g2)(g1g2)T=
(R1R2)(R1R2)T=R1R2RT

2RT
1=I,且det(g1g2)=det(R1R2)=det(R1)det(R2)=1,则g1g2∈ 。

(2)
 

验证结合性。在普通矩阵乘法中,结合性显然成立。
(3)

 

验证存在单位元。单位元为二阶单位矩阵I2×2。
(4)

 

验证每个元素存在逆元。设g=R∈ ,验证R 的逆矩阵R-1 也属于 :
 

R-1(R-1)T=

RTR=I,且det(R-1)=
1

det(R)=1
,则R-1∈ 。另,由于gR-1=RR-1=I,R-1g=R-1R=

I,则g 的逆元为g-1=R-1。
现在知道了前面提到的5种几何变换都构成群,那么就可以得到一个重要推论。
推论3.1 由于群的封闭性,两个同类型的几何变换复合在一起,得到的复合变换依然还

是这个类型的几何变换。
比如,平面内两个欧氏变换复合在一起,得到的复合变换依然是平面内的欧氏变换,该复

合变换的自由度依然是3个,它不会变成具有4个自由度的相似变换,也不会变成具有6个自

由度的仿射变换。
不难理解,提到的这5个变换群具有如下包含关系。
推论3.2 旋转变换群⊂欧氏变换群⊂相似变换群⊂仿射变换群⊂射影变换群。
如克莱因指出的,每一种几何都是研究图形在一定的变换群下不变的性质。那么接下来

看一下,在定义的5种变换群下,图形会具有哪些不变的几何性质。
显然,在旋转变换与欧氏变换之下,两点之间的距离是保持不变的。从距离这个基本不变

量出发,可以推导出其他的不变量,比如,两条线之间的夹角、图形的面积等。
在相似变换下,基本的几何不变量是相似比。假设变换之前有任意点x1,x2,x3 和x4,变

换之后它们的对应点分别为x'1,x'2,x'3和x'4。相似比不变指的是
x1x2

x3x4
=

x'1x'2
x'3x'4

。由相似

比这个基本不变量,也可以推导出相似变换下的其他不变量,比如,两条线之间的夹角、直线之

间的平行关系等。
定义3.2 简单比值[3]。设a,b,c是共线三点,在此直线上取定一个单位向量e,若ab=

λ1e,bc=λ2e,则称
λ1
λ2

为共线三点a,b,c的简单比值,记作(a,b,c),即(a,b,c)=
λ1
λ2
。

在仿射变换下,基本的几何不变量是简单比值,即仿射变换保持共线三点的简单比值不

变。由简单比值这个基本不变量,也可以推导出仿射变换下的其他不变量:
 

直线之间的平行

关系在变换前后保持不变;
 

两个图形的面积比在变换前后保持不变;
 

若c是有向线段ab的中

点,则变换之后它的对应点c'也是对应有向线段a'b'的中点。需要格外注意的是,仿射变换不

会保持角度,比如,一个矩形在仿射变换之下可能会变成平行四边形。
在射影变换下,基本的几何不变量是交比。由于交比在本书中其他地方不会再涉及,这里
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就不再详加介绍了。相对于前面几种变换群来说,射影变换群是最大的,同时它能够保持的几

何不变量是最少的。比如,在仿射变换下,直线的平行关系是可以被保持的,但一般的射影变

换并不能保持直线间的平行关系,这就意味着一个矩形在射影变换之后可能会变成一个一般

的四边形。但射影变换毕竟是线性几何变换,一些最基本的几何关系还是能被保持的,比如,
它会把直线变换到直线,变换前是不重合的两点在射影变换后依然不重合。

3.3 三维空间中的线性几何变换

在3.1节中讲述的二维平面上的线性几何变换与在3.2节中讲述的关于变换群与几何学

的有关结论,可以直接推广到三维空间。为了便于读者查阅,把在三维空间中的线性几何变换

的有关结论总结在本节。
与二维情况一样,三维空间中的旋转变换、欧氏变换、相似变换和仿射变换都是针对正常

点(非无穷远点)进行的。设变换之前三维空间点的规范化齐次坐标为x=(x,y,z,1)T,变换

之后点的规范化齐次坐标为x'=(x',y',z',1)T。
在旋转变换下,x 与x'的关系为

x'=
R3×3 03×1
01×3 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x (3-17)

其中,R3×3 为正交矩阵且det(R3×3)=1。表达三维空间旋转变换的矩阵元素在普通矩阵乘法

运算之下构成群,称为三维空间下的旋转变换群。
在欧氏变换下,x 与x'的关系为

x'=
R3×3 t3×1
01×3 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x (3-18)

其中,R3×3 为正交矩阵且det(R3×3)=1;
 

t3×1=(tx,ty,tz)T 为平移向量。表达三维空间欧氏

变换的矩阵元素在普通矩阵乘法运算之下构成群,称为三维空间下的欧氏变换群。在三维旋

转变换群与欧氏变换群下,空间点之间的距离保持不变。
在相似变换下,x 与x'的关系为

x'=
sR3×3 t3×1
01×3 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x (3-19)

其中,R3×3 为正交矩阵且det(R3×3)=1;
 

t3×1=(tx,ty,tz)T 为平移向量;
 

s>0为尺度缩放系

数(这个条件是为了使得det(sR)>0,即所表达的变换为保向变换)。表达三维空间相似变换

的矩阵元素在普通矩阵乘法运算之下构成群,称为三维空间下的相似变换群。在三维相似变

换群下,空间点之间距离的相似比保持不变。
在仿射变换下,x 与x'的关系为

x'=
A3×3 t3×1
01×3 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x (3-20)

其中,det(A)>0;
 

t3×1=(tx,ty,tz)T 为平移向量。表达三维空间仿射变换的矩阵元素在普通

矩阵乘法运算之下构成群,称为三维空间下的仿射变换群。在三维仿射变换群下,空间共线三

点之间的简单比值保持不变。另外,与二维情况类似,可以证明:
 

在三维空间中有三个不共面

向量a,b,c,当该空间发生了由式(3-20)表达的仿射变换后,a,b,c三个向量相应地变换为向

量a',b'和c',那么以向量a',b'和c'为邻边所围成平行六面体的定向体积与以向量a,b 和c
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为邻边所围成平行六面体的定向体积之比为det(A),因此det(A)也被形象地称为仿射变换的

变积系数[5]。

如果三维空间点(齐次坐标表示)x=(x1,x2,x3,x4)T 与点x'=(x'1,x'2,x'3,x'4)T 可以由

射影变换H=

h11 h12 h13 h14

h21 h22 h23 h24

h31 h32 h33 h34

h41 h42 h43 h44

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

对应起来,那么它们满足关系

c

x'1
x'2
x'3
x'4

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

h11 h12 h13 h14

h21 h22 h23 h24

h31 h32 h33 h34

h41 h42 h43 h44

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

x1

x2

x3

x4

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-21)

其中,c是一个与点x'有关的数。表达三维空间射影变换的矩阵元素在普通矩阵乘法运算之

下构成群,称为三维空间下的射影变换群。在三维射影变换群下,空间共线四点之间的交比值

保持不变。
表3-1总结了二维空间与三维空间下的线性几何变换的主要相关结论。

表3-1 二维空间与三维空间下的线性几何变换(n为空间维度,n=2,3)

变
 

换
 

名
 

称 矩阵表达式
二维情况下

自由度个数

三维情况下

自由度个数
不 变 量

旋转变换

Rn×n 0n×1

01×n 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,R 为正交矩阵且

det(R)=1
1 3 长度,角度,面积(体积)

欧氏变换

Rn×n tn×1

01×n 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,R 为正交矩阵且

det(R)=1
3 6 长度,角度,面积(体积)

相似变换

sRn×n tn×1

01×n 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,R 为正交矩阵且

det(R)=1,且det(sR)=sndet
(R)>0

4 7 相似比,角度,面积(体积)比

仿射变换
An×n tn×1

01×n 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,det(A)>0 6 12

简单比,面积(体积)比,平行

关系

射影变换 H(n+1)×(n+1),H 为非奇异矩阵 8 15 交比,共线关系

3.4 习题

(1)
 

请证明式(3-8)所定义的表达平面内特殊欧氏变换的矩阵元素集合构成群。
(2)

 

请证明式(3-18)所定义的表达三维空间内特殊欧氏变换的矩阵元素集合构成群。
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