
第5章

插值与拟合

公元600年,隋朝数学家刘焯在其所著的历法《皇极历》中使用等间距二次插值公式计

算“每日迟速数”。“推日迟速数”术就是为了定朔的需要而计算太阳在两个节气之间逐日行

度改正数的方法。术文有一份按节气变化的日躔表,转换成现代形式如表5-1所示。

表5-1 节气中日躔迟速表

月份 11 12 1 2 3

气/t 大雪 冬至 小寒 大寒 立春 雨水 惊蛰 春分 清明 谷雨

迟速数/f(t) 速0 速50 速93 速129 速165 速208 速258 速208 速165

陟降率/Δ 陟50 陟43 陟36 陟36 陟43 陟50 陟50 陟43 陟36

  刘焯给出了计算每日陟降率的公式为
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式(5-1)中,l为一个特定的天文时段,t为nl后的某一时刻,f(t)为天体在t时段的行度,

Δ1,Δ2 分别为天体在两个连续时间段内的行度,即

Δ1=f(nl+l)-f(nl)

Δ2=f(nl+2l)-f(nl+l)
其中n 为零或正整数。令l=1,n=t0 并对式(5-1)进行整理得

f(t0+t)=f(f0)+Δ1t+
1
2t
(t-1)(Δ2-Δ1)

现以在小寒—大寒区间插值为例,由表5-1可知,f(nl)=50,Δ1=43,Δ2=36,将t1=
t
l=

11
160

代入式(5-1)有

f(nl+t)-f(nl)=
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=2.7156+0.4813=0.0165
=3.1804

即为小寒节后第一日的陟降率Δ1。
式(5-1)的推演过程运用了匀变速运动之路程与时间等量的数学关系,这比伽利略对
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匀变速运动的研究提前了1000余年。
上面的例子说明,在科学研究与生产实践中常常会遇到这样的问题:得到了一组观测

数据,但通过观测所得到的只是有限点上的函数值,对于其他点上的函数值不能直接求出,
在这种情况下,我们需要根据已知的观测数据得到一个近似的函数表达式以近似地表示真

实的函数关系。本章将要讨论的插值和拟合是处理这类问题的两种常用方法。

5.1 插值问题的基本概念

5.1.1 插值问题的定义

  设定义在区间[a,b]上的函数y=f(x),已知它在该区间上的n+1个互异节点a≤
x0<x1<…<xn≤b上的函数值为y0,y1…yn,记为f(xi)=yi,i=0,1,…,n。

如果选取简单函数P(x)作为函数y=f(x)的近似表达式,并满足条件

P(xi)=yi(i=0,1,2,…) (5-2)
则这样的函数近似问题称为插值问题。式(5-2)称为插值条件,满足插值条件的近似函数

P(x)称为函数f(x)的插值函数,f(x)称为被插值函数,互异节点x0,x1,…xn 称为插值

节点,区间[a,b]称为插值区间。
插值函数有很多种,如代数多项式、三角多项式和有理函数等,本章讨论的就是最常见

的多项式插值。

5.1.2 插值多项式存在的唯一性

在n+1个互异节点上满足插值条件(5-2)的次数不高于n 次的插值多项式为

Pn(x)=a0+a1x+a2x2+…anxn (5-3)
称为插值多项式。

5.1 在n+1个互异节点上满足插值条件(5-2)的次数不高于n 次的插值多项

式Pn(x)=a0+a1x+a2x2+…anxn 存在且唯一。
证明:如果条件(5-3)的n+1个系数可以唯一确定,则该多项式也就存在且唯一。
根据插值条件,插值多项式Pn(x)系数满足线性方程组

a0+a1x0+…anxn
0=y0

a0+a1x1+…anxn
1=y1

       ︙

a0+a1xn +…anxn
n =yn

ì
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ï
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(5-4)

  其系数行列式V 为范德蒙行列式,且

V=

1 x0 … xn
0

1 x1 … xn
1

︙ ︙ ︙ ︙

1 xn … xn
n

= ∏
n≥i>j≥0

(xi-xj)

  由于节点互异,即(xi≠xj)(i≠j),所以V≠0,从而,方程组(5-4)解a0,a1,…,an 存在

且唯一,故插值多项式存在且唯一。
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定理5.1不仅确定了插值多项式存在且唯一,而且也提供了它的一种求法,即可通过解

线性方程组(5-4)来确定其系数。
例5.1 当x=1,-1,2时,相应的函数值分别为0,-3,4。试求该函数的二次插值多

项式。
解 设插值多项式为P2(x)=a0+a1x+a2x2,插值多项式必须满足插值条件P(xi)=

yi(i=0,1,2),构成非齐次线性方程组

a0+a1+a2=0
a0-a1+a2=-3
a0+2a1+4a2=4
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方程组的解为 -
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,插值多项式为P2(x)=-
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2。

5.1.3 插值余项

在插值区间[a,b]上用插值多项式Pn(x)近似代替f(x),除了在插值节点xi 上没有

误差外,在其他非插值节点上一般会存在误差。
插值函数Pn(x)与被插值函数f(x)之间的误差称为插值余项或截断误差。记作

Rn(x)=f(x)-Pn(x) (5-5)

  插值余项的大小可用来衡量插值函数Pn(x)与f(x)之间的准确程度。插值函数大小

的确定由下面的定理给出。

5.2 设f(x)在[a,b]上有n+1阶导数,x0,x1,…xn 为该区间上的n+1个互

异的节点,Pn(x)为满足插值条件Pn(xi)=f(xi)(i=0,1,…,n)的n 次插值多项式,对于

任何x∈[a,b],有

Rn(x)=
f(n+1)(ξ)
(n+1)!

wn+1(x) (5-6)

其中wn+1(x)=∏
n

i=0

(x-xi),ξ∈ (a,b)且依赖于x。

证明 由插值条件(5-2)可知

Rn(xi)=f(xi)-Pn(xi)=0(i=0,1,2,…,n)
这表明插值节点都是Rn(x)的零点,故可设

Rn(x)=K(x)wn+1(x) (5-7)
其中,K(x)为待定函数,对于区间[a,b]上异于xi 的任意一点x≠xi 作辅助函数

F(t)=f(t)-Pn(t)-K(x)wn+! (t)

  函数F(t)有如下特点:
(1)F(x)=F(xi)=0(i=0,1,…,n);
(2)在[a,b]上有n+1阶导数,且

F(n+1)(t)=f(n+1)(t)-K(x)·(n+1)! (5-8)

  根据罗尔定理可知F'(t)在开区间(a,b)内至少有n+1个零点。同理可知F(n+1)(t)
在开区间(a,b)内至少有一个零点,记为ξ,则F(n+1)(ξ)=0,于是有

F(n+1)(ξ)=f(n+1)(ξ)-K(x)·(n+1)! =0
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K(x)=f(n+1)(ξ)/(n+1)!
将它代入式(5-7)得到式(5-6)。

定理5.2给出了插值余项Rn(x)的表达式,在插值余项的表达式中,ξ∈(a,b),但ξ的

具体数值通常很难确定,从而无法确定插值余项的大小。这时可以通过下面的表达式来估

计插值余项。
令M=max

x∈I
|f(n+1)(x)|,I为包含n+1个互异节点的最小开区间,则有

|Rn(x)|≤
M

(n+1)! |(x-x0)(x-x1)…(x-xn)| (5-9)

  在实际计算过程中,经常采用式(5-9)来估计截断误差。通过分析式(5-6),可以看出

截断误差的大小主要受两个因素的影响。
(1)f(n+1)(ξ)对截断误差有影响。许多函数的高阶导数的绝对值会随着导数阶数的增

加而迅速增加,从而使截断误差的绝对值增大。

例如:f(x)=
1
x
,f(n)(x)=(-1)nn!

1
xn+1,若x 固定,则当n 增加时,|f(n)(x)|按n!

的速度增长。

(2)wn+1(x)对截断误差有影响。由wn+1(x)=∏
n

i=0

(x-xi)可知,若x 固定,则当节

点的个数很多时,n 很大,互异节点中只有少数节点距离x 较近,其他大部分节点距离节点

x 较 远,距 离 x 较 远 的 节 点 与 x 之 差 的 绝 对 值 较 大,最 终 导 致|wn+1 (x)|=

∏
n

i=0

(x-xi) 很大,从而使截断误差增大,由此可以看出,在进行插值运算时,高次插值并

不可取,实际中常用的是低次插值。为了使|wn+1(x)|= ∏
n

i=0

(x-xi) 尽可能小,插值

节点的选取原则是使x 尽可能处于包含x 和插值节点的最小闭区间的中部。
如果被插函数f(x)本身是一个不高于n 次的多项式,则由余项公式可知,Rn(x)≡0,

因此其n 次插值多项式Pn(x)与f(x)精确相等。

5.2 拉格朗日插值多项式

利用待定系数法,我们可以通过求解线性方程组来得到插值多项式。但是当插值节点

的个数很多时,求解线性方程组时的计算量就会非常大,所以在实际中几乎很少利用待定系

数法求插值多项式。本节将介绍一种简便方法———拉格朗日插值方法。

5.2.1 拉格朗日插值基函数

在n+1个互异节点xi(i=0,1,…,n)上,拉格朗日插值基函数lk(xi)的特点为

lk(xi)=
1, i=k
0,i≠k{ (5-10)

  根据拉格朗日插值基函数的特点,可以确定拉格朗日插值基函数的具体表达形式。
设lk(x)=Ak(x-x0)(x-x1)…(x-xk-1)(x-xk+1)…(x-xn),其中Ak 为待定系
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数。由条件lk(xk)=1得

Ak=
1

(xk-x0)(xk-x1)…(xk-xk-1)(xk-xk+1)…(xk-xn)
故

lk(x)=
(x-x0)(x-x1)…(x-xk-1)(x-xk+1)…(x-xn)

(xk -x0)(xk -x1)…(xk -xk-1)(xk -xk+1)…(xk -xn)
,k=0,1,…,n

(5-11)

5.2.2 拉格朗日插值多项式

利用插值基函数,我们可以给出拉格朗日插值多项式。在n+1个互异节点xi(i=0,

1,…,n)上,满足插值条件(5-2)的拉格朗日插值多项式记为Ln(x),即

Ln(x)=y0l0(x)+y1l1(x)+…ynln(x)=∑
n

k=0
yklk(x) (5-12)

其中lk(x)为式(5-11)。
当节点个数不同时,拉格朗日插值多项式的表达形式也不同。下面分别写出n=1,2

时的拉格朗日插值多项式的表达形式。
当n=1时,一次插值多项式为

L1(x)=y0l0(x)+y1l1(x)

=y0
x-x1

x0-x1
+y1

x-x0

x1-x0
(5-13)

  一次插值是通过两点(x0,y0)、(x1,y1)的直线方程,也称线性插值,如图5-1所示。

图5-1 线性插值

当n=2时,得到过三点的插值多项式

L2(x)=y0l0(x)+y1l1(x)+y2l2(x)

=y0
(x-x1)(x-x2)
(x0-x1)(x0-x2)+y1

(x-x0)(x-x2)
(x1-x0)(x1-x2)+

 y2
(x-x0)(x-x1)
(x2-x0)(x2-x1)

(5-14)

  用二次函数L2(x)近似函数f(x),L2(x)为过三点的一条抛物线,所以也称为抛物线

插值,如图5-2所示。
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图5-2 二次插值

例5.2 已知函数y= x的一组数据为

i 0 1 2

xi 100 121 144

yi 10 11 12

  试选择合适的节点,分别用线性插值和二次插值求出 115的近似值。
解 表中给出了3个互异节点,而线性插值只需要2个互异节点即可,这时为使截断误

差的绝对值较小,选取节点x0=100,x1=121,相应的有y0=10,y1=11,即

L1(x)=y0l0(x)+y1l1(x)=y0
x-x1

x0-x1
+y1

x-x0

x1-x0

=10×
x-121
100-121+11×

x-100
121-100

L1(115)≈10.714
  二次插值需要3个互异节点,即
L2(x)=y0l0(x)+y1l1(x)+y2l2(x)

=y0
(x-x1)(x-x2)
(x0-x1)(x0-x2)+y1

(x-x0)(x-x2)
(x1-x0)(x1-x2)+y2

(x-x0)(x-x1)
(x2-x0)(x2-x1)

=10×
(x-121)(x-144)
(100-121)(100-144)+

11×
(x-100)(x-144)
(121-100)(121-144)+

12×

 
(x-100)(x-121)
(144-100)(144-121)

L2(115)≈10.7228

  例5.3 估计例5.2中二次插值求 115时的截断误差。
解 利用式(5-9)估计误差。
已知

f(x)= x, f(3)(x)=
3
8x

-5/2

M = max
x∈[100,144]

|f(3)(x)|= max
x∈[100,144]

|
3
8x

-5/2|=
3
8×10-5
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  得

|R2(115)|≤
M
3! |(115-100)(115-121)(115-144)|≤1.63×10-3

5.3 差商与牛顿插值多项式

拉格朗日插值多项式具有便于计算和编程等优点,但是当增加新的节点时,插值公式需

要重新计算,会带来较大的工作量。而相同情形下,牛顿插值多项式只需在原来的插值多项

式的基础上增加一项,既节约了计算时间,也为实际计算带来了方便。在介绍牛顿插值多项

式之前,需要先了解差商的概念及性质。

5.3.1 差商的定义与性质

5.1 已知函数f(x)在n+1个互异节点xi(i=0,1,2,…,n)上的函数值分别为

f(x0),f(x1),…,f(xn)。

f[xi,xi+1]=
f(xi+1)-f(xi)

xi+1-xi

称为f(x)关于节点xi,xi+1的一阶差商

f[xi,xi+1,xi+2]=
f[xi+1,xi+2]-f[xi,xi+1]

xi+2-xi

称为f(x)关于节点xi,xi+1,xi+2的二阶差商。一般的,称

f[xi,xi+1,…xi+k]=
f[xi+1,…xi+k]-f[xi,…xi+k-1]

xi+k -xi
(5-15)

为f(x)关于节点xi,xi+1,…xi+k的k阶差商。当k=0时,称之为f(xi)关于节点xi 的零

阶差商,记为f[xi]。
计算差商时常采用表格的形式,如表5-2所示。

表5-2 差商表

xi f(xi) 一阶差商 二阶差商 三阶差商

x0

x1

x2

x3

f(x0)
f(x1)
f(x2)
f(x3)

f[x0,x1]
f[x1,x2]
f[x2,x3]

f[x0,x1,x2]
f[x1,x2,x3]

f[x0,x1,x2,x3]

  差商的性质如下。
性质1:函数f(x)的k阶差商f[x0,x1,…xk]可由函数值

f(x0),f(x1),…,f(xm)的线性组合表示,即f[x0,x1,…xk]=

∑
k

i=0

f(xi)
(xi-x0)…(xi-xi-1)(xi-xi+1)…(xi-xk)

(5-16)

  性质2:差商与其所含节点的排列次序无关。
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  性质3:f(x)在包含互异节点x0,x1,…,xn 的闭区间[a,b]上有n 阶导数,则n 阶导

数与n 阶差商之间有如下关系成立,即

f[x0,x1,…,xn]=
f(n)(ξ)
n!

,ξ∈ (a,b) (5-17)

5.3.2 牛顿插值公式

设x∈[a,b],根据差商的定义,xi∈[a,b],f[x,x0]=
f(x)-f(x0)

x-x0
,

移项整理可得

f(x)=f(x0)+f[x,x0](x-x0) (5-18)
利用二阶差商的性质

f[x,x0,x1]=
f[x,x0]-f[x0,x1]

x-x1

移项得

f[x,x0]=f[x0,x1]+f[x,x0,x1](x-x1)
将此式代入式(5-18)得

f(x)=f(x0)+f[x0,x1](x-x0)+f[x,x0,x1](x-x0)(x-x1)
重复以上过程可得

f(x)=f(x0)+f[x0,x1](x-x0)+f[x0,x1,x2](x-x0)(x-x1)+…

+f[x0,x1,…,xn](x-x0)(x-x1)…(x-xn-1)

+f[x,x0,x1,…,xn](x-x0)(x-x1)…(x-xn-1)(x-xn) (5-19)
记

Nn(x)=f(x0)+f[x0,x1](x-x0)+…+f[x0,x1,…,xn]
(x-x0)(x-x1)…(x-xn-1) (5-20)

为牛顿插值多项式。式(5-19)与式(5-20)相比,立即可得其余项公式为

Rn(x)=f[x,x0,x1,…,xn]wn+1(x) (5-21)
由Rn(xi)=f(xi)-Nn(xi)=0(i=0,1,2,…,n)得f(xi)=Nn(xi)(i=0,1,2,…,n)。
因此,牛顿插值多项式满足插值条件。同时由插值多项式存在且唯一可知

Pn(x)=Ln(x)=Nn(x)
且其余项也一定相等,即

f[x,x0,x1,…,xn]=
f(n+1)(ξ)
(n+1)!

,ξ∈(a,b)

证明了差商的性质3。
例5.4 已知函数y=3x 的数据如下表。

i 0 1 2 3

xi 0 1 2 3

yi 1 3 9 27
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  试用此组数据构造3次牛顿插值多项式N3(x),并计算N3
1
2

æ
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ø
÷。

解 利用差商表作牛顿插值多项式

作差商表如下:

xi f(xi) 一阶差商 二阶差商 三阶差商

0
1
2
3

1
3
9
27

2
6
18

2
6

4
3

N3(x)=f(x0)+f[x0,x1](x-x0)+f[x0,x1,x2](x-x0)(x-x1)

 +f[x0,x1,x2,x3](x-x0)(x-x1)(x-x2)

=1+2x+2x(x-1)+
4
3x
(x-1)(x-2)

=
4
3x

3-2x2+
8
3x+1

N3
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=2

5.4 差分与等矩节点插值公式

本节给出等矩节点情况下的牛顿插值多项式,并引入差分的概念,将等距节点下的牛顿

插值多项式表示为更简洁的形式。

5.4.1 差分及其性质

5.2 设函数y=f(x)在等矩节点xi=x0+ih(i=0,1,2,…,n)上的值yi=

f(xi)已知,这里h=xi-xi-1为常数,称为步长,记作

Δyi=yi+1-yi (5-22)

Δ

yi=yi-yi-1 (5-23)
分别称为函数y=f(x)在xi 处以h 为步长的向前差分和向后差分,符号Δ,

Δ

分别称为向

前差分运算符、向后差分运算符。
与差商相似,高阶差分可以由低阶差分表示,如二阶差分可表示为

Δ2yi=Δ(Δyi)=Δ(yi+1-yi)=Δyi+1-Δyi=yi+2-2yi+1+yi

Δ

2yi=

Δ

(

Δ

yi)=

Δ

(yi-yi-1)=

Δ

yi-

Δ

yi-1=yi-2yi-1+yi-2

更高阶的差分可用同样的方法递推得到。
差分的性质如下。
性质1 差分与差商有以下关系

f[xi,xi+1,…,xi+m]=
1

m!
1
hmΔ

myi (5-24)
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f[xi,xi-1,…,xi-m]=
1

m!
1
hm

Δ

myi (5-25)

  性质2

Δ

iyn =Δiyn-i (5-26)

  性质3 设函数y=f(x)在包含等距节点xi,xi+1,…,xi+j的区间I上有j阶导数,则
在该区间上至少存在一点ξ,使

Δjyi=hjf(j)(ξ),ξ∈I (5-27)

  性质1可以应用数学归纳法进行证明,性质2利用性质1即可证明,性质3利用式(5-17)
与式(5-24)即可得出。

差分的运算通过差分表来进行,可以分别构造向前插分表和向后差分表。由差分的性质

2可知,当用同一组数据进行差分运算时,向前差分表与向后差分表中的数据是相同的,但
该数据所表示的意义有所不同。以向前差分表5-3为例。

表5-3 差分表

yi Δyi Δ2yi Δ3yi

y0 Δy0=y1-y0 Δ2y0=Δy1-Δy0 Δ3y0=Δ2y1-Δ2y0

y1 Δy1=y2-y1 Δ2y1=Δy2-Δy1

y2

y3
Δy2=y3-y2

5.4.2 等距节点下的牛顿插值公式

利用差商与差分之间的关系,可以将牛顿插值多项式利用差分来表示,当利用向前差分

来表示差商时会得到牛顿向前差分公式,利用向后差分表示差商时会得到牛顿向后差分

公式。
首先推导牛顿向前差分公式,如果要计算的插值点x 靠近x0,可以令

x=x0+th(t>0),
对等矩节点有

xk =x0+kh

Nn(x0+th)=y0+tΔy0+
t(t-1)
2! Δ2y0+…+

t(t-1)…(t-n+1)
n! Δny0 

(5-28)

  这个用向前差分表示的插值多项式称为牛顿向前插值公式,它适用于计算表头x0 附

近的函数值。如果x 靠近节点xi,则只需将式(5-28)中的y0 换成yi 即可。
其余项为

Rn(x0+th)=
t(t-1)…(t-n)

(n+1)!
hn+1f(n+1)(ξ),ξ∈ (x0,xn) (5-29)

  当节点的顺序为xn,xn-1,…,x0 时,牛顿插值多项式可写成

Nn(x)=f(xn)+f[xn,xn-1](x-xn)+…+f[xn,xn-1,…,x0](x-xn)(x-xn-1)…
(x-x1)。


