
本章主要内容
•

 

递归算法简介;
 

•
 

线性递归与非线性递归;
 

•
 

问题与子问题;
 

•
 

递归与迭代;
 

•
 

多重递归;
 

•
 

经典递归;
 

•
 

优化递归。
递归算法是非常重要的算法,是很多算法的基础。递归算法不仅能使代码优美简练,容易

理解解决问题的思路或发现数据的内部逻辑规律,而且具有很好的可读性。递归算法是分治

算法思想的重要体现,或者说分治算法思想来源于递归:
 

将规模大的问题逐步分解成规模小

的问题,最终解决整个问题。与排序算法不同,许多经典的排序算法已经日臻完善,在许多应

用中只需选择一种排序算法直接使用即可(见第4章和第12章),而对于递归算法,只有真正

理解递归算法内部运作机制的细节,才能针对实际问题写出正确的递归算法。所以本书单独

设一章讲解递归算法。

3.1 递归算法简介

一个函数在执行过程中又调用了自身,形成了递归调用,这样的函数被称为递归函数或递

归算法。递归函数是一个递归过程,函数调用自身一次、就是一次递归。每一次递归又导致函

数调用自身一次,形成下一次递归。结束递归需要条件,当这个条件满足时递归过程会立刻结

束,即在某次递归中函数不再调用自身,结束递归。如果在某次递归中函数不再调用自身,那
么此次递归就是函数最后一次调用自身,从递归开始到函数最后一次调用自身,函数被调用的

总数记作R(n),那么R(n)是依赖于一个正整数n 的函数。
假设函数名是f,下面进一步说明递归过程中的压栈和弹栈的细节。
递归函数f 的递归过程是这样的:

 

第k次调用f 需要等待第k+1次调用f 结束执行后

才能结束本次调用的执行。那么第R(n)次(最后一次)调用f 结束执行后,就会依次使得第k
次调用f 结束执行(k=R(n)-1,R(n)-2,…,1),如图3.1所示。

函数被调用时,函数的(入口)地址会被压入栈(栈是一种先进后出的结构)中,称为压栈操

作,同时函数的局部变量被分配内存空间。函数调用结束,会进行弹栈,称为弹栈操作,同时释

放函数的局部变量所占的内存。递归过程的压栈操作会导致栈的长度不断变大,而弹栈操作

会导致栈的长度不断变小,最终使栈的长度为0,如图3.2所示,其中用函数的名字f,表示函

数的地址。
1.

 

时间复杂度

递归函数是一个递归过程,从递归开始到递归结束,函数被调用的总数R(n)是依赖于一
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图3.1 递归执行过程

图3.2 递归过程中的压栈、弹栈

个正整数n 的函数。那么递归函数中基本操作被执行的总次数T(n)就依赖于递归的总次数

R(n)和每次递归时基本操作被执行的总次数。因此要针对具体的递归函数计算其时间复

杂度。

2.
 

空间复杂度

递归过程的压栈操作增加栈的长度,而弹栈操作减小栈的长度。需要注意的是,递归过程

中压栈操作和弹栈操作可能交替地进行,直到栈的长度为0(见例3-2),所以需要计算出递归

过程中某一时刻(某一次递归)栈出现的最大长度和每次递归中函数的局部变量所占的内存空

间,即计算出栈的最大长度以及局部变量所占的全部内存空间,明确它们与依赖的正整数之间

的关系,才能知道空间复杂度。大部分递归的空间复杂度通常是O(n),但也有的递归是

log2n(见例3-7)。

  注意:
 

递归会让栈的长度不断发生变化,如果栈的长度较大可能导致栈溢出,使得进程

(运行的程序)被操作系统终止。

3.2 线性递归与非线性递归

3.2.1　线性递归

  线性递归是指每次递归时函数调用自身一次。
例3-1 判断一年的第n 天是星期几。
为了知道一年的第n 天是星期几,需要知道第n-1天是星期几。本例中week.cpp中的

函数f(int
 

n)是一个递归函数,即f(n)需要等待f(n-1)返回的值,才能计算出自己的返回

值,即才会知道第n 天是星期几,这就形成了递归调用。f(int
 

n)函数可以返回一年的第n天是
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星期几,其中返回值是0表示星期日,返回值是1表示星期一,……,返回值是6表示星期六。

week.cpp
  int

 

f int
 

n 
 

int
 

startWeekDay 
 

 
 if n==1                 n的值是1 代表元旦
   return

 

startWeekDay   元旦的星期数
  
 else

 

 
   return

 

 f n-1 startWeekDay +1 %7 
  

  

 

递归函数f(int
 

n)递归过程中的示意图如图3.3所示,向下方向的弧箭头表示函数被调

用,向上方向的直箭头表示函数调用结束。图3.4示意了递归过程中压栈、弹栈操作产生的最

长的栈。

图3.3 递归过程中函数的调用和结束 图3.4 递归过程中最长栈的长度是n

递归函数f(int
 

n)的递归的总次数:
 

R(n)=n
  每次递归只有两个基本操作,一个是关系表达式n==1,另一个是return语句,所以递归

函数f(int
 

n)执行的基本操作总数是2×n,即递归结束后,执行的基本操作总数是2×n,因此

f(int
 

n)时间复杂度是O(n)。
 

在递归的压栈操作过程中得到的栈的最大长度是R(n)=n,每次递归只有两个局部变

量:
 

参数n 和startWeekDay,所占用的总内存是一个常量,例如C,因此递归过程中占用的最

大内存是C×n,所以空间复杂度是O(n)。
可以把本例的递归算法类比为,如果你忘记了今天是星期几,就需要知道昨天是星期几,

如此这般地向前翻日历,使得手中的日历越来越厚(相当于递归中的压栈,导致栈的长度在增

加),直到翻到了某个日历页上显示了星期几,就结束翻阅日历(相当于结束压栈),然后一页一

页地撕掉日历(相当于弹栈),撕掉日历的过程中,日历上出现了星期数,例如星期日、星期五

图3.5 使用递归算法输出星期

等,即函数依次计算出自己的返回值。不断地撕掉日历退回

到今天,就知道了今天是星期几。
本例的ch3_1.cpp中,假设元旦是星期一,输出这一年的

第168天是星期日,运行效果如图3.5所示。

ch3_1.cpp
  #include iostream

int
 

f int
 

n 
 

int
 

startWeekDay  
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  int
 

main  
 

 
 

 

int
 

day
 

=
 

168                 第168天
 

 

int
 

m
 

=
 

f day 1  
    

  1表示星期一 即设元旦是星期一
 

 

std  cout "\n如果元旦是星期一 " 
 

 

switch m  
   case

 

0 
 

std  cout "\n第" day "天是星期日 "
 

std  endl 
       break 
   case

 

1 
 

std  cout "\n第" day "天是星期一 "
 

std  endl 
       break 
   case

 

2 
 

std  cout "\n第" day "天是星期二 "
 

std  endl 
       break 
   case

 

3 
 

std  cout "\n第" day "天是星期三 "
 

std  endl 
       break 

 

   case
 

4 
 

std  cout "\n第" day "天是星期四 "
 

std  endl 
       break 
   case

 

5 
 

std  cout "\n第" day "天是星期五 "
 

std  endl 
       break 

 

   case
 

6 
 

std  cout "\n第" day "天是星期六 "
 

std  endl 
       break 

 

   default 
 

std  cout
 

std  endl 
  
 return

 

0 
 

3.2.2　非线性递归

非线性递归是指每次递归时函数调用自身2次或2次以上。
例3-2 递归与Fibonacci序列。

Fibonacci序列的特点是,前2项的值都是1,从第3项开始,每项的值是前两项值的和。

Fibonacci序列如下:
 

1,1,2,3,5,8,13,21,…
本例fibonacci.cpp中的函数f(long

 

n)返回参数n 指定的Fibonacci序列第n 项的值。

f(n)需要知道第n-1项的值和第n-2项的值,即需要f(n-1)和f(n-2)的返回值,这就

形成了递归调用,即f(long
 

n)是一个递归函数。

fibonacci.cpp
  long

 

f long
 

n  
 long

 

result
 

=
 

-1 
 if n==1||n==2 

 

 
   result

 

=
 

1 
  
 else

 

if n =3  
   result

 

=
 

f n-1 +f n-2  
  
 return

 

result 
 

递归过程中,每次递归时函数调用自身两次,使得每次递归出现了两个递归“分支”,然后

选择一个分支,继续递归,直到该分支递归结束,再沿着下一分支继续递归,当两个分支都递归

结束,递归过程才结束,而且递归过程交替地进行压栈和弹栈操作,直至栈的长度为0。
递归过程可以用一个二叉树来刻画,二叉树的结点数目恰好是递归总数,如图3.6所示。

该二叉树至少有2k-1个结点(k<n),k 随着n 的增大而增大。例如,参数n 的值是6时(即
求第6项的值时),调用函数的总次数(即递归的总次数)是24-1(n=6,k=4)。在递归过程
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中f(long
 

n)被调用(压栈)和结束执行(弹栈),其中向下方向的弧箭头表示函数被调用(压
栈),向上方向的直箭头表示函数结束(弹栈)。

图3.6 递归过程的二叉树示意图

k随着n 的增大而增大,在计算时间复杂度时可以设R(n)=2n-1,而每次递归的基本操

作只有一个加法操作和一个“return”语句,即每次递归有两个基本操作,因此f(long
 

n)的执行

过程(即递归过程)产生的基本操作的总次数T(n)为
T(n)=R(n)=2×(2n -1)=2n+1-2

所以f(long
 

n)的时间复杂度是O(2n)。

图3.7 递归过程中的最长栈

递归过程是按照两个“分支”分别进行的,一个分支的

递归结束(压栈、弹栈结束),再进行另一个分支的递归。递

归形成的二叉树至少有2k-1个结点(k<n),那么树的高

度(或叫深度)至少是k(这是二叉树的简单规律)。递归过

程中交替进行压栈和弹栈操作,因此递归过程中栈的最大

长度大于k 小于n,由于k 随着n 的增大而增大,因此

f(long
 

n)的空间复杂度是O(n)。图3.6中左侧的递归分

支产生的压栈过程得到的最长栈如图3.7所示。

  注意:
 

图3.7中f(2)弹栈后,f(3)不马上弹栈,而是将f(1)压栈,即f(1)入栈。压栈和

弹栈如此交替进行,直到递归结束。

图3.8 计算Fibonacci的某一项 

本例的ch3_2.cpp中使用fibonacci.cpp中的递归函数

f(long
 

n)输出Fibonacci序列的第22项,并计算了黄金分割

的近似值,运行效果如图3.8所示。

ch3_2.java
  #include iostream

long
 

f long              fibonacci cpp中的递归函数f long
 

n 
int

 

main  
 

 
 long

 

item
 

=
 

22 
 printf "Fibonacci序列第%d项是%d\n" item f item   
 printf "黄金分割近似值 % 3f 保留3位小数 \n"  double f 19  f 20   
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   return
 

0 
 

Fibonacci序列可以解释青蛙跳台阶问题。假设有n 级台阶,青蛙每次只可以跳一个台阶

或两个台阶,问青蛙完成跳n 级台阶的任务(跳到最后一个台阶上算完成任务)一共有多少种

跳法?
 

当n 的值是1时,青蛙只有1种跳法,即跳一个台阶。当n 的值是2时,青蛙有2种跳法:
 

一种是每次跳一个台阶,另一种是每次跳两个台阶。当n 的值是3时,青蛙可以选择先跳一个

台阶,剩下的可能性跳法交给n-1级台阶的情况;
 

或者青蛙可以先跳两个台阶,剩下的可能

性跳法交给n-2级台阶的情况。即青蛙完成跳n 级台阶的全部跳法总数(n≥3)满足

Fibonacci序列,所以Fibonacci序列的第n+1项的值就是青蛙跳n 级台阶的全部跳法的

总数。

  注意:
 

青蛙跳台阶使用递归是合理的,理由是跳台阶的各种可能性和起始方式有关,比如

跳4级台阶。1,1,2和2,2是不同的跳法。

从Fibonacci序列中还可以计算出黄金分割数的近似值:
 

f(n)/f(n+1) (n=1,2,…)
的极限是黄金分割数(0.618…,一个无理数)。

3.3 问题与子问题

一个问题的子问题就是数据规模比此问题的规模更小的问题。当一个问题可以分解成许

多子问题时,就可以考虑用递归算法来解决这个问题。
例3-3 计算8+88+888+8888+…的前n 项。
计算前n 项和与计算前n-1和就是问题和子问题的关系。如果解决了子问题,即算出了

前n-1项的和,那么前n 项和的问题就解决了:
 

前n 项和等于前n-1项的和乘以10再加上

8×n。
本例的sum_and_multi.cpp中的递归函数long

 

sum(long
 

a,int
 

n)返回形如

a+aa+aaa+aaaa+…
的前n 项和(a 是1~9中的某个数字)。递归函数long

 

multi(long
 

n)返回n!(n 的阶乘)。

sum_and_multi.cpp
  long

 

sum long
 

a int
 

n  
  long

 

result
 

=
 

0 
  if n==1 

 

 
   result

  

=
 

a 
   
  else

 

if n =2 
 

 
   result

 

=
 

sum a n-1 *10+n*a 
   
  return

 

result 
 
long

 

multi int
 

n  
  long

 

result
 

=
 

-1 
  if n==1 

 

 
   result

  

=
 

1 
   
  else

 

if n =2 
 

 
   result

 

=
 

multi n-1 *n 
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  return

 

result 
 

不难计算出sum(long
 

a,int
 

n)和multi(int
 

n)的时间复杂度都是O(n)。

图3.9 计算连续和与阶乘

本例的ch3_3.cpp使用sum_and_multi.cpp中的递归函数

计算了8+88+888+…的前5项的连续和以及10!(10的阶

乘),运行效果如图3.9所示。

ch3_3.cpp
  #include iostream

long
 

sum long int  
long

 

multi int  
int

 

main  
 

 
 int

 

a
 

=
 

8 
 n

 

=
 

5 
 int

 

m
 

=
 

10 
 printf "%d+%d%d+%d%d%d+   前%d项和是%d\n" 
     a a a a a a n sum a n   
 printf "%d的阶乘是%d\n" m multi m   
 return

 

0 
 

例3-4 反转(倒置)字符序列。
本例中reverse.cpp中的递归函数reverseString(const

 

std::string&
 

s)返回参数s中的

反转(倒置)字符序列。倒置长度为n 的字符序列s1s2…sn,这一问题的子问题是反转长度为

n-1的字符序列:
 

s2s3…sn,将字符s1 放在反转后的字符序列snsn-1…s2 的后面,变成snsn-1…s1,
就解决了反转长度为n 的字符序列问题。这一问题的子问题也可以是反转长度为n-1的字

符序列:
 

s1s2…sn-1,将字符sn 放在反转后的字符序列sn-1sn-2…s1 的前面变成snsn-1…s1,就
解决了反转长度为n 的字符序列问题。

reverse.cpp
  #include string

std  string
 

reverseString const
 

std  string&
 

s  
 std  string

 

result 
 if

 

 s length  
 

=
 

1 
 

 
   result

 

=
 

s 
  

 

 else
 

 
   result

 

=
 

reverseString s substr 1  
 

+
 

s 0  
  
 return

 

result 
 

图3.10 反转字符序列

不难计算出reverseString(const
 

std::string&
 

s)的时间复

杂度和空间复杂度都是O(n)。
本例 的ch3_4.cpp使 用reverse.cpp中 的reverseString

(const
 

std::string&
 

s)得到一个字符序列的反转(倒置),并判断

一个英文单词是否是回文单词(回文单词和它的反转相同),运行效果如图3.10所示。

ch3_4.cpp

  #include iostream
#include string
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  std  string
  

reverseString const
 

std  string&  
int

 

main  
 

 
  std  string

 

str
 

=
 

"ABCDEFG" 
  std  string

 

reverse
 

=
 

reverseString str  
  std  cout str "\n" reverse std  endl 
  str

 

=
 

"racecar" 
  reverse

 

=
 

reverseString str  
  if str compare reverse ==0  
   std  cout str "是回文单词 " std  endl 
   
  else 
   std  cout str "不是回文单词 " std  endl 
   
  return

 

0 
 

3.4 递归与迭代

递归的思想是根据上一次操作的结果来确定当前操作的结果,比如当前结果与上一次结

果相同或需要根据上一次结果来确定本次操作的结果。迭代的思想是根据当前操作的结果来

确定下一次操作的结果。对于解决相同的问题,递归代码简练,容易理解解决问题的思路或发

现数据的内部逻辑规律,具有很好的可读性。迭代代码可能比较复杂,处理数据的过程也可能

比较复杂,所以迭代代码不如递归简练。对于递归算法能解决的问题,也可以用迭代算法解

决。由于迭代不涉及函数的递归调用,所以通常情况下递归算法的空间复杂度会大于迭代的

复杂度,当递归过程的递归总数较大时会导致栈溢出。
例3-5 计算圆周率的近似值。
下列无穷级数的和是圆周率的1/4。

1-
1
3+

1
5-

1
7+…

  本例的computePI.cpp中的recursionMethod(int
 

n)函数和iterationMethod(int
 

n)函数

都用来返回圆周率的近似值。recursionMethod(int
 

n)函数使用的是递归,iterationMethod
(int

 

n)函数使用的是迭代。

computePI.cpp
  double

 

recursionMethod int
 

n 
 

             递归函数
 

 double
 

sum
 

=
 

0 
 if n==1 
   sum

 

=
 

1 
 else

 

if n%2==0 
 

 
   sum

 

=
 

recursionMethod n-1 -1 0  2*n-1  
  
 else

 

 
   sum

 

=
 

recursionMethod n-1 +1 0  2*n-1  
  
 return

 

sum 
 
double

 

iterationMethod int
 

n 
 

             迭代函数
 double

 

sum
 

=
 

0 
 for int

 

i=1 i =n i++  
   if i%2==0  
     sum

 

=
 

sum-1 0  2*i-1  
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   else

 

 
     sum

 

=
 

sum+1 0  2*i-1  
    
  
 return

 

sum 
 

不难计算出基于递归的recursionMethod(int
 

n)函数的时间复杂度和空间复杂度都是

图3.11 计算圆周率的近似值

O(n)。基于迭代的iterationMethod(int
 

n)函数的时间复杂度

是O(n),空间复杂度是O(1)。
本例的ch3_5.cpp使用computePI.cpp中的函数计算圆周

率的近似值,运行效果如图3.11所示。

ch3_5.cpp
  #include iostream

double
 

recursionMethod int              递归函数
 

double
 

iterationMethod int    迭代函数
int

 

main  
 

 
  int

 

n
 

=
 

8887 
  double

 

pi
 

=
 

recursionMethod n *4 
  printf "递归计算圆周率 保留6位小数  % 6f\n" pi  
  pi

 

=
 

iterationMethod n *4 
  printf "迭代计算圆周率 保留6位小数  % 6f\n" pi  
  return

 

0 
 

  注意:
 

递归算法可能导致栈溢出,在ch2_3.cpp中,当n 的值较大时递归算法会导致栈

溢出。

例3-6 判断某个数是否是数组的元素值。
例2-9的find_number.cpp中的binary_search(int

 

array[],int
 

n,int
 

number)函数使用

迭代法判断number是否是数组array的元素值。本例的search_number.cpp中的binary_

search(int
 

array[],int
 

start,int
 

end,int
 

number)使用递归判断number是否是数组array的

元素值,递归的时间复杂度是O(log2n),空间复杂度是O(n)(时间复杂度和空间复杂度和

例2-9中的迭代函数binary_search(int
 

array[],int
 

n,int
 

number)的相同)。

search_number.cpp
  int

 

binary_search int
 

array   int
 

start int
 

end
 

 int
 

number 
 

 
  int

 

mid
 

=
 

-1 
  int

 

index
 

=
 

-1 
  mid

 

=
 

 start+end  2 
 

  int
 

midValue
 

=
 

array mid  
  if start end  

  

   index
 

=
 

-1 
   
  else

 

if number
 

==
 

midValue 
 

 
   index

 

=
 

mid 
   
  else

 

if number
  

midValue  
   end

 

=
 

mid-1 
   index

 

=
 

binary_search array start end number  
   
  else

 

if number
  

midValue  
   start

 

=
 

mid+1 
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     index
 

=
 

binary_search array start end number  
   
  return

 

index 
 

二分法在处理数据时处理的数据量每次减少一半,递归的总次数k 的最大可能取值就是

使得数组的长度是1(见例2-9),即

n
2k =1, k=log2n

所以递归的总次数R(n)的最大取值是log2n。由于每次递归的基本操作总数是一个常量,例
如C,因此递归过程的基本操作的总次数

T(n)=C×log2n
所以binary_search(int

 

array[],int
 

start,int
 

end
 

,int
 

number)的时间复杂度是O(log2n)。
算法中影响空间复杂度的是一维数组array的长度n,因此空间复杂度是O(n)。

图3.12 判断某个数是否在数组中

本例的ch3_6.cpp使用binary_search(int
 

array[],

int
 

start,int
 

end
 

,int
 

number)函数判断一些数是否是数

组array的元素值,运行效果如图3.12所示(本例3-6使

用了例2-7的bubble_sort.cpp中的sort(int
 

a[],int
 

n)
函数)。

ch3_6.cpp
  #include iostream

void
 

sort int
 

   int  
int

 

binary_search int
 

   int int int  
int

 

main  
 

 
 int

 

number
 

  
 

=
 

 -11 128 11 129 289  
 int

 

a  
 

=
 

 128 129 199 200 289 -11 1 12 56 89 100 128  
 int

 

number_length
 

=
 

sizeof number  sizeof int  
 int

 

a_length
 

=
 

sizeof a  sizeof int  
 sort a a_length  
 for int

 

i=0 i a_length i++  
   

 

std  cout a i "
 

" 
   
  std  cout std  endl 
  for int

 

i=0 i number_length i++ 
 

 
    int

 

index
 

=
 

binary_search a 0 a_length number i   
    if index

 

==-1 
     printf "%d不在数组中\n" number i   
    else
     printf "%d在数组中 数组索引位置是%d\n" number i  index  
   
  return

 

0 
 

例3-7 求两个正整数的最大公约数。
例2-10的euclidean.cpp中的int

 

gcd
 

(int
 

n,int
 

m)函数返回两个正整数m 和n 的最大公

约数使用的是迭代。本例中的euclidean.cpp的int
 

gcd(int
 

n,int
 

m)函数使用的是递归。两

者都是求两个正整数的最大公约数,但例2-10中的int
 

gcd(int
 

n,int
 

m)函数(迭代法)的空间

复杂度是O(1),这里的递归函数int
 

gcd(int
 

n,int
 

m)的空间复杂度是O(log2n)。二者的时

间复杂度都是O(log2n)。
本例的int

 

gcd
 

(int
 

n,int
 

m)函数的代码要比例2-10中的函数更能简练地体现辗转相除:
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如果n%m(n≥m)不是0,那么n 和m 的最大公约数与m 和n%m 的最大公约数相同。如果

n%m 等于0,二者的最大公约数就是m。

euclidean.cpp
  #include

 

math h
int

 

gcd int
 

n int
 

m  
  n

 

=
 

abs n  
  m

 

=
 

abs m  
  if n%m==0  
   

 

return
 

m 
   
  else

 

 
   

 

return
 

gcd m n%m  
   
 

由于n%m 小于n/2,即辗转相除都会使得n 的值减小至少二分之一(减少至少一半),那
么,递归总次数k会满足:

 

n
2k =1, k=log2n

即栈的最大长度是log2n,因此空间和时间复杂度都是O(log2n)。

图3.13 求最大公约数

本例的ch3_7.cpp使用递归函数int
 

gcd(int
 

n,int
 

m)输出两

个正整数的最大公约数,运行效果如图3.13所示。

ch3_7.cpp

  #include iostream
int

 

gcd int int  
int

 

binary_search int
 

   int int int  
int

 

main  
 

 
  int

 

a
 

=
 

6 b
 

=12 
  printf "%d %d的最大公约数%d \n" a b gcd a b   
  a

 

=
 

63 
  b

 

=
 

42 
  printf "%d %d的最大公约数%d \n" a b gcd a b   
  return

 

0 
 

3.5 多重递归

所谓多重递归,是指一个递归函数调用另一个或多个递归函数,我们称这样的递归函数为

多重递归函数。
这里用一个数字问题来说明多重递归:

 

求n 位十进制数中含有偶数个6的数(即数的某

位上是数字6)的个数,但不要求输出含有偶数多个6的数。两位十进制数中含有偶数多个6
的数的个数是1个(66含有两个6),含有奇数个6的数的个数是17个:

 

16,26,36,46,56,60,61,62,63,64,65,67,68,69,76,86,96
  用a(n)表示n 位十进制数中含有偶数个6的数的个数,b(n)表示n 位十进制数中含有

奇数个6的数的个数。c(n)表示n 位十进制数中不含有6的数的个数。
对于n>2,有下列递推关系成立,这里的“=”是数学意义的等号:

 

a(n)=9×a(n-1)+b(n-1)
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b(n)=9×b(n-1)+a(n-1)+c(n-1)

c(n)=9×c(n-1)
  非常容易证明上述等式,因为对于任意一个(n-1)位十进制数,例如a1a2…an-1,如果

a1a2…an-1 中出现了偶数个6,那么n 位十进制数a1a2…an-1p(p=1,2,3,4,5,7,8,9,0),即
p 取6以外的其他数字,都出现了偶数个6。如果a1a2…an-1 中出现了奇数个6,那么n 位十

进制数a1a2…an-16就出现了偶数个6。所以有

a(n)=9×a(n-1)+b(n-1)

  另外两个等式的论证道理类似。如果a(n),b(n)对应到递归函数,那么所对应的递归函

数就都是多重递归函数。
例3-8 求n 位十进制数中含有偶数个6、奇数个6以及不含有6的数的个数。
本例的doubleRecursion.cpp中的a(int

 

n)函数和b(int
 

n)函数是多重递归函数,不难验

证二者的时间复杂度都是O(2n),空间复杂度都是O(n)(验证方法和例3-2类似)。
doubleRecursion.cpp

    返回n位十进制中出现偶数个6的数的个数
int

 

b int  
int

 

c int  
int

 

a int
 

n 
 

 
 

  双重递归
  int

 

result
 

=
 

0 
  if n==1 

 

 
    result

 

=
 

0 
   
  else

 

if n==2  
    result

 

=
 

1 
   
  else

 

if n 2  
    result

 

=
 

9*a n-1 +b n-1  
   
  return

 

result 
 
  返回n位十进制中出现奇数个6的数的个数
int

 

b int
 

n 
 

 
 

  多重递归
  int

 

result
 

=
 

0 
  if n==1 

 

 
    result

 

=
 

1 
   

   
  else

 

if n
 

==
 

2 
 

 
    result

 

=
 

17 
   
  else

 

if n
  

2  
    result

 

=
 

9*b n-1 +a n-1 +c n-1  
   
  return

 

result 
 
  返回n位十进制中未出现6的数的个数
int

 

c int
 

n 
 

 
 

  单递归
  int

 

result
 

=
 

0 
  if n==1 

 

 
    result

 

=
 

9 
   

   
  else

 

if n==2  
    result

 

=
 

72 
   
  else

 

 
    result

 

=9*c n-1  



37   

     
  return

 

result 
 

图3.14 输出数字的有关信息

本例的ch3_8.cpp使用doubleRecursion.cpp
中的多重递归函数,输出8位十进制数中出现偶数

个6、奇数个6以及不含有6的数的个数等信息,运
行效果如图3.14所示。

ch3_8.cpp
  #include iostream

int
 

a int  
int

 

b int  
int

 

c int  
int

 

main  
 

 
 int

 

n=8 
 

       8位十进制数
 int

 

sum
 

=
 

0 
 int

 

count
 

=
 

a n  
 sum

 

+=
 

count 
 printf "%d位十进制数中出现偶数个数字6的个数是%d \n" n count  
 count

 

=
 

b n  
 sum

 

+=
 

count 
 printf "%d位十进制数中出现奇数个数字6的个数是%d \n" n count  
 count

 

=
 

c n  
 sum

 

+=
 

count 
 printf "%d位十进制数中未出现数字6的个数是%d \n" n count  
 std  cout n "位数一共有 " sum "个 " std  endl 
 return

 

0 
 

3.6 经典递归

递归算法不仅能使得代码简练,容易理解解决问题的思路或发现数据的内部逻辑规律,而
且具有很好的可读性。本节通过杨辉三角形、老鼠走迷宫和汉诺塔3个经典的递归进一步体

会递归算法,特别是汉诺塔递归,通过其递归算法能洞悉数据规律,给出相应的迭代算法。

3.6.1　杨辉三角形

杨辉三角形形式如下:
 

  1
  1 1
  1 2 1
  1 3 3 1
  1 4 6 4 1
  1 5 10 10 5 1
  …

  杨辉三角形最早出现于中国南宋的数学家杨辉在1261年所著的《详解九章算法》中。法

国数学家帕斯卡(Pascal)在1654年发现该三角形,因此又称帕斯卡三角形。
例3-9 输出杨辉三角形。
按照编程语言的习惯,行、列的索引都是从0开始的。杨辉三角形的主要规律:

 

杨辉三角
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形第0行有1个数,第1行有2个数,……
 

,第n 行有n+1个数,第n 行的第0列和最后一列

的数都是1,即第0列和第n列的数都是1。用C(n,j)表示第n 行、第j列的数(j=0,…,n),
那么递归如下:

 

C(n,0)=1, C(n,j)=C(n-1,j-1)+C(n-1,j)(0<j<n), C(n,n)=1(3-1)
  例3-9中pascal_triangle.cpp中的C(int

 

n,int
 

j)函数是依据式(3-1)的递归算法,可以计

算杨辉三角形第n 行、第j列上的数,即该函数返回杨辉三角形第n 行、第j列上的数。

pascal_triangle.cpp
  long

 

C int
 

n int
 

j  
 long

 

result
 

=
 

0 
 if j==0||j==n             每行的第0列和第n列上的数都是1
   result

 

=
 

1 
 

  
 else

 

 
   result

 

=
 

C n-1 j-1 +C n-1 j  
  
 return

 

result 
 

pascal_triangle.ccp中的C(int
 

n,int
 

j)递归算法属于非线性递归,时间复杂度是O(n2),
空间复杂度是O(n)。因为杨辉三角形的前n 行里一共有n(n+1)/2个数,递归过程中函数

被调用的总次数是n(n+1)/2,C(int
 

n,int
 

j)的时间复杂度是O(n2)。递归过程中,根据

C(n,j)=C(n-1,j-1)+C(n-1,j)
可知,一个递归分支当栈的长度达到n 时就会依次弹栈,返回到上一个递归分支,因此空间复

杂度是O(n)。
在组合数学中,对于二项式系数有一个经典的公式,即对杨辉三角的第n 行、第j列(j=

0,1,…,n)的数Y(n,j),有如下递归:
 

Y(n,0)=1,Y(n,j)=Y(n,j-1)×(n-j+1)/j(j>0,j<n), Y(n,n)=1  (3-2)
  本例中yanhui_triangle.cpp中的Y(int

 

n,int
 

j)函数依据式(3-2)的递归算法,可以计算

杨辉三角形第n 行、第j列上的数,即该函数返回杨辉三角形第n 行、第j列上的数。

yanhui_triangle.ccp
  long

 

Y int
 

n int
 

j  
 long

 

result
 

=
 

0 
 if j==0||j==n              每行的第0列和第n列上的数都是1
   result

 

=
 

1 
 

  
 else

 

if j n&&j 0  
   result

 

=
 

Y n j-1 * n-j+1  j 
  
 return

 

result 
 

yanhui_triangle.cpp中的Y(int
 

n,int
 

j)递归属于线性递归,时间复杂度是O(n),空间复

杂度是O(n)。因为函数被调用的总次数是n,所以Y(int
 

n,int
 

j)的时间复杂度是O(n)。从

递归过程可以看出压栈导致栈的长度最大是n,因此空间复杂度是O(n)。
本例的ch3_9.cpp输出了杨辉三角形的前9行,并比较了yanhui_triangle.cpp中的

Y(int
 

n,int
 

j)递归函数和pascal_triangle.cpp中的C(int
 

n,int
 

j)递归函数计算第n 行、第j
列上的数的耗时。时间复杂度是O(n)的耗时明显小于时间复杂度是O(n2)的耗时,运行

效果如图3.15所示。
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图3.15 输出杨辉三角形的前9行,比较了两个递归的耗时

ch3_9.cpp
  #include

 

iostream
#include

 

time h
long

 

Y int
 

 int
 

  
long

 

C int
 

 int
 

  
int

 

main  
 

 
  long

 

result
 

=
 

0 
  int

 

row
 

=
 

8 
 

  for int
 

n=0 n =row n++ 
 

              输出杨辉三角形的前row+1行
    for int

 

j=0 j =n j++  
      result

 

=
 

Y n j  
      printf "%5d" result  
     
    printf "\n"  
   

 

  long
  

start end cpu_time_used 
  int

  

m
 

=
 

28 j
 

=
 

m 2
 

 
  start

 

=
 

clock   
 

  
 

开始执行的时间点
  result

 

=
 

Y m j  
  end

 

=
 

clock   
   

  结束的时间点
  cpu_time_used

 

=
 

end
 

-
 

start 
  printf "线性递归求第%d行 第%d列%d的耗时是%d 毫秒 \n" 
            m j result cpu_time_used  
  start

 

=
 

clock   
 

  
 

开始执行的时间点
  result

 

=
 

C m j  
  end

 

=
 

clock   
   

  结束的时间点
  cpu_time_used

 

=
 

end
 

-
 

start 
  printf "非线性递归求第%d行 第%d列%d的耗时是%d 毫秒 \n" 
            m j result cpu_time_used  
  return

 

0 
 

3.6.2　老鼠走迷宫

用二维数组模拟迷宫,二维数组元素值是1表示墙,0表示路,2表示出口。
假设老鼠走迷宫的递归函数是int

 

move(int(*arr)[7],int
 

rows,int
 

i,int
 

j),老鼠在迷宫

某点p=(i,j)的递归办法是,首先从p 点向东调用move(),如果找到出口,move()返回1,结
束递归;

 

如果从p 点向东无法找到出口,返回0结束递归,再从p 点向南调用move(),如果找

到出口,move()返回1,结束递归;
 

如果从p 点向南无法找到出口,返回0结束递归,再从p 点

向西调用move(),如果找到出口,move()返回1,结束递归;
 

如果从p 点向西无法找到出口,
返回0结束递归,再从p 点向北调用move(),如果找到出口,move()返回1,结束递归,否则返

回0结束递归。
如果move()最后返回的值是1,说明老鼠找到出口,否则说明迷宫没有出口。
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例3-10 模拟老鼠走迷宫。
本例的mouse.cpp中的int

 

move(int(*a)[7],int
 

rows,int
 

i,int
 

j)是老鼠走迷宫的函

数,该函数是一个递归函数。

mouse.cpp
  int

 

move int *a  7  int
 

rows int
 

i int
 

j  
 int

 

n
 

=
 

7 
 int

 

isOut
 

=
 

0 
 if a i  j 

 

==
 

2                   出口
   isOut

 

=
 

1 
  
 else

 

if a i  j ==0  
   a i  j 

 

=
 

-1 
                  

  标记此点已经递归过 即老鼠走过了该点
   int

 

t=
 

j+1 n-1 j+1 n-1 
       

  东
   int

 

roadOrOut
 

=
 

a i  t ==0||a i  t ==2 
   

  是路或出口
   if roadOrOut&&move a rows i t   
     isOut

 

=
 

1 
 

     return
 

isOut 
    
   t=

 

i+1 rows-1 i+1 rows-1 
      

  南
   roadOrOut

 

=
 

a t  j ==0||a t  j ==2 
   if roadOrOut&&move a rows t j   
     isOut

 

=
 

1 
 

     return
 

isOut 
    

 

   t
 

=
 

j-1 0 0 j-1 
              

  西
   roadOrOut

 

=
 

a i  t ==0||a i  t ==2 
   if roadOrOut&&move a rows i t   

 

     isOut
 

=
 

1 
 

     return
 

isOut 
    
   t

 

=
 

i-1 0 0 i-1 
              

  北
   roadOrOut

 

=
 

a t  j ==0||a t  j ==2 
 

   if roadOrOut&&move a rows t j   
     isOut

 

=
 

1 
 

     return
 

isOut 
    

  

  
  

 return
 

isOut 
 

图3.16 老鼠走迷宫

不难验证int
 

move(int(*a)[7],int
 

rows,int
 

i,int
 

j)算法的时间复杂度是O(n2),空间复杂度也

是O(n2)。
本例的ch3_10.cpp使用 mouse.cpp中的int

 

move(int(*arr)[7],int
 

rows,int
 

i,int
 

j)函数走迷

宫。老鼠走过迷宫后,输出老鼠走过的路时,用 m
表示老鼠走过的路,Y表示老鼠到达的出口,运行效

果如图3.16所示。

ch3_10.cpp
  #include iostream

int
 

move int *a  7  int
 

rows int
 

i int
 

j  
int

 

main  
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   int
 

a 5  7 
 

=  0 0 0 1 1 1 1  
         1 0 0 0 0 1 1  
         1 1 0 1 0 0 1  
         1 0 0 0 1 1 1  
         1 0 0 0 0 2 1   
 std  cout "迷宫数据 0表示路 1表示墙 2表示出口 \n" 
 for int

 

i=0 i 5 i++  
   for int

 

j=0 j 7 j++  
     std  cout a i  j "

  

" 
    
   std  cout std  endl 
  
 std  cout std  endl 
 int

 

isOut
 

=
 

move a 5 0 0  
 std  cout "老鼠走迷宫过程 m表示走过的路 Y是到达的出口 \n" 
 for int

 

i=0 i 5 i++  
   for int

 

j=
 

0 j 7 j++  
     if a i  j 

 

==
 

-1           -1表示老鼠走过的路

        printf "%3c" 'm'  
 

     else
 

if a i  j 
 

==
 

2 
  

  出口

        printf "%3c" 'Y'  
     else
        printf "%3d" a i  j   
    
   std  cout std  endl 
   
  std  cout isOut std  endl 
  return

 

0 
 

3.6.3　汉诺塔

汉诺塔(Hanoi
 

Tower)问题是来源于印度的一个古老问题。有名字为A、B、C的三个塔,

A塔上有从小到大的64个盘子,每次搬运一个盘子,最后要把64个盘子搬运到C塔。在搬运

过程中,可以把盘子暂时放在3个塔中的任何一个上,但不允许大盘放在小盘上面。3个盘子

的汉诺塔如图3.17所示。

图3.17 3个盘子的汉诺塔

1.
 

汉诺塔的递归算法

递归算法如下:
 

(1)
 

如果A塔只有一个盘子,直接将盘子搬运到C塔。
(2)

 

如果盘子的数目n 大于1,首先将n-1个盘子从A塔搬运到B塔,然后将第n 个盘

子从A塔搬运到C塔,最后将n-1个盘子从B塔搬运到C塔。

3个盘子的汉诺塔的搬运过程如图3.18所示。
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图3.18 搬运3个盘子的汉诺塔

  例3-11 汉诺塔的递归算法。
本例的hanoi_tower.cpp中的moveDish(int

 

n
 

char
 

A,char
 

B,char
 

C)是搬运盘子的递归

函数。

hanoi_tower.cpp
  #include iostream

void
 

moveDish int
 

n char
 

A char
 

B char
 

C  
 if n

 

==
 

1 
 

 
   printf "从%c塔搬运%d号盘到%c塔\n" A n C  
  
 else
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      moveDish n-1 A C B  
    printf "从%c塔搬运%d号盘到%c塔\n" A n C  
    moveDish n-1 B A C  
  

   

 

如果汉诺塔有n 个盘子,那么需要搬动2n-1次,所以不难验证 moveDish(int
 

n
 

char
 

A,

char
 

B,char
 

C)的时间复杂度是O(2n),空间复杂度是O(n)(验证方法见例3-2)。
本例的ch3_11.cpp使用hanoi_tower.cpp中的 moveDish(int

 

n
 

char
 

A,char
 

B,char
 

C)
函数搬运3个盘子的汉诺塔和4个盘子的汉诺塔,运行效果如图3.19所示。

图3.19 递归法搬运盘子

ch3_11.cpp
  #include

 

iostream
void

 

moveDish int char char char  
int

 

main  
 

 
 int

 

n
 

=3 
 std  cout "汉诺塔有" n "个盘子" std  endl 

 

 moveDish n 'A' 'B' 'C'  
 n=4 
 std  cout "汉诺塔有" n "个盘子" std  endl 

 

 moveDish n 'A' 'B' 'C'  
 return

 

0 
 

2.
 

汉诺塔的迭代算法

在3.4节讲过,递归的代码简练,容易理解解决问题的思路或发现数据的内部逻辑规律,
具有很好的可读性。迭代的代码可能比较复杂,处理数据的过程也可能比较复杂,所以迭代的

代码不如递归简练。
在给出汉诺塔的迭代算法之前,先总结一下汉诺塔问题中的一些规律。
(1)

 

n 个盘子的汉诺塔需要搬运2n-1次。
(2)

 

搬运的盘子的号码依次对应着1~2n+1-1中从小到大的偶数的二进制的尾部(低位)
连续的0的个数。自然数的奇数的二进制的个位是1,偶数是0。例如盘子数目是3,依次搬运

的盘子的号码与二进制的尾部连续0的个数的对应关系如表3.1所示。
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表3.1 盘子号码与二进制尾部连续0的个数的对应表

依次搬运的盘子的号码 偶数的十进制 偶数的二进制 尾部连续0的个数

1 2 10 1
2 4 100 2
1 6 110 1
3 8 1000 3
1 10 1010 1
2 12 1100 2
1 14 1110 1

根据表3.1,在搬运盘子的过程中,搬运的盘号依次是(如前面图3.18所示):
 

1,2,1,3,1,2,1
(3)

 

二进制的尾部连续0的个数,每隔一次这个数目就是1。也就是说,在搬运盘子的过

程中,每隔一次就要搬动一次1号盘(盘号最小的盘)。
(4)

 

1号盘的移动规律是:
 

如果盘子的数目n 是奇数,1号盘找目标塔的规律是CBA的

循环次序。如果n 是偶数,1号盘找目标塔的规律是BCA的循环次序。
(5)

 

当搬运大号盘时(盘号大于或等于2),上一次搬运的一定是1号盘(理由见(3)),所以

搬运大号盘的目标塔,一定不是上一次搬运1号盘的目标塔(大盘不能放在小盘上)。

  注意:
 

实际上,这些规律都是人们通过研究汉诺塔的递归算法发现的,也就是通过递归可

以发现数据的内部逻辑规律。
一个偶数通过不断地右位移可计算出尾部连续的0的个数,例如8的二进制1000右位移

3次,得到奇数,因此知道8的二进制尾部连续0的个数是3。

例3-12 汉诺塔的迭代算法。
根据迭代法的规律,本例给出汉诺塔的迭代算法。本例hanoi_tower_iterator.cpp中的

moveDish(int
 

n)函数是迭代算法。不难验证moveDish(int
 

n)的时间复杂度是O(2n),空间复

杂度是O(1)。
尽管本例的moveDish(int

 

n)的时间复杂度和例3-11中的递归算法相同,空间复杂度低

于递归算法,但简练性和可读性远远不如递归算法。在内存允许的范围内,还是递归算法

更好。

hanoi_tower_iterator.cpp
  #include

 

iostream
#include

 

deque                 需要std的队列
#include

 

list   需要std的链表
#include

 

algorithm   需要std的find  算法
int

 

getZeroCount int
 

n    返回n的二进制的尾部连续0的个数
void

 

moveDish int
 

n 
 

 
 

 std  deque char
 

deque_tower_name
 

   队列 存放目标塔的名字
 std  list int

 

A
 

   链表 模拟A塔
 std  list int

 

B
 

   链表 模拟B塔
 std  list int

 

C
 

   链表 模拟C塔
 std  list int   iterator

 

itA itB itC 
  

  迭代器
 if n%2

 

 =0
 

  
   deque_tower_name push_back 'C'  

   

  入列
 

   deque_tower_name push_back 'B'  
   deque_tower_name push_back 'A'  
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   else 
   deque_tower_name push_back 'B'  
   deque_tower_name push_back 'C'  
   deque_tower_name push_back 'A'  
  
 for int

 

i=n i =1 i--  
 

  初始状态 盘子都在A塔上
   A push_back i  
  
 for int

 

i=1 i = int  pow 2 n -1  i++  
 

   int
 

dishNumber
 

=
 

getZeroCount 2*i  
     

         盘号
   itA

 

=
 

std  find A begin   
 

A end   
 

dishNumber  
   itB

 

=
 

std  find B begin   
 

B end   
 

dishNumber  
   itC

 

=
 

std  find C begin   
 

C end   
 

dishNumber  
   if dishNumber

 

==
 

1  
     char

 

target
 

=
 

deque_tower_name front   
     deque_tower_name pop_front   

        

  出列
     deque_tower_name push_back target  

  

  入列 以便循环使用队列里的数据
     if itA =A end    

  

  A塔有盘子disNumber
 

     printf "从A塔搬运%d号盘到%c塔\n" dishNumber target  
     if target== 'C' 
         C push_back A back    

                     

       else
 

if target== 'B' 
         B push_back A back    
       A pop_back   
      
     else

 

if itB =B end    
       printf "从B塔搬运%d号盘到%c塔\n" dishNumber target  
       if target== 'A' 
         A push_back B back    
       else

 

if target== 'C' 
         C push_back B back    
       B pop_back   
      
     else

  

if itC =C end    
       printf "从C塔搬运%d号盘到%c塔\n" dishNumber target  
       if target== 'A' 
         A push_back C back    
       else

 

if target== 'B' 
         B push_back C back    
       C pop_back   
      
    
   else

 

if dishNumber =2  
     char

 

notTarget=
 

deque_tower_name back         1号盘刚去过的塔
     if itA =A end    

            

  如果dishNumber是A塔的盘子
 

       if notTarget== 'C'  
  

  那么目标塔只剩B一种可能 大盘不放小盘之上 
         B push_back A back    
           A pop_back   
           printf "从A塔搬运%d号盘到%c塔\n" dishNumber 'B'  
          
       else

 

if notTarget== 'B'  
 

  那么目标塔只剩C一种可能
           C push_back A back    
           A pop_back   
           printf "从A塔搬运%d号盘到%c塔\n" dishNumber 'C'  
        
      
     else

 

if itB =B end    
       if notTarget== 'C'  
         A push_back B back    
         B pop_back   
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           printf "从B塔搬运%d号盘到%c塔\n" dishNumber 'A'  
        
       else

 

if notTarget== 'A'  
         C push_back B back    
         B pop_back   

 

         printf "从B塔搬运%d号盘到%c塔\n" dishNumber 'C'  
        
      
     else

 

if itC =C end    
       if notTarget== 'A'  
         B push_back C back    
         C pop_back   
         printf "从C塔搬运%d号盘到%c塔\n" dishNumber 'B'  
        
       else

 

if notTarget== 'B'  
         A push_back C back    
         C pop_back   
         printf "从C塔搬运%d号盘到%c塔\n" dishNumber 'A'  
        
      
    
  
 
int

 

getZeroCount int
 

n  
 

  返回n的二进制的尾部连续0的个数
 int

 

count
 

=
 

0 
 if n%2

 

==
 

0 
 

 
   while n%2

 

 =
 

1 
 

 
     n

 

=
 

n 1 
     count++ 
    
  
 return

 

count 
 

本例的ch3_12.cpp使用hanoi_tower_iterator.cpp中的 moveDish(int
 

n)函数搬运3个

盘子的汉诺塔和4个盘子的汉诺塔,运行效果如图3.20所示。

图3.20 迭代法搬运盘子

ch3_12.cpp
  #include

 

iostream
void

 

moveDish int  
int

 

main  
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    printf "迭代法搬运盘子\n"  
  int

 

n=
 

3 
  printf "汉诺塔有%d个盘子\n" n  
  moveDish n  
  n=

 

4 
  printf "汉诺塔有%d个盘子\n" n  
  moveDish n  
  return

 

0 
 

  注意:
 

本例用到了C++标准模板库(Standard
 

Template
 

Library,STL)中的list和deque
类,即链表和队列(这里的用法相对简单,容易理解),其详细知识点见第5章和第7章。

3.7 优化递归

在3.2节讲解了非线性递归,即每次递归时函数调用自身两次或两次以上。非线性递归可

以形成多个递归分支,即形成多个子递归过程。例如3.2节的例3-2中fibonacci.cpp中的递归算

法f(long
 

n)(求Fibonacci序列的第n项)形成了两个递归分支:
 

f(n-1)和f(n-2)。
为了完成f(n)的调用,递归过程中需要将f(n-1)分支进行完毕再进行f(n-2)分支。

注意,在进行f(n-1)分支递归时会完成f(n-2)分支递归,那么再进行f(n-2)分支就是一

个重复的递归过程。
优化递归是在每次递归开始前,首先到某个对象中(通常为散列表对象,也可以是数组)查

找本次递归是否已经实施完毕,即是否已经有了递归结果。如果散列表对象中已经有了本次

递归的结果,就直接使用这个结果,不再浪费时间进行本次递归,否则就执行本次递归,并将递

归结果保存到散列表对象。简而言之,优化递归就是避免重复子递归。
优化递归是典型的用空间换取时间的策略(需要额外地存储某些递归结果)。优化递归通

常不会改变空间的复杂度,但一定可以降低时间复杂度,甚至可以将指数复杂度降低为线性或

多项式复杂度。许多非线性递归的时间复杂度都是指数复杂度,例如例3-2中计算Fibonacci
序列的递归算法,其时间复杂度是O(2n)。

例3-13 优化Fibonacci序列的递归算法。
本例的optimize_fibonacci.cpp给出了优化的Fibonacci序列的递归算法,使得其时间复

杂度是O(n),而例3-2中的计算Fibonacci序列的递归算法的时间复杂度是O(2n)。本例的

递归函数避免了重复子递归,那么当n 的值较大时,优化递归的耗时明显小于未优化的耗时,
两者的空间复杂度都是O(n)。

optimize_fibonacci.cpp
  #include

 

iostream
#include

 

unordered_map             需要std的散列表
  散列表hash_map的键类型为int 值类型为long
std  unordered_map int long

 

hash_map 
long

 

f_optimize long
 

n  
 long

 

result
 

=
 

-1 
 if n==1||n==2 

 

 
   result

  

=
 

1 
  
 else

 

if n =3  
    if hash_map count n  

 

 
     

  count  判断是否包含键n 时间复杂度是O n 
      result

 

=
 

hash_map n  
  

  时间复杂度是O 1 
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    else

 

 
      result

 

=
 

f_optimize n-1 +f_optimize n-2  
      hash_map n 

 

=
 

result        时间复杂度是O 1 
     
  
 return

 

result 
 

  注意:
 

本例用到了STL中的unordered_map,即散列表(这里的用法相对简单,容易理

解),其详细知识点见第10章。

  注意:
 

optimize_fibonacci.cpp中的散列表hash_map是全局变量,会不断累积子递归的

结果,尽管会浪费内存空间,但会使得后面的递归速度越来越快。

本例ch3_13.cpp比较了例3-2的fibonacci.cpp中的函数f(long
 

n)和本例optimize_

fibonacci.cpp中的f_optimize(long
 

n)函数的运行耗时,运行效果如图3.21所示。

图3.21 Fibonacci的优化和未优化递归的耗时

ch3_13.cpp
  #include

 

iostream
#include

 

chrono
long

 

f long
 

n  
long

 

f_optimize long
 

n  
int

 

main  
 

 
 long

 

item
 

=
 

35 
 long

 

result
 

 
 auto

 

start
 

=
 

std  chrono  high_resolution_clock  now          
 

开始执行的时间点
 

 result
 

=
 

f_optimize item  
 auto

 

end
 

=
 

std  chrono  high_resolution_clock  now   
   

  结束的时间点
 std  chrono  duration double

 

duration
 

=
 

end
 

-
 

start 
   

 printf "优化求第%d项%d的用时是%1 20f 秒 \n" item result duration count    
 start

 

=
 

std  chrono  high_resolution_clock  now   
     

  开始执行的时间点
  

 result
 

=
 

f item  
 end

 

=
 

std  chrono  high_resolution_clock  now   
       

  结束的时间点
 

 duration
 

=
 

end
 

-
 

start 
 

 printf "未优化求第%d项%d的用时是%1 20f 秒 \n" item result duration count    
 return

 

0 
 

  注意:
 

代码中用到的std::chrono::duration
 

是
 

C++ 11中引入的模板类,它用于表示时

间段。它提供了一种通用的方式来计算时间间隔、持续时间等。在
 

C++ 11
 

标准中,std::

chrono::duration为处理时间相关的操作提供了很大的便利,使得在C++中处理时间变得更

加方便和灵活,如果需要使用纳秒,可以把std::chrono::duration double 更改为std::

chrono::duration double,
 

std::nano (和例2-5的计时方式相比较,std::chrono::duration
的计时更加精准,但例2-5的计时方法也适用于C程序,见参考文献[4])。

例3-14 优化杨辉三角形的递归算法。
本例中的optimize_pascal_triangle.cpp中的long

 

C_optimize(int
 

n,int
 

j)函数是计算杨

辉三角形的优化递归算法,其时间复杂度是O(n),而例3-9的pascal_triangle.cpp中的计算

杨辉三角形的C(int
 

n,int
 

j)函数是未优化递归算法,其时间复杂度是O(n2)。优化递归算法
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的运行耗时明显小于未优化的递归算法的运行耗时,二者的空间复杂度都是O(n)。

optimize_pascal_triangle.cpp
  #include

 

iostream
#include

 

unordered_map          需要std的散列表
class

 

IntPair
 

 
private 
 int

 

x 
 int

 

y 
public 
 IntPair int

 

a 
 

int
 

b 
 

 
 

x a  
 

y b 
 

  
 int

 

getX  
 

const
 

 
   return

 

x 
  
 int

 

getY  
 

const
 

 
   return

 

y 
  
 bool

 

operator== const
 

IntPair&
 

other 
 

const
 

 
   return

 

 x
 

==
 

other x 
 

&&
 

 y
 

==
 

other y  
  
  
namespace

 

std
 

 
 

 template
 

 struct
 

hash IntPair
 

           重载hash  函数 有关知识点见10 8节
   size_t

 

operator   const
 

IntPair&
 

pair 
 

const
 

 
     return

 

hash int   pair getX   
 

㥣
 

hash int   pair getY    
    
   
 
std  unordered_map IntPair 

 

long
 

myMap   散列表
long

 

C_optimize int
 

n int
 

j  
  long

 

result
 

=
 

0 
  if j==0||j==n    每行的第0列和第n列上的数都是1
     result

 

=
 

1 
 

   
  else

 

 
    IntPair

 

p n 
 

j  
    if myMap count p   
      result

 

=
 

myMap p  
     
    else

 

 
      result

 

=
 

C_optimize n-1 j-1 +C_optimize n-1 j  
      myMap p 

 

=
 

result 
     
   
  return

 

result 
 

本例的ch3_14.cpp比较了例3-9的pascal_triangle.cpp中的递归函数long
 

C(int
 

n,int
 

j)
和本例的optimize_pascal_triangle.cpp中的递归函数long

 

C(int
 

n,int
 

j)的运行耗时,优化后

的递归函数的运行耗时明显小于未优化的递归函数的运行耗时,运行效果如图3.22所示。

图3.22 杨辉三角形的优化和未优化递归的耗时
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  ch3_14.cpp
  #include

 

iostream
#include

 

time h
long

 

C_optimize int
 

n int
 

j  
long

 

C int
 

n int
 

j  
int

 

main  
 

 
 int

  

n
 

=
 

28 j
 

=
 

n 2
 

 
 long

 

result
 

 
 long

  

start end 
 start

 

=clock              
 

开始执行的时间点
 

 result
 

=
 

C_optimize n j  
 end

 

=
 

clock   
   

  结束的时间点
 printf "优化求第%d行 第%d列%d的耗时是%d 毫秒 \n" n j result end-start  
 start

 

=clock     
 

开始执行的时间点
 

 result
 

=
 

C n j  
 end

 

=
 

clock   
   

  结束的时间点
 printf "未优化求第%d行 第%d列%d的耗时是%d 毫秒 \n" n j result end-start  
 return

 

0 
 

习题3


