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绪 论

若以
!"#$

年库仑定律的提出作为电磁场定量分析的开始!电磁场理论的发展和应用至

今也只有
%%&

年的历史"然而!正是它开创了人类生活的电气时代!并直接导致当前信息时

代的到来"人们享受着随时可与千里之外的亲友交谈及从互联网上快速获取全球信息的充

分便利"图
!

所示就是这些信息的传输方式"它包括#无线$移动%通信&卫星通信和光纤

通信等"这些都是依靠电磁波$包括光波%来完成的"

图
!

!

通信传输方式

不但通信!其他现代电子信息技术如广播&电视&雷达&导航&遥感&测控&射电天文和电

子对抗等!都离不开电磁波的发射&控制&传输和接收"而从家用电器&工业自动化到天气预

报!从电力&交通&食品&轻纺&探矿等工业与医疗卫生事业到农业和国防!无不涉及电磁场理

论的应用"从学科上看!电磁学与很多学科紧密相关"如图
%

所示!它所服务的前&后邻正

是通信&雷达等现代电子信息技术和微电子技术学科!而它的左&右邻则是电力和光学学科"

电磁学一直是!将来仍然是交叉学科和新学科的孕育点"并且!它对培育创新精神&严谨的

科学学风和科学的方法论等!都起着十分重要的作用"因此!我国和世界先进国家一样!各

高等学校都把电磁场基础列为电子信息类本科生必修的专业基础课"

除可见光外!一般来说电磁场是看不见的!但却是客观存在的"我们不但可用仪表测出

它!而且已能随时感受到它的存在"例如!我们拧开收音机就能听到电台的广播!打开微波

炉就能把冷饭烧热!等等"在科学上!为了描述电磁场的强弱和特性!引入了电场强度和磁

场强度等场量"它们是我们要研究的主要参量!正如电路理论中的电压&电流一样"由于电



磁场是分布于空间的!这些场量都是空间分布的量!即都是三维空间的点函数!并且是矢量!
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图
%

!

电磁学与其他学科的联系

有三个坐标分量"为了反映矢量场的分布特性!又引

入了'倒三角(
"

运算"对于时变场!它还是时间的函

数"因此!有人称电磁场课'四难($'难教&难学&难考&

难用(%"其实!这只是表明!正是这类课是最值得在大

学学习的$容易的课程通过自学就能掌握了)另一方

面!这是专业基础课!与专业课相比!其应用的面和时

效性都要大得多!因而也更需要学%"同时也表明!它

是需用心学的"为此!'
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($阿尔伯

特*爱因斯坦语#学习任何学科!最重要的就是要对

它发生兴趣%"自然!教师更需用心$爱心&专心&虚心%

教"前言中提到的本书的一些努力也首先是为了提高同学们的学习兴趣"在具体学习方法

上!这里只想提两点#基本公式及其概念一定要记住!例如!麦克斯韦方程组及其意义!边界

条件等)还要独立作题"至于复杂的公式!如菲涅耳公式等!并不必背下来!因为需要时是

可以查书的"

愿本书为读者进入奇妙缤纷的电磁场世界打开希望之门+

%

电磁场基础
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矢 量 分 析

电场和磁场都是矢量场!因此矢量分析是研究电磁场特性的基本数学工具之

一"本章将系统地学习有关矢量分析的基本知识!重点是讨论矢量场的散度#旋度

和标量场的梯度及相关的重要定理!主要是散度定理#斯托克斯定理和亥姆霍兹定

理"工欲善其事!必先利其器"掌握矢量分析工具将为学习本课程奠定必要的

基础"
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矢 量 代 数
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矢量表示法与和差运算

各种物理量可分为标量与矢量两大类"只有大小特征的量称为标量!如温度&能量&电

图
!;!<!

!

直角坐标系中矢量的分解

位等"既有大小又有方向特征的量称为矢

量!如力&速度&电场强度等"本书中在符

号上加短横线来表示矢量!如#
!

&

$
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!以示

与其模$标量%
!

&

"

的区别"模为
!

的矢量

称为单位矢量!由符号上加'
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(来表示!如
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!它们分别表示直角坐标系中
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方向的单位矢量"

在直角坐标系中!矢量#
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可表示为
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是矢量#
!

在三个相互垂直

的坐标轴上的分量模!如图
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所示"该

矢量的模为
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式中
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分别是#
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轴正向的夹角"由图
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不难看出!
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称为#
!

的方向余弦!它们决定了#
!

的方向"

由式$
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%还可看出方向余弦的一个性质#

9/,

%

!'

9/,

%

"

'

9/,

%

#&

!

$

!;!<A

%

两个矢量的和差运算在几何上可由'平行四边形(法则作图得出)在数值上!两个矢量

的和或差可由其对应分量相加或相减来算出"设
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标量积和矢量积

矢量的乘法有两种定义!依相乘结果为标量或矢量而分别称为标量积$点乘%和矢量积

$叉乘%"标量积#
!

*

$

"

是一标量!其大小等于两个矢量模值相乘!再乘以它们间的夹角
!

!"

$取小角!即
!
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%!

%的余弦#
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矢量乘积的说明

它就是一个矢量的模$
!

%与另一矢量在该矢

量上的投影$
"9/,

!

!"

%的乘积!如图
!;!<%

所示"力学中若$
"

代表力!#
!

代表在$
"

作用

下物体$
,

点处%的位移!则该力对位移#
!

所

做的功就由#
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算出"

标量积符合交换率#
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由于三个坐标轴相互垂直!因而有

#

=*

$

=

&

$

=*

%

=

&

%

=*

#

=

&

&

!

$

!;!<C

%

#

=*

#

=

&

$

=*

$

=

&

%

=*

%

=

&

!

!

$

!;!<!&

%

将#
!

&

$

"

用各自分量展开!逐项点乘后利

用上述关系得
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矢量积#
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是一个矢量!其大小等于两个矢量的模值相乘!再乘以它们间夹角
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%的正弦!其方向与#
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参看图
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!设#
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端点处有一与$
"

平行的力$
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!若#
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代表以
,

点为支点的杠杆长度!

则使杠杆绕
,

点以
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为轴旋转的力矩就是&
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"显然!当$
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最大"

由定义式可知!#
!

-

$

"

不符合交换率#

#

!

-

$

"

&1

$

"

-

#

!

$

!;!<!A

%

由于
#

=

&

$

=

&

%

=

成右手螺旋关系!故有

#

=

-

$

=

&

%

=

!

!

$

=

-

%

=

&

#

=

!

!

%

=

-

#

=

&

$

=

$

!;!<!$

%

#

=

-

#

=

&

$

=

-

$

=

&

%

=

-

%

=

&

&

$

!;!<!B

%

将#
!

&

$

"

用各自分量展开!逐项叉乘后利用上述关系可得
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各分量的下标次序具有
#

'

$

'

%

'

#

顺序的规律性"例如!
#

=

分量第一项下标

是
$

&

%

!其第二项下标次序则对调#
%

&

$

!以此类推"#
!

-
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可用各分量的行列式来表示#
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三重积

矢量的三连乘也有两种情形!其结果分别为标量和矢量"标量三重积为

$

第
!
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矢 量 分 析
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参看图
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的模就是#
!

&

$

"

所形成的平行四边形的面积!因此$
2

*

$

#

!

-

$

"

%就是该

平行四边形与$
2

所构成的平行六面体的体积"不难看出!#
!

*

$

$

"
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$
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%和$
"
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$

$
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#

!

%也都

等于该六面体体积!因而相互相等"

矢量三重积有下述重要关系#
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由于$$
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%垂直于$
"
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所组成的平面!#
!

与它的叉乘必位于该面内!因而#
!

-

$

$

"
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$

2

%可

用沿$
"

&

$

2

方向的两个分量表示"将左边和右边分别用分量式展开!可证明此式成立$作为

思考题%"公式右边为
DEF<FED

!故称为
D)9:<9)7

$返程车%法则!以便记忆"

图
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三角形余弦定理的证明

例
!#!&!

!

已知三角形两边的长度
3

&

4

及其

夹角
!

!请用矢量运算确定其第三边长度
5

"

!解"
!

取三角形坐标如图
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所示!则
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此即三角形余弦定理"
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矢量场的通量与散度!散度定理

!#$#!

!

矢量场的通量

我们今后研究的电磁场矢量一般都是随空间位置$
#

!

$

!

%

%而变的矢量函数"如果在某

空间区域上!矢量#
!

在每点都有一确定值!我们就说该空域上存在一矢量场!#
!

称为场量"

同理!标量
$

的空间分布就构成标量场!
$

也是一场量"若场量随时间变化!称之为时变场!

而把不随时间变化的场称为静态场"

下面开始研究对矢量场的分析!这些属于数学中'场论(的基本内容"首先研究矢量场

穿过一个曲面的通量"

B

电磁场基础



参看图
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!曲面
6

位于矢量场#
!

中!图中曲线是矢量场#
!

的矢量线!该线上任一点

图
!;%<!

!

矢量场的通量

处曲线的切线方向就是矢量场#
!

在该点的方向"取

曲面的一个面元
G6

!因面元很小!其上各点矢量场$
!

可视为是相同的"$
!

和
G6

的标量积$
!

*

G6

便称为$
!

穿

过
G6

的通量"例如在水流的流速场
(

7

$米,秒%中!

(

7

*

G6

$米@,秒%就是单位时间内通过
G6

的水流量"
G6>

.

=

G6

为有向面元!
G6

为面元大小!
.

=

为面元的法线方

向单位矢量"对封闭曲面!
.

=

取为封闭面的外法线方

向)对开曲面的面元!
.

=

的指向规定如下#沿包围该面

元的封闭曲线
8

!按选定方向绕行时!其右手螺旋的

拇指方向就是
.

=

的方向"这就是说!沿
8

按所选方向

绕行时!所包面积总在其左侧"

将曲面
6

各面元上的#
!

*

G6

相加!也就是对矢量

#

!

在曲面
6

上作面积分!它表示#
!

穿过整个曲面
6

的

通量#

% &

+

6

#

!
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G6
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G6

$

!)%*!

%

如果
6

是一个封闭曲面!则

% &

,

6

#

!

*

G6

表示#
!

穿过封闭面的通量"若
% -

&

!表示有净通量流出!这说明
6

内必定有矢量场的源)

若
%.

&

!表示有净通量流入!说明
6

内有洞$负的源%"在'大学物理(中我们已知!通过封闭

曲面的电通量
%

9

等于该封闭面所包围的自由电荷电量
:

#

%

9

&

,

6

#

;
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G6
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!)%*%

%

式中#
;

为电通$量%密度"若
:

为正电荷!
%

9

为正!有电通量流出!反之!
:

为负电荷!则
%

9

为负!有电通量流入"

!#$#$

!

散度的定义与运算

通量反映了封闭面中源的总特性!但它没有反映源的分布特性"使包围某点的封闭面

向该点无限收缩!则可表示该点处的源特性"为此!定义如下极限为矢量#
!

在某点的散度

$

G+H-1

4

-29-

%!记为
G+H

#

!

#

G+H

#

!

&

3+.

"

7

'

&

,

6

#

!

*

G6

"

7

$

!)%*@

%

式中
"

7

为封闭面
6

所包围的体积"此式表明!矢量#
!

的散度是标量!它是#
!

通过某点处单

位体积的通量!即通量体密度
G

%

G

$ %

7

"

#

!

在某点的散度的意义是!它反映了该点的通量源强度"若
G+H

#

!

-

&

!表示该点有

"
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通量流出!说明该点有通量源$正源%)若
G+H

#

!

.

&

!该点有通量流入!则该点有洞$负源%)

若
G+H

#

!>&

!则该处无源"在无源区中!#
!

在各点的散度为零"这个区域中的矢量场称为

无散场或管形场"图
!)%*%

示出一对正负点电荷系统$电偶极子%的电场强度$
<

的矢量线

$简称电场线或电力线%"可见!
E

点
G+H

$

<

-

&

!该点有正源
'

=

)

D

点
G+H

$

<

.

&

!该点有负

源
1

=

)

F

点
G+H

$

<

&

&

!该处无源!$
<

为管形场"

在学习了散度的定义和意义后!我们来研究散度的运算"由
I!)!

节知!矢量运算最后

都归结于得出其三个坐标分量$标量%"下面就来导出
G+H

#

!

的三个直角坐标分量"

图
!;%<%

!

电偶极子的电力线$实线%与

等位线$虚线%

图
!;%<@

!

G+H!

直角坐标表示式的推导
!

!!

如图
!;%<@

所示!包围观察点
>

$

#

!

$

!

%

%作一个很小的直角六面体!三个坐标方向边长分别为
"

#

&

"

$

&

"

%

!

>

点位于中心!即每边中线交点"根据式$
!;%<@

%!需求矢量 #
!

穿过该六面体各个面的通量"先求穿过

右面向外流出的通量#

"%

?

&

#

!

#

!

$

'

"

$

%

!

$ %

%

*

$

=

"

#

"

%

&

!

$

#

!

$

'

"

$

%

!

$ %

%

"

#

"

%

这里取右面中心点
#

!

$

'

"

$

%

!

$ %

%

处
!

$

值作为
!

$

在整个面上的平均值!它可展开为$
#

!

$

!

%

%点处的泰勒

$

D1//:J)

5

3/1

!英%级数#

!

$

#

!

$

'

"

$

%

!

$ %

%

&

!

$

'

/

!

$

/

$

*

"

$

%

'

!

%

+

/

%

!

$

/

$

%

"

$

$ %

%

%

'

-

右边
!

$

均指观察点处值
!

$

$

#

!

$

!

%

%!为简洁见不再标出坐标"从而得

"%

?

&

!

$

'

/

!

$

/

$

*

"

$

%

'

$ %

-

"

#

"

%

#
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上式中含 $
"

$

%

% 以上的高阶项都不再详细列出"同理!穿过左面向外流出的通量为

"%

8

&

!

#

!

$

1

"

$

%

!

$ %

%

*

1

$

$ %=

"

#

"

%

&1

!

$

1

/

!

$

/

$

*

"

$

%

'

$ %

-

"

#

"

%

故穿过左右两面的通量为

"%

?8

&"%

?

'"%

8

&

/

!

$

/

$

*

"

#

"

$

"

%

'

-

可见它取决于矢量
!

的
$

向分量沿
$

向的变化率"

对前后两面和上下两面同样处理!得

"%

@

4

&

/

!

#

/

#

*

"

#

"

$

"

%

'

-

"%

AB

&

/

!

%

/

%

*

"

#

"

$

"

%

'

-

因此!矢量 #
!

穿过六面体的总通量是

,

6

!

*

G6

&

/

!

#

/

#

'

/

!

$

/

$

'

/

!

%

/

$ %

%

*

"

#

"

$

"

%

'

-

该六面体体积
"

7

&"

#

"

$

"

%

!当
"

7

'

&

时上式右边高阶项都趋于零"故得

G+H

#

!

&

3+.

"

7

'

&

,

6

#

!

*

G6

"

7

&

/

!

#

/

#

'

/

!

$

/

$

'

/

!

%

/

%

$

!;%<A

%

此式表明!#
!

的散度是#
!

的三维方向上各分量沿各自方向变化率之和"可见这个量对应于

标量场的导数!只是由一维推广为三维的空间导数"

哈密顿$
'KLKM).+3*/2

!英%引入倒三角算符

"

$读作
G-3

$德尔%或
2)73)

$那勃拉%%表

示下述矢量形式的微分算子#

"

&

#

=

/

/

#

'

$

=

/

/

$

'

%

=

/

/

%

$

!;%<$

%

它兼有矢量和微分运算双重功能!当作用于某矢量场时!先按矢量规则展开!再作微分运算"

故有

"

*

#

!

&

#

=

/

/

#

'

$

=

/

/

$

'

%

=

/

/

$ %

%

*

$

#

=

!

#

'

$

=

!

$

'

%

=

!

%

%

&

/

!

#

/

#

'

/

!

$

/

$

'

/

!

%

/

%

$

!;%<B

%

比较式$
!;%<A

%与式$
!;%<B

%知#

G+H

#

!

&

"

*

#

!

$

!;%<"

%

在矢量分析中!习惯上就用

"

*

#

!

来代表散度
G+H

#

!

"在其他正交坐标系中也用

&

*

#

!

表

示#
!

的散度!这已成为一个符号"不同坐标系的分量表示式需另外推导!见
I!)B

节"

值得说明的是!由于

"

兼有微分功能!它与普通矢量有所不同#

"

*

#

!

0

#

!

*

"

)

!

"

N

#

!

0

1

#

!

N

"

散度运算具有下列规则#

"

*

$

#

!

+

$

"

%

&

"

*

#

!

+

"

*

$

"

$

!;%<#

%

"

*

$

$

#

!

%

&$

"

*

#

!

'

#

!

*

"

$

$

!;%<C

%

C
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式中

"

$&

#

=

/

/

#

'

$

=

/

/

$

'

%

=

/

/

$ %

%

$&

#

=

/$

/

#

'

$

=

/$

/

$

'

%

=

/$

/

%

$

!;%<!&

%

利用哈密顿算子!将矢量展开!便可证明式$
!;%<C

%#

"

*

$

$

#

!

%

&

#

=

/

/

#

'

$

=

/

/

$

'

%

=

/

/

$ %

%

*

$

#

=

$

!

#

'

$

=

$

!

$

'

%

=

$

!

%

%

&

/

/

#

$

$

!

#

%

'

/

/

$

$

$

!

$

%

'

/

/

%

$

$

!

%

%

&$

/

!

#

/

#

'

!

#

/$

/

#

'$

/

!

$

/

$

'

!

$

/$

/

$

'$

/

!

%

/

%

'

!

%

/$

/

%

&$

/

!

#

/

#

'

/

!

$

/

$

'

/

!

%

/

$ %

%

'

!

#

/$

/

#

'

!

$

/$

/

$

'

!

%

/$

/

%

&$

"

*

#

!

'

#

!

*

"

$

!#$#%

!

散度定理

既然矢量场在某点的散度代表的是该处其通量的体密度!因此直观地可知!矢量场散度

的体积分等于该矢量场通过包围该体积的封闭面的总通量!即

+

7

"

*

#

!G7

&

,

6

#

!

*

G6

$

!;%<!!

%

上式称为散度定理!也称为高斯散度公式"利用散度定理可将矢量散度的体积分化为

该矢量的封闭面积分!或反之"从物理上说!散度定理建立了某空域中的场与包围该空域的

边界场之间的关系"下面对此定理作一简要的证明"

如图
!;%<A

所示!将封闭面
6

所包围的体积
7

细分为
C

个微分体积元
"

7

D

!

"

7

E

-"由散度定义

知!对体积元
"

7

D

$

"

*

#

!

%

D

"

7

D

&

,

6

D

#

!

*

G6

6

D

是包围
"

7

D

的封闭面"对整个体积
7

有

+

7

"

*

#

!G7

&

3+.

"

7

D

'

&

1

C

D

&

!

$

"

*

#

!

%

D

*

"

7

. /

D

&

3+.

"

7

D

'

&

1

C

D

&

!

,

6

D

#

!

*

G

2

3

4

5

6

上式右边的面积分求和时!相邻单元
"

7

D

与
"

7

E

的公共面上#
!

相同!但面元方向相反#
.

=

D

&1

.

=

E

!故二者面

积分相消"这样!只有包围体积
7

的外表面处的面元的通量没有被抵消掉$见图
!;%<A

%"因而

3+.

"

7

D

'

&

1

C

D

&

!

,

6

D

#

!

*

G

2

3

4

5

6

&

,

6

#

!

*

G6

结合上两式便有式$
!;%<!!

%!得证"

&!
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