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1.1 �
����

1.1.1 ��	�
��

������� O, 	 O ���������������������
��, ���� x ��y �� z �, �����
. � � x �� y ������
��, z �������. ����	�!"��#�, �	�� � z �, $!

%��� x ������ π

2
��&�� y ����", #�������� z

���� (� 1.1). �$��� ������%, �� Oxyz �����, � O

��'��%�� .

�����!�!���	"��%��, ����". & x �� y �"�
������ Oxy ��, #'�%����� Oyz �� Ozx �. �%����
���()%*�, ��)%#(. $!� Oxy ��	��� Oyz �%	�Ozx

��	�&%#(��+,#(, � Oxy ��	-'"$	����,�.�/�
0#(, � Oxy �)	�,�.�/�0#(�����Æ1�2�3�4#(
(� 1.2).
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- M Æ����, �� M ��%���8��. x �, y �� z ����
�%����8-.� P , Q � R(� 1.3). -� P , Q � R ��%������
��8� x, y � z, �$, ����� M �/�9"� �%���	 x, y, z.

:��, �;�����	 x, y, z, ��%�����8���� x, y, z �� P ,

Q, R, '�� P , Q, R ����8��. x ��y ��z �, ��%���-� M

�Æ&���	 x, y, z 0/�"���. �$, ���� M ����	 x, y, z

(���� �����<%, � x, y, z �� M ���, ��� x, y, z �� M

�)��, �������, ��� M �� M(x, y, z).

- M1(x1, y1, z1) � M2(x2, y2, z2) Æ����, � M1, M2 �8���.�
%������, �.%��1(�%	 M1M2 ������	2 (� 1.4),=/

����8�

|x2 − x1|, |y2 − y1|, |z2 − z1|.

>0?@�1, ��� M1M2 ���, ����� M1, M2 �23�

d(M1, M2) = |M1M2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

389, � M(x, y, z) ����� O(0, 0, 0) �23�

d(O, M) = |OM | =
√

x2 + y2 + z2.

* 1.1.1 � z ����� M , ����� A(−4, 1, 7) � B(3, 5,−2) ���
��.

+ 4�04��� z ��, 0	-'�� M(0, 0, z), &
5� |MA| =

|MB|, � √
(−4)2 + 12 + (7 − z)2 =

√
32 + 52 + (−2 − z)2.

�A�	, �B z =
14
9

. .Æ04�� M

(
0, 0,

14
9

)
.
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1.1.2 �-./0

���76�
", 8�� 1D�2��79��, �7Æ3�E:��,

89"��;��4��2��, �2���Æ5F��; #�7Æ:�E:<�

	���, 89;�=��<=��, �2����5F>�.

��� 
G26=�H?, 9 a, b, v, i �, @�	
�	<>A�6=�
H?, 9

⇀
a ,

⇀

b ,
⇀
v ,

⇀
i �. ���BB
�%�	���I�H?��, 9J�I

���Æ M0, 7�Æ M ,&?�%���I��
−−−−−⇀
M0M , �H?�%��, �I�

��H?���E:,�I�	�H?���	�. �	&C@�
�	K,8�

����H?�����I�<A�.

���E:B����8, �� a �C�� |a|. C�D���B�9�5,

�� 0, #�D���	�ÆE5�. C� 1 ���B�:��5.

9J�%�� a � b �C��,	���, ����%���;,�� a = b.

�DF, 9J�%���E:�	�Æ���, &?�@�����ÆL��, 8

��G���Æ����, �$1���������5, �E3C@<&��.

9J�� a � b �	�F=:	�, ��� a � b � , �� a//b. &.D

���	�ÆE5�, M�G�D���E���N�F.

�����%!, 	���� O ���, 	� M �7����
−−−⇀
OM ���

M <.� O ��>,  
 r H?, � r =
−−−⇀
OM . ���!��N��?�%�H

−−−⇀
OM , :��, !%�H

−−−⇀
OM N���7� M ���.

1.1.3 �-.!"#$

1. ���<�

-��%��F��� a � b, E��� M , �
−−−⇀
MA= a,

−−−⇀
MB= b, 	 MA,

MB �IA��F!A� MACB ����� MC(� 1.5), ���
−−−⇀
MC= c ��

�� a � b �@, �� c = a + b.

�%�G��<��#�����<��� %A&B'. �%��J��
�%�F���<�<	�G, �O8�';P�%CQ �F!A����<
��G�
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-��%�� a � b, E��� M , �
−−−⇀
MA= a, '	 A ���, �

−−−⇀
AC = b,

KL MC, ���
−−−⇀
MC= c ���� a � b ��, �� c = a + b(� 1.6).

�%#�����<��(�&B'.

���<�MD9)EH#N�
(1) -RN a + b = b + a;

(2) O"N (a + b) + c = a + (b + c).

2. �����S�

�E57� λ ��� a, �G λ � a �S�Æ�%��, �� λa, ��C�

	�#�9)�

(1) |λa| = |λ| · |a|;
(2) $ λ > 0 ", λa � a �	�; $ λ < 0 ", λa � a :	�; $ λ = 0 ",

λa = 0.

�����S�EH<�����ÆF.

���T�, λa Æ� a �F���, 3Æ� a IJ λ U (� 1.7).

K 1.7

����SMD9)EH#N�
(1) ��N (λ + µ)a = λa + µa, λ(a + b) = λa + λb;

(2) O"N λ(µa) = µ(λa) = (λµ)a.

$! a � b ÆE5��, λ � µ ÆE57�.

�.VD�� a, 
 ea H?� a �	������, &����S�G, �

a = |a|ea F ea =
a

|a| .

�E�VD���	H?���C��	�������S.

GH 1.1.1 	
�� a � b, Æ a �= 0, 
 a//b �)��*�+��� λ,

� b = λa.

,I WLM - b//a, P b = 0, �� λ = 0, � b = 0 = 0a = λa. P

b �= 0, $ b � a �	�" eb = ea, � λ =
|b|
|a| , �

λa =
|b|
|a| a = |b|ea = |b|eb = b.
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�$�, $ b � a :	�", � λ = − |b|
|a| , � b = λa.

X�M P b = λa, &�S��G
 b//a. �

Q
���<���S, �	�G���R�.

�.�� b, � (−1)b � b �J�5, �� −b. �� a � b �K#��

a − b = a + (−b).

PS�� a � b ���L", ���� b �7�D�� a �7�0N��
��Æ a − b(� 1.8).

K 1.8

���<������S������-./0.

* 1.1.2 ���1��2����� (���) ���3�2, �45��
3�245��6 ( 1.9).

,I � �ABC !, - AD = DB, AE = EC, &����MEH��, �

−−−⇀
DE=

−−−⇀
AE −

−−−⇀
AD,

−−−⇀
BC =

−−−⇀
AC −

−−−⇀
AB

= 2
−−−⇀
AE −2

−−−⇀
AD

= 2(
−−−⇀
AE −

−−−⇀
AD )

= 2
−−−⇀
DE,

4O
−−−⇀
DE //

−−−⇀
BC , � |

−−−⇀
DE | =

1
2
|
−−−⇀
BC |. �

1.1.4 �-.
�

1. �����
� �������T%, 8����Y�����%!<	C@, �G�

����, ���������	����.

�������%!, � i, j, k �8Æ� x ��y ��z ��	������,

�� Oxyz ��%)�MN:��5.
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- a =
−−−−−⇀
M1M2 Æ������%!��%

��, $���7����� M1(x1, y1, z1) �

M2(x2, y2, z2). 	 M1M2 ������%=/
�8�F.�%�����	2 (� 1.10), �

a =
−−−−−⇀
M1M2=

−−−−⇀
M1P +

−−−−⇀
PN +

−−−−⇀
NM2

=
−−−−⇀
M1P +

−−−−⇀
M1Q +

−−−−⇀
M1R,

&������	�������<%, 


−−−−⇀
M1P= (x2 − x1)i,

−−−−⇀
M1Q= (y2 − y1)j,

−−−−⇀
M1R= (z2 − z1)k,

�8� x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1 ��� a � x ��y ��z ���78, ���

x2 − x1 = ax, y2 − y1 = ay, z2 − z1 = az,

�

a = (x2 − x1)i + (y2 − y1)j + (z2 − z1)k

= axi + ayj + azk.

���� a -Z��������H?O, $! axi, ayj, azk �8BO�� a

� x ��y ��z ���P�5.

����	 ax, ay, az ��� a ���, ���� a ��

a = (ax, ay, az).

���� a ���Q9:.

389, ���D M(x, y, z) ��H

r =
−−−−⇀
OM = xi + yj + zk = (x, y, z).

�9J����������, &?�%��������7����Æ�R�.

&O�
, !%��N/�9"��%���	; :��, !�%���	N
U/�9"��%�H, �8�C@�Æ<&��, 4�!�%���	NU/
�9"��%��. �$��������Æ�����.

�����H?P
�ÆS
[, ������H?��, 8���)QÆ

�RA8���.
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2. ���C\	�ST���H?
-�� a =

−−−−−⇀
M1M2= (ax, ay, az), $���7����� M1(x1, y1, z1) �

M2(x2, y2, z2), &����23]O, 
 a �C

|a| = |
−−−−−⇀
M1M2 | =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2,

�

ax = x2 − x1, ay = y2 − y1, az = z2 − z1,

.ÆB

|a| =
√

a2
x + a2

y + a2
z. (1.1.1)

VD�� a � x ��y ��z ��	�(��V� α, β, γ �� a �	��

(#� 0 � α � π, 0 � β � π, 0 � γ � π), 	���ST cosα, cosβ, cos γ �� a �

T�;<. &� 1.10, 


ax = |
−−−−−⇀
M1M2 | cosα = |a| cosα,

ay = |
−−−−−⇀
M1M2 | cosβ = |a| cosβ, (1.1.2)

az = |
−−−−−⇀
M1M2 | cos γ = |a| cosγ.

�

cosα =
ax

|a| =
ax√

a2
x + a2

y + a2
z

,

cosβ =
ay

|a| =
ay√

a2
x + a2

y + a2
z

, (1.1.3)

cos γ =
az

|a| =
az√

a2
x + a2

y + a2
z

.

$ a���;P&, &O (1.1.1)� (1.1.3)�	"���C�	�� (�E:

�	�); :��, $ a �C�	��U
", &O (1.1.2) �	"�����.

�RVU	�STMD9)�<%O�

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

�VD�� a �	���������H?O�

ea =
a

|a| =
1
|a| (ax, ay, az)

= (cosα, cos β, cos γ).
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� (cosα, cosβ, cos γ) Æ��� a �	������.

* 1.1.3 !"�� M1(2, 2,
√

2) � M2(1, 3, 0), ���
−−−−−⇀
M1M2 �#�=�$

%�=�1.

+
−−−−−⇀
M1M2= (1 − 2, 3 − 2, 0 −√

2) = (−1, 1,−√
2),

|
−−−−−⇀
M1M2 | =

√
(−1)2 + 12 + (−

√
2)2 = 2,

cosα = − 1
2

, cosβ =
1
2

, cos γ = −
√

2
2

,

α =
2
3

π, β =
π

3
, γ =

3π

4
.

* 1.1.4 	� M ��3>&', �?
−−−−⇀
OM � y ��z ��@1(A) π

3
� π

4
, Æ |

−−−−⇀
OM | = 8, �� M �*B.

+ & β =
π

3
, γ =

π

4
\ cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1, B

cos2 α = 1 −
(

1
2

)2

−
( √

2
2

)2

=
1
4

,

<� M �+^#(, cosα < 0, 0	

cosα = − 1
2

,

.Æ

−−−−⇀
OM = |

−−−−⇀
OM |(cosα, cosβ, cos γ)

= 8

(
− 1

2
,

1
2

,

√
2

2

)
= (−4, 4, 4

√
2),

��Æ� M ���.

3. ���MEH���H?
-���

a = axi + ayj + azk = (ax, ay, az),

b = bxi + byj + bzk = (bx, by, bz),

&��<�\�S�EHN, �
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a ± b = (axi + ayj + azk) ± (bxi + byj + bzk)

= (ax ± bx)i + (ay ± by)j + (az ± bz)k,

λa = λ(axi + ayj + azk)

= λaxi + λayj + λazk,

F

(a ± b) = (ax ± bx, ay ± by, az ± bz),

λa = (λax, λay, λaz).

��%���<R�.�����<R, �S���.
�%�S	���=%
��.

&�1 1.1.1 
, $ a �= 0 ", a//b �XL�WÆ b = λa. -V�����
H?O��

(bx, by, bz) = (λax, λay, λaz).

4O, $ a �= 0 ", a//b �XL�W�

bx = λax, by = λay, bz = λaz,

FW(
bx

ax
=

by

ay
=

bz

az
= λ,

� a � b �����(_8 (P ax, ay, az !X%�D", ��O!1�����
�W�D).

1.1.5 �-.XY#$

1. ������

XY, 8��G�� a � b �V��S a F b �ZP�����L", �

�0��[�(��V� θ (0 � θ � π) ���� a � b �Z�(� 1.11), ��
(â, b). 9J (â, b) =

π

2
, ���� a � b [�, �� a ⊥ b.
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9JX\2�'; F ��
)]��Z`, �Z��� s, �; F 0��
a�

W = |F ||s| cos θ,

$! θ = (F̂ , s)(� 1.12). &O76bYPc, 8���G�� a � b ����.

GC 1.1.1 	
�� a � b, θ = (â, b), DE�� a � b �Æ5\��F
�, G+ a · b, �,)

a · b = |a||b| cos θ. (1.1.4)

�%������<B���F��. >0�����G, �^�
!; F

0��a��	H?� W = F · s.

O (1.1.4) !�4W|b| cos θ B��� b ��
� a ��_`, �� Prjab, � Prjab = |b| cos θ.

$ θ ÆZ�", Prjab Æ b � a 0����_`
�I��� (� 1.13); $ θ Æd�", Prjab Æ_

`�I����:�.

�$, 4W |a| cos θ B��� a ��� b �

�_`, �� Prjba, � Prjba = |a| cos θ. 4O, �

a · b = |a|Prjab = |b|Prjba.

���[�)\M4�
(1) a · a = |a|2.
(2) �� a ⊥ b �XL�WÆ a · b = 0.

a7�, $ a � b ��%� 0 ", O@b](�; $ a � b ^�� 0 ", -�

G, a ⊥ b �XL�WÆ θ = (â, b) =
π

2
, � a · b = |a||b| cos θ = 0.

���[�)\EH#N�
(1) -RN a · b = b · a;

(2) ��N a · (b + c) = a · b + a · c;

(3) O"N (λa) · b = a · (λb) = λ(a · b) (λ �7�).

)�ce������H?O. -

a = axi + ayj + azk = (ax, ay, az),

b = bxi + byj + bzk = (bx, by, bz).

&����EH#N, �




