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1.1.4 ���������

��
������������	�����
��������������
�

����	��������
����
��
����������������	�

���	���������
���������
����������

1.2 ��������������

1.2.1 �����������

������������������	�������������������

�����������
�������
�
�����
��
���������

����������������������������������������

���
����������
�������
������	������

���������������������������
� (�
������

������
���
�����������)����� (�
����������

���������)��������������������	����������

���

1.2.2 ���������

�	������

� 1.1 �
��� Ax = b������ —— Cramer��������	���


������
����� n ��
������� n + 1 � n �������� Laplace

����� n ����������

n!
(

1 +
1
2!

+
1
3!

+ · · · + 1
(n − 1)!

)

������
����� n ��
����	�� n!(n + 1) ����	 n ������

�
�������� 20 ���
�������� 21! ≈ 5.1 × 1019 ���������

�	�	�����������	 365 × 24 × 3600 × 106 ≈ 3.15 × 1013 ��������

���	��	���������� Cramer ��� 20 ���
�����	����

	� (5.11 × 1019) ÷ (3.15 × 1013) = 1.62 × 106 ≈ 162 	���	������	
����

��
���������� Gauss 

���� 20���
���������� 3000

������
������		�����
	������������������

���������������������������	�	����������

Cramer ��������



1.2 �������������� · 3 ·

� 1.2 ���� In =
∫ 1

0

xn

x + 5
dx. ��

���������

In = −5In−1 +
1
n

, I0 = ln
6
5
≈ 0.182322, (1.1)

�
�����
��� In ����
��

� In > 0�

� In �����

� lim
n→∞ In = 0�

�
1
6n

< In <
1
5n

(n > 1)�

����
���� In�

�� A ���� In = −5In−1 +
1
n

, I0 = ln
6
5
≈ 0.182322.

MATLAB ��
x=0.182322

for n=1:20

n

x=-5*x+1/n

end


 n = 1 ��� n = 20 �������� (�� 1.1)�

� 1.1 �� A ����

n In n In n In n In

1 0.0884 6 0.0344 11 −31.3925 16 9.8145e+4

2 0.5810 7 −0.0290 12 157.0457 17 −4.9073e+5

3 0.0431 8 0.2701 13 −785.1516 18 2.4536e+6

4 0.3470 9 −1.2393 14 3.9258e+3 19 −1.2268e+7

5 0.0265 10 0.2967 15 −1.9629e+4 20 6.1341e+7


� 1.1 ���	��������
 n = 7 ����
���������
���

�� In ���
�		�����������������������������

���������	������
���
�� (1.1)����� In−1 � In ����

������������
 (� 1.3 ���) 
�� 5 ���

���
������

������	����������������� A ��� B�

�� B ���� In−1 = −1
5
In +

1
5n

, I20 ≈
1

6 × 21
+

1
5 × 21

2
= 0.00873016.

MATLAB ��
x=0.00873016
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for n=20:-1:1

n-1

x=-(1/5)*x+1/(5*n)

end

�	������

In−1 = −1
5
In +

1
5n

(1.2)


 n = 20��� n = 1�
�	�������������

�� 5 ����
���

�����
������ (�� 1.2)�

� 1.2 �� B ����

n In n In n In n In

19 0.0083 14 0.0112 9 0.0169 4 0.0343

18 0.0089 13 0.0120 8 0.0188 3 0.0431

17 0.0093 12 0.0130 7 0.0212 2 0.0580

16 0.0099 11 0.0141 6 0.0243 1 0.0884

15 0.0105 10 0.0154 5 0.0285 0 0.1823

�� 1.2 ����
���������	���������
���������

����	��	�
������	��������������
��������

��

��������������������������
�����
�����

�����������������	����	����������������

��
�����
����������

����������
��������

������������
��������������������	������

�������������������������������	����	�

�������
��������������	��������������
��

�����

����������������
�
��������������

�������
������
�����

�
� (SOR) 	� Jacobi �
����

� SOR������
���
��������	����
�� Jacobi�
����

���
�� SOR ��������
�������������
��
�����

��� SOR ��� Jacobi�	��

�	��������������	�����������	��������

����	������

�����
�����
������

����	��

���������

�
�����������������	�������������	����

����������������������������
�����������
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����������������������������� Cramer ����


�������Cramer �����������
��������������	�	

����������������������
��������
�����
��

��� Cramer ��������
	�����������������
��
��

�	���������������������������
������
���

����	������������������
�������
����
���

���������
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���
�

�
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�����

�	����������������������������	�������

������	������������	��������������������

����������������������������������������

�����������������
���������
������������

������	��������	�	��
����������

�
�
�������������

��������������
����
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1.3 ������������

1.3.1 ��������

�����������������������
�	���������

(1) ���


�������������������������
�����
������

�������������������������������	�������

����
��
�
�������

(2) 
��


�����	���������
���	 (�����	)��
�	���



�������
�����	���	��
��
�
�������

(3) ���


����������������������
������������	��

���
����������	�
����, ������������	�����

����������	
	���	���������
�	����������
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������

�������	������
�����
�������

� 1.3 ���� ex �������
� ex �
������

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ · · · + xn

n!
+ · · · , (1.3)


�����������

���	����	���������

Sn(x) = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ · · · + xn

n!
, (1.4)

� Sn(x) �� ex �������
��	 taylor ��������
�

ex − Sn(x) =
xn+1

n + 1!
eθx, 0 < θ < 1. (1.5)

(4) ���



������������������
�����	������������

�	���������������
��������������
�������


��������
��������
����������������� 1.2 ��

�
�	�

���
�
��
���������	���������������; ���


����
���������������������

1.3.2 �������

��������
�������
�
���������	�����	���


����������������	��������������
�	��
��

�������

�� 1.1 	 x∗ ��
�����x� x∗ ��	����
 e = x∗ − x��	� x�

����������


���� x∗ ����������
 e ����������
	����
��

	�����	�����
��������
���������

�� 1.2 	���� ε > 0 �

|e| = |x∗ − x| � ε, (1.6)

�� ε ��	� x ������������	���

��	� x ��
�� ε �� x − ε � x∗ � x + ε���� x∗ 
� [x − ε, x + ε] ���

�������� x = x∗ ± ε ����	�� x �	���	��� x∗ �������

��x = 15 ± 2, y = 1000 ± 5�

���
������
����	�����������
����� x∗ = 1000�

��	�� x1 = 999����
����� x∗ = 10�	���	�� x2 = 9����
�
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���
�
� ε = 1��� x1 ���� x2 ���������
�	�����	��


����

�� 1.3 � er =
e

x∗ =
x∗ − x

x∗ ��	� x ������

	��
����
�
����������	��
��������	����

����������
 x1 � x2��
�	��
���� er(x1) = 0.1%� er(x2) = 10%�

���	� x1 ���� x2 �������
���� x∗ ������������� er

�����	����������

�� 1.4 	��
���
���������	�������� εr��

|er| =
∣∣∣∣x

∗ − x

x∗

∣∣∣∣ =
∣∣∣ e

x∗

∣∣∣ � εr. (1.7)

	��
� εr �����
� ε���������������� εr =
∣∣∣ ε

x

∣∣∣��	
��
��

�����
�	������������������������������

���������	

x∗ = π = 3.1415926 · · · ,

�������
��	�� π ≈ 3.14,π ����
�� π± 0.002�������	��

π ≈ 3.1416,π± 0.000008��
����
�
��������������

|π− 3.14| � 1
2
× 10−2, |π− 3.1416| � 1

2
× 10−4,

��
�������

�� 1.5 	��� x∗ ��	� x = ±0.a1a2 · · ·an × 10m��� a1 �= 0, � ai ∈
{0, 1, 2, · · · , 9}, m ������

|e| = |x∗ − x| <
1
2
× 10m−n, (1.8)

���	� x �� n �����	� x��� 10m−n �����a1, a2, · · · , an 
� x ��

������ x �� n �������	��


�
 1.5 � π = 3.14� π = 3.1416��� 3 �� 5 ������
� (1.8)����

��������
����������	��
���������

�� 1.1 	�	� x = ±0.a1a2 · · ·an × 10m (�� a1 �= 0)�� n ������� x�

	��
�� εr � 1
2a1

× 10−n+1.

�� 
 x � n ������ |e| = |x∗ − x| <
1
2
× 10m−n�� |x| > a1 × 10m−1���

|er| =
∣∣∣∣x

∗ − x

x

∣∣∣∣ �
1
2
× 10m−n

a1 × 10m−1
=

1
2a1

× 10−n+1 = εr,
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�	��
�� εr =
1

2a1
× 10−n+1����

�� 1.2 	�	� x = ±0.a1a2 · · · an × 10m(�� a1 �= 0), 	��
�� εr =
1

2(a1 + 1)
× 10−n+1�� x ��� n ������

�� 
� ε = |x|εr�� |x| � (a1 + 1) × 10m−1����

ε � (a1 + 1) × 10m−1 × 1
2(a1 + 1)

× 10−n+1 =
1
2
× 10m−n.

���x ��� n ���������

� 1.4 	 x = 2.72 �� e �� 3 �������	�����	��	��
��

� x = 2.72 = 0.272× 101, a1 = 2, n = 3�
�� 1.1 �

εr � 1
2a1

× 10−(n−1)

=
1

2 × 2
× 10−(3−1) = 0.25 × 10−2.

� 1.5 ��
√

20 ��	��	��
��� 0.1%����������

� � 4 <
√

20 < 5�����
 1.5�� a1 = 4��	��
�
� εr < 0.001�
�

� 1.2 �

εr � 1
2(a1 + 1)

× 10−n+1,

�� n ������
�
1

2(4 + 1)
× 10−n+1 � 0.001,


��� n = 4���� 4 ������

1.3.3 �����

�������������
�����
��������������	
�

	�����������

����	�����
��

�
���������

���������������������������

����
�����

���

(1) �
�����


�� 1.2 ���� A�����������������������������

� I0 ��
 e(I0)�
�����������
 e(In)�
���

e(In) = −5e(In−1), n = 1, 2, · · · ,

���

e(In) = (−5)ne(I0), n = 1, 2, · · · ,
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��� I0 ��
 e(I0)�� e(In) ���
 e(I0) � (−5)n ��

�� 1.2 �� B ��������	���
� (1.2) � e(In−1) = −1
5
e(In)(n =

20, 19, · · · , 1), 
��� I20 = 0.0087 �
 e(I20) ���
���

���
��In �

�
� e(In)�� I0 ��
� e(I20) �
(

1
5

)20

������������
��
���

�� −1
5
�������
��������������	�
������	�� 1.2�

� A ���������
������
��������

(2) �
�
�

�����������
��������������
��	��������


�������������
������	����
���
���������


������
�����
����
����	���

e = x∗ − x = dx,

er =
e

x∗ =
dx

x
= d lnx,

� x ����� x ����
�ln x �������	��
������������

�����������������
������


 d(x ± y) = dx ± dy ������ (
) ��
������
�� (
)�


 d(ln xy) = d lnx + d ln y �������	��
����	��
���


 d
(

ln
x

y

)
= d lnx − d ln y ������	��
����	��
�
�

����	�
 u 
�
 x1, x2, · · · , xn ��
������	 u=f(x1, x2, · · · , xn), �

���
�

du =
n∑

i=1

∂f

∂xi
dx.

��������
����������� Taylor ��������

1.3.4 �����

(1) �������������

������������������
������	������������

���
����

�� x255 ���������	 254 ����
��	

x255 = x · x2 · x4 · x8 · x16 · x32 · x64 · x128,

	�	 14 ���������������

P (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0
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����

�� akxk ���	
����	

n + (n − 1) + · · · + 1 =
1
2
n(n + 1)

���� n �
����������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Sn = an,

Sk = xSk+1 + ak, k = n − 1, n − 2, · · · , 1, 0,

Pn(x) = S0,

	� n ���� n �
����� Pn(x) ���

(2) ���	��	�

�������	��	�����������

���x = 618.45� y = 618.32
� 5������
 x− y = 0.13	��������

���������������������

�	 x1 � x2 �
����

ln x1 − ln x2 = ln
x1

x2
,

������������	 x �����

√
x + a −√

x =
a√

x + a +
√

x

�������	�� f(x) − f(x0) ��	����� Taylor ���

f(x) − f(x0) = f ′(x0)(x − x0) +
1
2
f ′′(x0)(x − x0)2 + · · ·

�������	����������������
���������

(3) ��������

���������
�	
���������������	��������

������������
�������

����� 8 � ��������

x = 54272401 + 0.6�
������������	�������������� x =

54272401 = 0.54272401× 108�0.6 = 0.000000006× 108 � 8 ����� 0���

x =54272401 + 0.6 = 0.54272401× 108 + 0.00000000× 108

=0.54272401× 108 = 54272401.

(4) ��������
���

������������
�����������


d
(

x

y

)
=

ydx − xdy

y2
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