
第 1 讲  行列式的计算 

一、知识要点 

1. 行列式的定义 

二阶行列式 
11 12

11 22 12 21
21 22

a a
a a a a

a a
  . 

三阶行列式 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32a a a a a a a a a a a a a a a a a a      . 

一般地，称 

 1 2

1 2
1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

( 1) n

n
n

n

p p pn
p p np

p p p

n n nn

a a a
a a a

D a a a

a a a

   







  



 

为 n 阶行列式 . 其中 1 2( )np p p  表示由 n 个数 1, 2, , n 构成的全排列

1 2 np p p 的逆序数. 
注  n 阶行列式表示一个数，它是取自不同行不同列的 n个元素乘积的代

数和，共 !n 项. 

2. 行列式的性质 

性质 1  行列式的行列互换，其值不变，即 

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2

1 2 1 2

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a



 
 

     
 

. 

等式右边的行列式称为左边行列式 D 的转置，记作 TD . 所以 TD D . 
性质 2  行列式的某两行（列）元素成比例，则行列式为零. 
性质 3  如果行列式中有一行（列）的每个元素都是两个数的和，则行列式

可拆成两个行列式的和. 即 
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11 1

1 1

1

n

i i in in

n nn

a a

b c b c

a a

 



 


 


11 1

1

1

n

i in

n nn

a a

b b

a a





 


 


11 1

1

1

n

i in

n nn

a a

c c

a a





 


 


. 

性质 4  行列式的两行（列）互换，行列式变号. 
性质 5  如果行列式中某行（列）的元素有公因子，则可将公因子提到行列

式外.即 

11 1 11 1

1 1

1 1

n n

i in i in

n nn n nn

a a a a

ka ka k a a

a a a a



 

   
 

   
 

. 

性质 6  行列式中某一行（列）元素的 k 倍加到另一行（列），其值不变.即 

11 1 11 1

1 1 1

1 1

n n

i in i j in jn

n nn n nn

a a a a

a a a ka a ka

a a a a

  

 

   
 

   
 

. 

3. 行列式的展开定理 

(1) 余子式，代数余子式 
在 n阶行列式中，将元素 ija 所在的行与列上的元素划去，其余元素按照原

来的相对位置构成的 1n  阶行列式，称为元素 ija 的余子式，记作 ijM . 
( 1)i j

ij ijA M  称为元素 ija 的代数余子式. 

注  ijM 及 ijA 只与元素所在的位置有关，与元素本身的值无关. 
(2) 行列式按行（列）展开定理 
设 n阶行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a






  


， 

则 
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1

,
0

n

ik jk
k

D i j
a A

i j


  


,

， ,
 1,2, , ; 1,2, ,i n j n   ； 

1

,
0

n

ki kj
k

D i j
a A

i j


  


,

， .
 1,2, , ; 1,2, ,i n j n   . 

即 n阶行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式的乘积之

和， n阶行列式的任一行（列）的各元素与另一行（列）对应元素的代数余子

式的乘积之和等于零. 

4. 方阵的行列式的性质 

设 A 为 n阶方阵，则有 

(1) T A A （ TA 表示 A 的转置，即 A 的行列互换）； 
(2) n A A （为常数）； 
(3) AB A B  (其中 B 为 n阶方阵)；   
(4) 11  A A （其中 A 可逆）； 

(5)   
A O A O A C

A B
O B C B O B

， 

( 1)m n   
O A C A O A

A B
B O B O B C

 (其中 B 为 m 阶方阵)； 

(6) 1n A A （其中 A 为 n 阶方阵 A 的伴随矩阵）； 
(7) 1 2    nA （其中 1 2, , , n   为 n 阶方阵 A 的 n 个特征值）. 

5. 几个特殊的行列式 

(1) 上（下）三角形行列式 

11 12 1 11

22 2 21 22
11 22

1 2

0 0
0 0

0 0

n

n
nn

nn n n nn

a a a a
a a a a

a a a

a a a a

 

 
 


     

 

. 

(2) n 阶范德蒙德行列式 

1 2 1
2 2 2 2
1 2 1

1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1

n n

n n n

n n n n
n n

x x x x
D x x x x

x x x x





   








   


1

( )i j
j i n

x x


 
≤ ≤

. 
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二、典型例题解析 

题型一  求数字型（尤其是含参数）行列式的值 

例 1.1  求行列式 
1 1 1
1 1 1
1 1 1










. 

分析  行列式的每一行（列）元素的和相等，即行列式的行（列）和相等，

行和相等的行列式就可以把其余列都加到第 1 列，第 1 列各元素就有公因子，可

以提出去，再将其余行都减去第 1 行就可以化为上三角形行列式或降阶，达到

简化的目的. 对于列和相等的行列式也可以用类似方法处理. 

解    1 2 3
1 1 1 3 1 1
1 1 1 3 1 1
1 1 1 3 1 1

c c c
 

  
  

 
 

  
  

 

1 1 1
(3 ) 1 1 1

1 1 1
 


  



2

1 1 1
(3 ) 0 0 (3 )

0 0
   


    


. 

例 1.2  求行列式 
2 2 2

2 5 4
2 4 5






 
 

  
. 

分析  此行列式的行和与列和均不相等，可把某一行（列）中不含 的两

个元素之一化为 0 ，则此零元素所在行（列）往往会出现公因式，再按行列式

性质化零后展开降阶计算即可. 

解    3 2

2 2 2 2 2 0
2 5 4 2 5 1
2 4 5 2 4 1

c c
 

  
 

  


   
     

 

2 3

2 2 0
4 9 0
2 4 1

r r









  

 

2( 1) ( 10)     . 
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例 1.3  求行列式 
1 0 2

0 1 2
2 2






 
 

 
. 

分析  行和与列和均不相等，但第 1 行（列）中不含的两个元素之一为

0，可直接按对角线方法计算. 

解    
1 0 2

0 1 2
2 2






 
 

 
( 1)( 1) 4( 1) 4( 1) ( 3)( 3).                  

说明 这种类型的行列式计算，在线性代数的考研题中一般不直接出现，

但在求方阵的特征值时，需要计算这种行列式（特征多项式），由于需要对求出

的行列式求根，所以最好不要直接按对角线展开，这样往往会使分解因式变得

困难，在计算时，可根据行列式的特点，利用行列式的性质，先分解出关于的

一次因式，从而使求根变得容易. 
例 1.4  设 

2 1 2 3
2 2 2 1 2 2 2 3

( )
3 3 3 2 4 5 3 5

4 4 3 5 7 4 3

x x x x
x x x x

f x
x x x x

x x x x

   
   


   

  

， 

则方程 ( ) 0f x  的根的个数为 (    ). 
(A) 1 个         (B) 2 个         (C) 3 个       (D) 4 个 
分析 判断方程 ( ) 0f x  的根的个数，只需判断 ( )f x 是几次多项式即可. 
不要错误地以为这样的 ( )f x 就是 4 次多项式，实际上，在 ( )f x 的展开式

中，有 x的 0 到 4 次项的多项式，但合并化简后， ( )f x 的次数可能会降低. 
由于行列式的每一位置都含有 x ，直接展开计算是很复杂的，应当先恒等

变形消除一些 x再计算. 
解 用第 2,3,4 列分别减去第 1 列，再用第 4 列加上第 2 列，有 

2 1 0 1 2 1 0 0
2 2 1 0 1 2 2 1 0 0

( )
3 3 1 2 2 3 3 1 2 1

4 3 7 3 4 3 7 6

x x
x x

f x
x x x x

x x x x

  
  

 
     

     

2 1 2 1
2 2 1 7 6
x x
x x
  


  

， 

易见 ( )f x 是 2 次多项式，所以选（B）. 
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题型二 n 阶行列式的计算 

例 1.5  计算 n阶行列式 
1 2

1 2

1 2

n

t n
t nD

n t











  


. 

解 特征：行和相等.将第 2 列，…，第 n列都加到第 1 列，并提出公因子，

再用第 ( 2, , )i i n  行减去第 1 行，即可化为上三角行列式： 

( 1) 2
2

( 1) 2
2

( 1) 2
2

n

n n t n

n n t t nD

n n t n t





 


 





  



 

                

1 2
0 0( 1)

2
0 0

n
tn n t

t

   
 




  


1( 1)
2

nn n t t    
 

. 

例 1.6  计算 1n  阶行列式 

0 1 2 1

1 1

1 2 2

0 0 0
0 0 0 , 0; 1,2, ,

0 0 0

n n

n i

n n

a b b b b
c a

D c a a i n

c a



   



 

    


. 

分析 这是一个除第 1 行、第 1 列和主对角线上的元素外，其余元素全为

零的行列式，形状像个爪，称为爪形行列式. 用主对角线上的元素（斜爪）断掉

横爪或竖爪可化为三角形行列式. 

解 将第 1i  ( 1, 2, , )i n  列的 i

i

c
a

 倍加到第 1列，即可化为上三角行列式： 

0 1 2 1
1

1
1 1 0

12

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

n
i i

n n
i i

n
i i

n n
i i

n

b ca b b b b
a

b caD a a a
a a

a









 
   

 







 


    


. 
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例 1.7  计算 n阶行列式 
0 0 0

0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0

n

x y
x y

x
D

x y
y x







    



. 

分析 由于行列式中某一行（列）的零元素较多，故可按行列式的展开定

理降阶计算. 
解 按第 1 列展开得 

1

1

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

( 1)

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

( 1) .

n
n

n n n

x y y
x y x y

x x y
D x y

x y y
x x y

x y





  

  

 
 
 

         
 
 

 

题型三 求抽象矩阵的行列式 

抽象行列式计算是线性代数考研题中填空题和选择题的常考题型，主要应

用行列式及矩阵运算的行列式性质和行列式与特征值的关系进行计算. 

例  1.8 设

T T

T T
2 2

T T
3 3

,
4

   
   

    
   
   

A B
 
 
 

, 其中 2 3, , ,    均为  3 维列向量 . 若

12, 1 A B ，则 2 A B       .  

解 

T T T T T T

T T T T T
2 2 2 2 2
T T T T T

3 3 3 3 3

T T

T T
2 2

T T
3 3

2 2
2 2 4

2 2 2

1 14 4 2.
2 2

4

 
         

       

A B

A B

     
    
    

 
 
 

 

例1.9 (2010年数二、三) 设 ,A B 为3阶矩阵，且 13, 2, 2   A B A B ，

则 1 A B      . 
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解法一 1 1 1 1 1        A B AE EB ABB AA B  
1 1 1 1( )      A B A B A B A B  

1 1 3  A B A
B

. 

解法二 因为 1 1     A B A AB E A B B ，所以 1 3 A B . 

说明 由于 A B 的每行元素都是两个数的和，根据行列式的性质， A B
应拆成 2n 个行列式的和，故一般情况下，   A B A B ，要将和的行列式转

化为乘积的行列式计算. 
例 1.10 设 1 2 3( , , )A    ， 1 2 3, ,   均为 3 维列向量，且 5A ，设 

1 2 1 3 2( 2 , 3 4 , 5 )  B      ，则 B      . 

解法一 由于 

1 2 1 3 2 1 2 3

1 3 0
( 2 , 3 4 , 5 ) ( , , ) 2 0 5

0 4 0

 
      
 
 

B         ， 

所以 

1 2 3

1 3 0
, , 2 0 5 20 100

0 4 0
    B A   . 

解法二 按行列式的性质计算： 
1 2 1 3 2 1 2 1 3 2

1 1 3 2 1 3 2

1 3 2 1 2 3

2 , 3 4 , 5 5 2 , 3 4 ,

5 , 3 4 , 5 ,4 ,

20 , , 20 , , 100.

     

  

    

B          

      

     

 

例1.11 设矩阵

1 2 0
1 0 2
0 0 1

 
   
  

B ，矩阵A满足 12   B B A A，则 A     . 

解 显然 2B ，等式两边左乘上 B 得： 12   BB BB A BA . 
由于 2  BB B E E ，所以有 2 2 E A BA，即 ( 2 ) 2 B E A E ，两边

取行列式得： 2 2 8  A B E E ，由于 2 4 B E ，所以 A 2. 
例 1.12 (2012 年数二、三) 设 A 为 3 阶矩阵，且 3A ， A 为 A 的伴随

矩阵，若交换 A 的第 1 行与第 2 行得 B ，则  BA      . 
解法一 显然 3   B A ，所以

2 27    BA B A B A . 
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解法二 令 
0 1 0
1 0 0
0 0 1

 
   
 
 

P ， 

则 B PA ，因此
3 27     BA PAA A PE A P E . 

例 1.13 设 A 为 3 阶方阵，且 3A ，则
11

4


     

 
A A       . 

解法一 将 A 用 1A 表示：由于 1 A A A ， 1 11( )k
k

 A A ，所以 

1
1 1 1 31 1 14 ( 1)

4 3


              

 
A A A A A A

A
. 

解法二 将 1A 用 A 表示：由于 1


 
AA
A

， 1 11( )k
k

 A A ，所以 

1 3
211 1 1 14 4

4 3 3 3

 
                     

   

AA A A A A A A
A

. 

例 1.14（2013 年） 设 ( )ijaA 是三阶非零矩阵， ijA 为 ija 的代数余子式，若

0ij ija A  ( , 1, 2, 3)i j  ，则 A       . 
解 由 0 ( , 1, 2, 3)ij ija A i j   知 ij ijA a  ，即 T  A A . 

由于 A O ，不妨设 11 0a  ，则
3 3

2
1 1 1

1 1
0k k k

k k
a A a

 

    A . 

又由 T  A A 得 T  A A ，即
2 3 T( 1)   A A A ，所以 0A 或

1 A . 又 0A ，所以 1 A . 
例  1.15 设 3 阶矩阵 A 与 B 相似，且 A 的特征值为 3, 1,1  ，则

T






A O
O B

      . 

解 由于相似矩阵有相同的行列式，所以 ( 3) ( 1) 1 3      A B . 
T

2T 3( 1) 27.



      

A O
A B A B

O B
 

例 1.16 设

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 
   
 
 

A ，则 12   A E       . 



考研线性代数选讲 10 

解法一 1 1 1 12 (2 ) 2 2 6         A E A E A A E A E A
A

. 

解法二 由于 A 的特征值为1, 4, 6，所以 1A 的特征值为
1 11, ,
4 6

， 12  A E

的特征值为
3 43, ,
2 3

，故 1 3 42 3 6
2 3

     A E . 

例 1.17 设 3阶矩阵 A 与 B 相似，A 的两个特征值 1 1  ， 2 1   ， 2B ，

则 2 A AB        . 
解 由于相似矩阵有相同的行列式，所以 2 A B . 
设 A 的另一个特征值为 3 ，由 1 2 3 2     A ，得 3 2   .  
由于相似矩阵有相同的特征值，因此 B 的特征值为1, 1, 2  ，故 2E B的特

征值为3, 1, 3  ，所以 2 9 E B ，而 2 ( 2 )   A AB A E B 2 18 A E B . 

练习题 

1. 计算下列行列式 

(1) 
6 2 4

2 3 2
4 2 6










;       (2) 

5 2 2
2 6 0
2 0 4










; 

(3) 

1 2 3 4
5 6 7 8
0 0 2 3
0 0 4 5

;             (4) 

1 1

2 2

3 3

4 4

0 0
0 0
0 0

0 0

a b
a b
b a

b a

; 

(5) 

0 0 0 1 2
0 0 0 4 5
8 7 2 2 3
0 1 3 5 0
0 0 2 1 7

;         (6) 

12 13 14 15

12 23 24 25

5 13 23 34 35

14 24 34 45

15 25 35 45

0
0

0
0

0

a a a a
a a a a

D a a a a
a a a a
a a a a


  
  
   

; 

(7) 

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

1 1 1 0

nD 





   


;     (8) 

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1
0 0 0

n

n

D

n


















    



. 




