
     

第3章

CHAPTER
 

3

平面光波导

    

平面光波导是最常见、最基本的光波导,对它的研究具有重要的实际意义。许多概念以

及近似计算方法等也都出自于对平面光波导的研究,所以熟练掌握本章内容是学好其他后

续章节的关键。
平面光波导是指组成光波导不同介质的折射率分布的分界面是一些平面的光波导。按

照构成光波导的介质层数,可以分成三层、四层……平面波导;
 

按照折射率的分布又可分成

均匀(阶跃型)平面波导和非均匀(渐变折射率)平面波导等。
在平面光波导中最重要的概念是模式,它包括模式场与相移项(波动项)两部分,因此,

求解平面光波导的问题就归结为如何求模式场分布和如何确定波动项的相移常数。求模式

场分布通常是利用分离变量法,这时假定传输常数已经确定;
 

而求传输常数的方法是,利用

已知的模式场在边界上连续的条件,列出一个代数方程,这个方程实际上就是模式场函数的

本征值方程。

3.1 三层均匀平面波导的射线分析法

光波导的射线分析法不是局限于用传统几何光学的方法给出光线的传播轨迹,而是为

了得到波导中光的传播特性,又加入了波动光学的平面波、相位和相干等概念。从这个意义

上来说,这种分析方法已不是传统几何光学的分析方法。下面先用射线法来分析一种最简

单的平面光波导———三层均匀平面波导。
三层均匀平面波导的结构如图3-1所示。折射率沿x 方向有变化,沿y、z方向没有变化。

图3-1 三层均匀平面波导的结构

它是由薄膜(芯区)、衬底和包层所构成的,薄膜、衬底

和包层的折射率分别为n1、n2 和n3,且n1>n2≥n3。
包层通常为空气,即n3=1,薄膜和衬底的折射率之差

一般为10-3~10-1,薄膜厚度一般为几微米。
按照几何光学的理论,光线在芯区中传播的一段

是直线,而在芯区-包层的分界面与芯区-衬底的分界

面上发生反射和折射。若光线的入射角大于两个分

界面上的全反射临界角,则光线在两个分界面上形成

全反射,光线被约束在芯区内沿着锯齿形路线向前传
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播,这种受约束的光线称为束缚光线。从波动光学的理论来看,束缚光线是限制在波导中光

波的波矢线,它对应的光波称为导波。注意,这个导波已经不是理想的等幅平面波,但是,它
可以看作为由斜着向上界面行进的平面波与斜着向下行进的两个平面波的叠加。

那么是否满足全反射条件就一定能形成导波呢? 不一定。导波是被限制在波导中,且
能在波导中传播的光波。全反射条件仅仅能使光波被限制在波导中,是形成导波的必要条

件,但并不是充分条件,因为导波由两个平面波叠加而成,当这两个平面波到达同一地点时,
只有满足相位相同的条件,才能使两波叠加后,发生相互加强,使光波维持在波导中传播,形
成导波。否则会因相位不同而相互抵消,使得光波不能沿波导传输。

图3-2中画出了两平面波的叠加模型。带箭头的实线代表射线,虚线代表波阵面(等相

面)。BD 代表向上界面行进的射线EB 到达B 点的波阵面,同时也代表向下界面行进的射

线CD 由C 点到达D 点经全反射后的射线DF 的波阵面。

图3-2 两平面波的叠加模型

由于A、C 都在同一波阵面CG 上,所以EB 光线的A 点与HC 光线的C 点的相位是相

同的。因此,如果要想使它们到达D 点的相位相同,即要求EB 光线从A 到达B 的相移与

HC 光线从C 经过全反射到达D 点再经过全反射后的相移相同,或相差2π的整数倍。

EB 光线从A 点到达B 点的光程为

n1AB=n1BCsinθ1=n1(PD-PG)sinθ1=n1 wtanθ1-
w
tanθ1  sinθ1

所以相应的相移为

k0n1 wtanθ1-
w
tanθ1  sinθ1

  CD 光线的光程和相移分别为

n1CD=n1
w
cosθ1

, k0n1
w
cosθ1

  另外 HC 光线从点C 到达D 点还要包括两次全反射,所以总的相移为

k0n1
w
cosθ1

-2φ12-2φ13

其中-2φ12 和-2φ13 分别表示光线在芯区与衬底、芯区与包层全反射时产生的相移。

满足EB 光线从A 到达B 的相移与HC 光线从C 经过全反射到达D 再经过全反射后

同相,即要求

k0n1w
cosθ1

-2φ12-2φ13-k0n1 wtanθ1-
w
tanθ1  sinθ1=2mπ m=0,1,2,…

上式经过整理后得

κw=mπ+φ12+φ13 (3-1-1)
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其中,κ=kx=n1k0cosθ1=
 

(n2
1k20-β2)1/2=k0(n2

1-N2)1/2,这里N=β/k0 称为模折射率或

有效折射率。

对于给定的波导结构和入射光的频率,不同的m 值,方程(3-1-1)中θ1 或β 有不同的

解。可见θ1 或β是一个个分立值,不同的θ1 或β对应不同的导波,不同导波对应在第2章

讲到的不同模式,因此方程(3-1-1)称为模式的本征值方程或特征方程,这里本征值是指传

播常数β,通过此方程可以求解出不同模式的传播常数β。

由TE、TM模全反射时的相移公式,φ12,φ13 可以进一步写为

对TE模
φ12=arctan

P
κ  

φ13=arctanq
κ    对TM模

φ12=arctan
n2
1

n2
2

P
κ  

φ13=arctan
n2
1

n2
3

q
κ   

这里P=(β2-k20n2
2)1

/2=k0(N2-n2
2)1

/2,q=(β2-k20n2
3)1

/2=k0(N2-n2
3)1

/2,因此本征值

方程为

κw=mπ+arctan
P
κ  +arctanq

κ   对TE模 (3-1-2)
 

κw=mπ+arctan
n2
1

n2
2

P
κ  +arctann2

1

n2
3

q
κ   对TM模 (3-1-3)

 

  对于厚度为w 的薄膜,光线从下界面行进到上界面光波的横向(x 轴方向)相移是

κw,在薄膜上界面光波的全反射相移是-2φ13,光线从上界面返回到下界面光波的横向

相移又是κw,在薄膜下界面的全反射相移是-2φ12,所以光线在一个往返周期内光波产

生的横向相移与全反射相移的总和为2κw-2φ12-2φ13。当总相移等于零或2π的整

数倍时,就得到了本征值方程(3-1-1)。因此,本征值方程也可以解释为:
 

光线在薄膜

中完成一个往返周期时,光波产生的横向相移与全反射相移的总和等于0或2π的整

数倍。
在波导结构确定之后,本征值方程式(3-1-2)和式(3-1-3)中只有入射光波长和入射角

两个变量。因此对于波长一定的光波,入射角只能取有限个分立值。这说明了在光线的

入射角大于两个分界面上的全反射临界角的条件下,只有特殊角度入射的光波才能形成

导波。
射线分析法很直观地给出了波导中光线传播的轨迹和形成导波的条件,但这种方法不

能给出波导中的场分布,为此在3.2节给出波导电磁场的分析方法。

3.2 三层均匀平面波导的电磁场分析法

正规光波导的电磁场分析法是根据正规光波导模式的亥姆霍兹方程和具体波导的边界

条件,求出波导中的光场分布和传播常数等反映传播特性的物理量。这种方法虽然比较复

杂,但精确和全面,还可处理结构和折射率分布复杂的波导,是本书中分析光波导的主要

方法。
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3.2.1 一般平面波导中模式的种类

对于平面波导,因为在y 方向折射率不发生变化,所以模式场只是x 的函数,即

E(x,y)=E(x),H(x,y)=H(x),那么模式场的横向与纵向分量也只是x 的函数,这样

式(2-1-32)~式(2-1-35)可以写为

x̂×
∂Et(x)
∂x =iωμ0Hz(x) (3-2-1)

x̂×
∂Ht(x)
∂x =-iωε0Ez(x) (3-2-2)

x̂×
∂Ez(x)
∂x +iβẑ×Et(x)=iωμ0Ht(x) (3-2-3)

x̂×
∂Hz(x)
∂x +iβẑ×Ht(x)=-iωεEt(x) (3-2-4)

上面4式可以进一步写为(为方便计,Et(x),Ex(x),Ey(x),Ez(x),
 

Ht(x),Hx(x),

Hy(x),Hz(x),分别简写为Et,Ex,Ey,Ez,Ht,Hx,Hy,Hz)

dEy

dx =iωμ0Hz (3-2-5)

dHy

dx =-iωεEz (3-2-6)

-
dEz

dx +iβEx =iωμ0Hy (3-2-7)

iβEy =-iωμ0Hx
 (3-2-8)

-
dHz

dx +iβHx =-iωεEy (3-2-9)

iβHy =iωεEx (3-2-10)

  从式(3-2-5)~式(3-2-10)可以看出,式(3-2-5)、式(3-2-8)和式(3-2-9)只含有模式场分

量Ey、Hx 和Hz;
 

而式(3-2-6)、式(3-2-7)和式(3-2-10)只含有模式场分量 Hy、Ex 和Ez。

这样模式场的6个分量,可以化成独立的两组,分别由两组独立的方程求解。前一组分量的

电场只有横向分量Ey,故这组分量对应的模式为TE模;
  

而后一组分量的磁场只有横向分

量 Hy,故这组分量对应的模式为TM模,因此在平面波导中只存在TE、TM两种模。

对于TE模,从式(3-2-8)和式(3-2-5)分别得
 

Hx =- β
ωμ0

Ey (3-2-11)

Hz =-
i

ωμ0

dEy

dx
(3-2-12)

从以上两式可见,对于TE模只要求出Ey 即可求出其他的分量。

对于TM模,从式(3-2-10)和式(3-2-6)分别得
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Ex =β
ωε

Hy (3-2-13)

Ez =
i
ωε
dHy

dx
(3-2-14)

从以上两式可见,对于TM模只要求出 Hy 即可求出其他分量。

3.2.2 三层均匀平面波导中模式场的场分布与本征值方程

本小节用电磁场理论具体分析TE模模式场的场分布和本征值方程,TM 的分析与之

完全类似,这里就不再赘述了。
对均匀平面波导,模式场的亥姆霍兹方程(2-1-22)可以写成

d2E
dx2+(k20n2-β2)E=0

由于TE模电场只有分量Ey,所以上式可以写成

d2Ey

dx2 +(k20n2-β2)Ey =0 (3-2-15)

  把图3-1所示平面波导三个区域的折射率代入,式(3-2-15)可以变为

d2Ey

dx2 +(k20n2
1-β2)Ey =0 芯区 (3-2-16)

d2Ey

dx2 +(k20n2
2-β2)Ey =0 衬底 (3-2-17)

d2Ey

dx2 +(k20n2
3-β2)Ey =0 包层 (3-2-18)

  对于传导模式(简称导模),光场的能量被限制在波导的芯区内,在衬底和包层内远离芯

区处的场应为零。因此,光场在芯区是振荡场,在包层和衬底为衰减场,即k20n2
2<β2<

k20n2
1,且Ey|x→±∞→0,所以式(3-2-16)~式(3-2-18)的通解为

Ey =A1cos(κx+φ)
 

(3-2-19)

Ey =A2eP(x+w) (3-2-20)

Ey =A3e-qx (3-2-21)
式中

κ=(k20n2
1-β2)

1
2 (3-2-22)

P=(β2-k20n2
2)

1
2 (3-2-23)

q=(β2-k20n2
3)

1
2 (3-2-24)

A1、A2、A3、φ 是待定常数。
由边界条件x=0,x=-w 处电场的切向分量连续可得Ey 在边界上是连续的,因此

A1cosφ=A3 (3-2-25)

A1cos(-κw+φ)=A2 (3-2-26)

  把以上两式代入式(3-2-20)和式(3-2-21)得
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Ey =A1cos(κw-φ)eP(x+w) (3-2-27)

Ey =A1cosφe-qx (3-2-28)

  由边界条件x=0,x=-w 处磁场的切向分量连续可得Hz 连续,再由式(3-2-12)可得

dEy

dx
连续,因此

A1κsinφ=A1qcosφ (3-2-29)

-A1κsin(-κw+φ)=A1Pcos(-κw+φ) (3-2-30)
由式(3-2-29)和式(3-2-30)分别得

tanφ=q
κ

(3-2-31)

tan(κw-φ)=
P
κ

(3-2-32)

联立式(3-2-31)及式(3-2-32)得

κw=mπ+arctan
P
κ  +arctanq

κ  (3-2-33)

这里m=0,1,2,…
由此可见,此方程即为本征值方程,与3.1节用射线分析法得到的方程是完全一样的。

通过求解它就可以得到在给定入射光与波导参数情况下的不同模式(不同m)的传播常数β
值,从而进一步求出模场分布Ey、Hx 和Hz。

为了更好地理解不同模式之间的区别及其模阶数m 与场分布的关系,下面讨论不同模

式场场分布的特点。
芯区的场分布由式(3-2-19)表示,因此它在芯区出现极大值和节点(零点)的数目由

κx+φ的取值范围决定。由式(3-2-31)可知,φ的取值范围为0<φ<π/2,那么κx+φ 的取值

范围为-κw+φ<κx+φ<π/2。由式(3-2-32)可知,-κw+φ=-mπ-arctan(P/κ),而

arctan(P/κ)的取值范围为0<arctan(P/κ)<π/2,所以-κw+φ 的取值范围为-(m+
1/2)π<-κw+φ<-mπ。综上所述,κx+φ 的取值范围为-(m+1/2)π<κx+φ<π/2。
例如,对于m=0的零阶模,κx+φ 的取值范围为-π/2<κx+φ<π/2,所以Ey 在芯区只出

现一个极大值,不会出现节点;
 

对于m=1的一阶模,κx+φ 的取值范围为-3π/2<κx+

φ<π/2,所以Ey 在芯区会出现两个极值点,出现一个节点。总之,对于m 阶模,Ey 在芯区

会出现m+1个极值点,出现m 个节点。
衬底和包层的场分布由式(3-2-27)和式(3-2-28)决定。阶次m 越大,β值越小,P、q 越

小,从而使场延伸到衬底和包层的距离越长。
例如,对于n1=1.62,n2=1.515,n3=1,w=5μm的三层平面波导,若入射光的波长

λ=1.55μm。通过附录Ⅲ中的程序1,让程序中的m 分别取0、1、2和3;
 

可以估算出TE0、

TE1、TE2 和TE3 模传播常数的范围分别为6.5~6.55、6.45~6.5、6.3~6.4和6.15~
6.2。再运行程序2即可解出这些模的β 值分别为6.5432、6.4719、6.3535和6.1937(单
位:

 

1/μm)。在程序2中,“slab_waveguide”是函数文件(见附录Ⅲ中的程序3)。在求出β
之后,通过求程序2又可进一步求出各模式的κ、P、q 和φ 值,并画出这几个模式的电场分
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布,如图3-3所示,这里设A1=1。

图3-3 几个模式的电场分布

3.2.3 模截止及波导中的传输模式数

若把TE模、TM模的本征方程写成一个统一的公式,则本征值方程可写为

κw=mπ+arctanc12
P
κ  +arctanc13qκ  (3-2-34)

或写为

(n2
1k20-β2)

1
2w=mπ+arctanc12 β2-n2

2k20
n2
1k20-β2  

1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +arctanc13 β2-n2

3k20
n2
1k20-β2  

1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(3-2-35)

(n2
1-N2)

1
2k0w=mπ+arctanc12

N2-n2
2

n2
1-N2  

1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +arctanc13

N2-n2
3

n2
1-N2  

1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(3-2-36)

上三式中,对TE模,c12=c13=1;
 

对TM模,c12=(n1/n2)2,c13=(n1/n3)2
 

。

从式(3-2-36)可以看出:
 

在给定入射光的频率,波导折射率n1、n2 和n3 时,可以得到平

板波导的有效折射率N 随波导芯区厚度w 的变化关系曲线,如图3-4所示;
 

同样在给定波

导的参数w、n1、n2 和n3 时又可通过式(3-2-35)得到平板波导传播常数β随入射光频率ω
变化关系曲线,如图3-5所示。

当N=n2 时,薄膜的厚度称为截止厚度,用wc 表示。从式(3-2-36)可得
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wc=
1

k0(n2
1-n2

2)
1
2

mπ+arctanc13
n2
2-n2

3

n2
1-n2

2  
1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  (3-2-37)

图3-4 平板波导的有效折射率N 随波导芯区

厚度w 的变化关系曲线(实线和虚线

分别对应 m=0,1,2三个 TE和 TM
导模,wc0、wc1、wc2 分别为 TE0、TE1
和TE2 的截止厚度)

图3-5 平板波导传播常数β 随入射光频

率ω 变化关系曲线(其中ωc0、ωc1、

ωc2 分别为TE0、TE1 和 TE2 模的

截止频率)

 

截止厚度的意义:
 

若由式(3-2-37)确定了某一模式的截止厚度,则当波导芯区的厚度小于此

厚度时,此模及阶数高于此模的模式是不存在的。如TE1 模的截止厚度为wc1,若w≤wc1,
则波导中不存在TE1、TE2 和TE3 及其他高阶模。从式(3-2-37)还可以看出

(1)
 

wc 随m 的增大而增大。
(2)

 

若入射光的频率增大,则wc 变小,这说明对某一频率光波导不存在的模式,对比此

频率高的光波,这种模式可能存在。例如有频率分别为ω1 和ω2 的两种不同光,且ω2>ω1,
则频率为ω1 光某模式(如TE1 模)的截止厚度w'c1大于频率为ω2 光TE1 模的截止厚度

w″c1。若波导的厚度w 满足:
 

w″c1<w<w'c1,则频率为ω2 光的TE1 模存在,频率为ω1 光的

TE1 模不存在。
(3)

 

TM模的截止厚度大于同阶TE模的截止厚度。
(4)

 

当n2=n3 时(称为三层对称平面波导),有

wc=
mπ

k0(n2
1-n2

2)
1
2

对零阶模有wc=0,所以三层对称平面波导的零阶模不会截止。
同样在给定波导参数w、n1、n2 和n3 的情况下,可以求出某一模式的截止频率

ωc=
c

(n2
1-n2

2)
1
2

·1
w mπ+arctanc13

n2
2-n2

3

n2
1-n2

2  
1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  (3-2-38)

同截止厚度一样,对上式也可以进行类似的讨论,这里不再赘述。
从前面的讨论可见,对于n2≠n3 的非对称平面波导,TE0 模是最不容易截止的一种模

式,若波导中只能传输TE0 模这一种模式,称为单模传输。在给定入射光的频率,波导折射

率n1、n2 和n3 时,单模传输条件为wc(TE0)<w<wc(TM0);
 

给定波导参数时,单模传输

的条件为ωc(TE0)<ω<ωc(TM0)或λc(TM0)<λ<λc(TE0)。应该说明的是:
 

实际光波导



25   

的n1、n2 和n3 相差不大,因而TE0 和TM0 模的截止厚度、截止频率和截止波长都相差不

大。为此,在实际工程中,认为TE0 和TM0 模的截止厚度近似相等,而将单模传输条件放

宽到wc(TE0)<w<wc(TE1)、ωc(TE0)<ω<ωc(TE1)和λc(TE1)<λ<λc(TE0)。此种条

件下,TE0 和TM0 模都可以传输。
若已知波导参数和入射光的波长,则可以求出波导中能够传输TE、TM 模式的数量分

别为

MTE=Int
2w
λ
(n2
1-n2

2)
1
2 -

1
πarctan

n2
2-n2

3

n2
1-n2

2  
1
2

+1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (3-2-39)

MTM =Int
2w
λ
(n2
1-n2

2)
1
2 -

1
πarctan

n2
1

n2
3

n2
2-n2

3

n2
1-n2

2  
1
2􀭠

􀭡
􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +1  (3-2-40)

式中Int表示只取整数部分。波导中能够传输模式的总数量为

M =MTE+MTM

3.2.4 归一化参量

为了方便,常常把波导进行归一化计算,为此首先定义几个无量纲的参量。归一化厚度

(或归一化频率)

V=k0w n2
1-n2

2 (3-2-41)
归一化波导折射率或归一化传播常数

P2=
N2-n2

2

n2
1-n2

2
=
(β/k0)2-n2

2

n2
1-n2

2

(3-2-42)

P2 的取值范围为0<P2<1,P2=0相应于截止,在近截止区,P2≪1,在远截止区,
 

1-P2≪1。
 

波导结构非对称的参量

Δ=(n2
2-n2

3)/(n2
1-n2

2)
  

(3-2-43)

Δ=0相应于对称平板波导,Δ→∞则对应于强非对称的平板波导(n1≈n2,n2≠n3)。
对于TE模,利用上述各归一化参量的定义式,可以把本征值方程写成下列形式

 

V 1-P2 =mπ+arctan P2/(1-P2)+

arctan (P2+Δ)/(1-P2) (3-2-44)

  从上式可见,经过归一化定义之后,无论波导参量w、n1、n2、n3 和入射光的波数k0 为

何值都可以用此式表示。若几个不同波导结构的非对称参量Δ 值相等,P2 与V 的关系曲

线完全一致,这说明一条P2~V 曲线可以代表Δ 相同的一类波导,这就是归一化的好处。
在式(3-2-44)中,令P2=0,我们便求得归一化截止频率为

Vc=mπ+arctan Δ
又可写为

 

(w/λ)c=
1
2π
(n2
1-n2

2)-1
/2(mπ+arctan Δ)

 

(3-2-45)

由此可在给定波长λ的情况下,求得m 阶TE模的截止厚度。
 

当导模数目较多(例如在5个

以上)时,由上式可得估算波导中允许存在的TE导模数目的近似公式
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m ≈
2w
λ n2

1-n2
2 (3-2-46)

  对于TM模,归一化本征值方程可写成

V 1-P2 =mπ+arctan
n1

n2  
2

P2/(1-P2)􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +arctan

n1

n3  
2

(P2+Δ)/(1-P2)􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(3-2-47)
它和TE模的对应方程(3-2-44)相似,意义也类似,不再赘述。

 

3.3 非均匀平面波导的射线分析法

从射线光学观点看,在均匀平板波导中传播的导波光,沿锯齿形光路前进时,要在上、下
两个界面反复作全反射,必然因界面的不规则性而引起散射,使传输损耗增加。为减小传输

损耗,可用扩散、离子交换和离子注入等技术制成波导层内折射率渐变的非均匀或渐变折射

率的平面波导。在非均匀平面波导中,因光线前进时可以远离界面,故能避免因界面的不规

则性引起的散射损耗。

3.3.1 光线在非均匀平面波导中的轨迹

在非均匀平面波导中,射线方程(2-2-15)可以写为

d
dsn(x)drds
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
dn(x)
dx x̂ (3-3-1)

  由于光沿着z轴方向传播,因而光线的路径是xOz平面内的曲线,故

r=xx̂+zẑ, drds=
dx
dsx̂+

dz
dsẑ

这样式(3-3-1)的x 和z分量可分别写为

d
dsn(x)dxds
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
dn(x)
dx

(3-3-2)

d
dsn(x)dzds
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0 (3-3-3)

  在xOz平面内,ds、dx、dz的关系如图3-6所示,可见ds= dx2+dz2,若用θ(x)表示

光线上某点的切线与z轴的夹角,则dz=dscosθ(x)。

图3-6 在非均匀介质中传播的光线

由式(3-3-3)可得

n(x)dzds=n(x)cosθ(x)=n(0)cosθ(0)=C1

(3-3-4)
上式中的C1 在光线轨迹上为常数。

对于折射率分布如图3-7(a)所示的非均匀波导,
波导的折射率分布n(x)在x=0处取最大值n1,在

x≤0区域从n1 开始逐渐递减,在x>0的包层区域

取常数n0(n0<n1)。
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在这种非对称的渐变折射率波导中,光线先在x=0的界面上发生全反射,然后向下传

播。由于在x=0处折射率最大,且随着x 的减小折射率逐渐变小,那么从式(3-3-4)可知,
光线与z轴的夹角θ(x)会随x 的减小而逐渐变小,当x=x1 时,θ(x)=0,那么在x<x1 区

域光线不能传播,光线将从此点弯向z轴,称这点为光线的转折点,如图3-7(b)所示。从转

折点处光线再沿曲线向上行进,到x=0界面处光线发生第二次全反射。这样,光线走弧形

曲线沿z轴方向向前传播。

图3-7 非对称渐变折射率波导的折射率分布及光线在波导中的轨迹

对于折射率分布如图3-8(a)所示的对称渐变折射率平面波导,按上面同样的方法分析

可以得到波导中的光线是蛇形曲线,如图3-8(b)所示。它有x=x1 和x=x2 两个转折点,
且x1=-x2。

图3-8 对称渐变折射率波导的折射率分布及光线在波导中的轨迹

上面的分析粗略给出了光线的轨迹,为了求出光线具体的传播路径,我们进行如下的

推导。
式(3-3-2)可以写为

d
dz n(x)dxdz

dz
ds

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dz
ds=

dn(x)
dx

, 即  cosθ(x)ddz n(x)cosθ(x)dxdz
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
dn(x)
dx

利用式(3-3-4),上式可进一步写为

C2
1
d2x
dz2

=
1
2
dn2(x)
dx

(3-3-5)

作变换t=
dx
dz
,则d

2x
dz2
=
dt
dz=

dt
dx
dx
dz=t

dt
dx=

1
2
dt2

dx
,将其代入式(3-3-5),得
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C2
1
dt2

dx =
dn2(x)
dx

(3-3-6)

对上式积分可得

C2
1t2=n2(x)+C2 (3-3-7)

其中C2 为积分常数。由于转折点处t=0,且转折点的折射率为C1,所以可以求出C2=-C2
1。

把它代入上式,可以解出光线轨迹的方程为

z(x)=C1∫
x

0

dx
[n2(x)-C2

1]1
/2

(3-3-8)

  当已知折射率的具体分布时,可以利用上式求出光线的轨迹。例如,对平方律折射率分

布的平面波导,其折射率的表达式为

n2(x)=n2
1 1-2Δ

x
a  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (3-3-9)

式中的Δ和a 为常数。把式(3-3-9)代入式(3-3-8),可以求出光线的轨迹方程为

z(x)=C1
a

n1 2Δ
arcsin

n1 2Δx

a n2
1-C2

1

(3-3-10)

上式还可写为

x=
a n2

1-C2
1

n1 2Δ
sin

n1 2Δ
aC1

z (3-3-11)

  从式(3-3-11)可见,光线的轨迹是一个正弦曲线,振幅为a n2
1-C2

1/n1 2Δ,周期为

2πaC1/n1 2Δ。因此,振幅和周期由C1 的大小决定,即由初始时光线与z 轴夹角θ(0)的
大小决定。θ(0)变大,C1 变小,从而使振幅变大,周期变小。

3.3.2 非均匀平面波导中的本征值方程

前面用射线方法简单而直观地分析了三层均匀波导的传播特性,而且得到了其本征值

方程。下面用射线方法分析非均匀波导的情况。
 

为了建立本征值方程,采用如下的方法。
对于折射率分布如图3-7(a)所示的非均匀波导,观察光波在x=0与x=x1 之间的横

向运动。这里,波矢的x 分量之值

κ=k0[n2(x)-N2]1/2

是依赖于x 坐标的函数。把光线分成若干个小线段,各小线段所对应的横向坐标和间隔分

别记作xi 和Δxi。当Δxi 很小时,在Δxi 范围内的介质折射率近似为n(xi),这时,对应于

Δxi 间隔的相移近似为

Δφi=[n2(xi)-N2]1/2·k0Δxi

光波从x=0行进到x=x1 的相移可由上式求和并令Δxi 取极限得到

lim
Δxi→0
∑Δφi=k0∫

0

x1

[n2(x)-N2]1/2dx (3-3-12)

光波在上界面x=0和转折点x1 之间往返一次的总相移,应等于上式给出的相移的2倍再

加上在上界面上的全反射相移-2φ10 和在转折点处的相移-2φc,-2φc 也叫作弯曲相移。
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与3.1节三层均匀平面波导类似,要想形成导模,总相移应等于零或2π的整数倍,即

2k0∫
0

x1

[n2-N2]1/2dx-2φ10-2φc=2mπ (3-3-13)

式中φ10=arctan
N2-n2

0

n2
1-N2  

1
2
(TE模),

 

φ10=arctan
n1

n0  
2

· N2-n2
0

n2
1-N2  

1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁

 

(TM模)。弯曲

图3-9 光线在非均匀介质中弯曲的转折点

相移-2φc 由下面的分析给出。
 

图3-9中的x=x1+δ 和x=x1-δ 是x=x1

上下方的两条直线。当δ很小时,在x1-δ<x<x1

和x1<x<x1+δ两个区域可以近似看成是折射率

分别为n(x1-δ)和n(x1+δ)的两个均匀介质区

域,弯曲光线可看作是在x=x1 分界面上发生全反

射的光线。这样,对于TE波,全反射的相移为

-2φc=-2arctan
N2-n2(x1-δ)
n2(x1+δ)-N2
􀭠
􀭡
􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1/2

(3-3-14)

上式中n(x1-δ)和n(x1+δ)分别为

n(x1-δ)=n(x1)-δ dndx  x=x1

, n(x1+δ)=n(x1)+δ dndx  x=x1

代入式(3-3-14)并利用N=n(x1),就得到光线在非均匀介质中弯曲时,对于TE模,转折点

处的相移为-2φc=-2arctan(1)=-π/2。仿此,也可证明,对于TM 模,转折点处的相移

也为-π/2。
由以上的分析,可得此波导的本征值方程为

k0∫
0

x1

[n2(x)-N2]
1
2dx=mπ+

1
4π+arctan

N2-n2
0

n2
1-N2  

1
2

 TE模 (3-3-15)

k0∫
0

x1

[n2(x)-N2]
1
2dx=mπ+

1
4π+arctan

n1

n0  
2 N2-n2

0

n2
1-N2  

1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  TM模

(3-3-16)

  当n2
1 比n2

0 大得多,n2
1-N2 比N2-n2

0 小得多时,即远离截止处,以上两式右边的第三

项近似地等于π/2。当包层为空气时,就属于这种情况。n1≫n0 的情况,常称为强非对称

情况。因此,对于强非对称渐变折射率波导,常把模式方程写成下列近似式:
 

k0∫
0

x1

[n2(x)-N2]
1
2dx= m+

3
4  π, m=0,1,2,… (3-3-17)

它适用于TE模和TM模。
对于折射率分布是图3-8(a)所示的对称渐变折射率平面波导,光线是蛇形曲线,如

图3-8(b)所示,它有x=x1 和x=x2 两个转折点,它们都给出弯曲相移-π/2,于是,在射

线光学近似下,本征值方程为

k0∫
x2

x1

[n2(x)-N2]
1
2dx= m+

1
2  π, m=0,1,2,… (3-3-18)
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3.4 平方律分布渐变型折射率平板波导

前面已讲过用射线光学方法分析渐变折射率波导。利用电磁场理论严格分析渐变折射

率波导十分困难,只有少数几种分布(平方律分布、直线型分布、指数型分布等)有严格的精

确解。
 

在本节中只对平方律分布渐变折射率波导作简要介绍。
平方律的介质折射率分布为

n2(x)=n2
1-(n2

1-n2
2)

x
a  

2

(3-4-1)

图3-10 平方律折射率分布

式中n1 是波导中心(x=0)处的折射率,a 是折射率减小

到n2 时离开中心的距离,如图3-10所示。
式(3-4-1)可进一步写成

n2(x)=n2
1 1-2Δ

x
a  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (3-4-2)

其中2Δ=
n2
1-n2

2

n2
1

。

3.4.1 TE导模

对TE导模,由亥姆霍兹方程的一般形式式(2-1-22),得关于Ey 的方程为

d2Ey

dx2 +[k20n2(x)-β2]Ey =0 (3-4-3)

将式(3-4-2)代入方程(3-4-4),得到

d2Ey

dx2 + (k20n2
1-β2)-2k20n2

1Δ
x
a  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 Ey =0 (3-4-4)

为便于数学分析,引进参数w0 及ξ如下

w2
0=

a2

V =
a

k0n1(2Δ)1
/2

(3-4-5)

ξ=
x
w0

(3-4-6)

则式(3-4-4)可写成

d2Ey

dξ2 +(λ-ξ2)Ey =0 (3-4-7)

λ=(k20n2
1-β2)w2

0 (3-4-8)

  方程(3-4-7)与量子力学中一维谐振子的定态薛定谔方程完全相同。这样,就可以直接

引用有关结果(可参看量子力学教材)。这一本征值方程的本征值为

λ=2m+1, m=0,1,2,… (3-4-9)
相应的本征函数为厄米-高斯(Hermite-Gauss)函数

Ey =Nm·Hm(ξ)exp-
1
2ξ

2  (3-4-10)

式中,Hm(ξ)表示阶厄米多项式,Nm 表示归一化常数。如果按下式进行归一化
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∫
∞

-∞
E2

y(x)dx=1 (3-4-11)

则有

Nm =π-1/4(2m·m! w0)-1
/2 (3-4-12)

磁场分量 Hx 和Hz 则由式(3-2-11)与式(3-2-12)求出。
 

厄米多项式的定义为

Hm(ξ)=(-1)mexp(ξ2)d
m

dξmexp(-ξ2) (3-4-13)

  如 H0(ξ)=1,H1(ξ)=2ξ,H2(ξ)=4ξ2-2,H3(ξ)=8ξ-12ξ等。三个最低阶的厄米-
高斯模式的场分布如图3-11所示。

 

定义归一化传播常数P2=[(β/k0)2-n2
2]/(n2

1-n2
2),则利用式(3-4-5)、式(3-4-8)和

式(3-4-9),归一化传播常数P2 与归一化频率V 的关系式为

P2=1-
2m+1

V  , m=0,1,2,… (3-4-14)

  由式(3-4-14)计算得到的P2 和V 的关系曲线如图3-12所示。需要强调指出的是,这
里所给出的结果仅是光波在x=0附近区域导模的一种近似。

图3-11 三个最低阶厄米-高斯模式的场分布

虚线:
 

m=0;
 

点线:
 

m=1;
 

实线:
 

m=2

  

图3-12 平方律波导的P2~V 关系曲线

 

3.4.2 TM导模

利用亥姆霍兹方程的一般形式式(2-1-22),关于Ex 的方程可写为

d2Ex

dx2 +
d
dx

Ex

n2(x)
dn2(x)
dx

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +[k20n2(x)-β2]Ex =0 (3-4-15)

为了消去上式中的dEx/dx 项,引进变换式

Ex =ψ(x)/n(x) (3-4-16)
于是得到ψ(x)所满足的标量波动方程为

d2ψ
dx2+

1
2n2(x)

d2n2(x)
dx2 -

3
4

1
n4(x)

dn2(x)
dx  

2

+k20n2(x)-β2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

ψ=0

(3-4-17)
将式(3-4-2)代入上式并略去高于Δ2(x/a)4 的项得

d2ψ
dx2+ k20n2

1(x)-β2-
2Δ
a2  - k20n2

12Δ
a2 +

16Δ2

a4  x2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ψ=0 (3-4-18)
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令

η=
x
w0
, w2

0=
2k20n2

1Δ
a2 +

16Δ2

a4  
-12
, λ=k20n2

1-β2-
2Δ
a2  w2

0

方程(3-4-18)也能变换成方程(3-4-7)的形式,即

d2ψ
dη2

+(λ-η2)ψ=0
 

(3-4-19)

因此函数ψ 仍可写为厄米-高斯函数,故

Ex =ψ(x)

n(x)
=
1

n(x)
·π-1/4(2m·m! w0)-1

/2Hm(η)exp-
1
2η

2  (3-4-20)

λ=1+2m, m=0,1,2,…

TM模的本征值为

β2=k20n2
1-
2Δ
a2 -

2m+1
w2
0

(3-4-21)

3.5 WKB近似法

利用电磁场理论严格分析渐变折射率波导是十分困难的,目前只有少数几种折射率分

布有严格的精确解,因此有必要采用一些近似的方法,WKB近似法就是其中的一种。WKB
近似法亦称相位积分法,它是在量子力学中建立起来的近似方法,可以直接移植过来。现

在,用较简便的方法导出有关公式。
对于TE模,求解Ey。令Ey=ψ,由亥姆霍兹方程得

d2ψ
dx2+[k20n2(x)-β2]ψ=0

 

(3-5-1)

  对于折射率分布如图3-8(a)所示的对称渐变折射率平面波导,当
k20n2(x)-β2=0 (3-5-2)

时,可以解出x=x1 或x=x2 两个点,这两个点即为转折点。现假定x1<x2,在x1<x<x2

的区域,k20n2(x)-β2>0
 

(此区域为振荡解区),可把方程写成

d2ψ
dx2+κ2(x)ψ=0

 

(3-5-3)

κ2(x)=k20n2(x)-β2 (3-5-4)
在x>x2,x<x1 的区域,k20n2(x)-β2<0

 

(此区域简称为指数解区),可把方程写成

d2ψ
dx2-p2(x)ψ=0 (3-5-5)

p2(x)=β2-k20n2(x) (3-5-6)
  假定折射率的变化是缓慢的(即采用短波长近似,假定在一个波长的范围内折射率的变

化可忽略不计),这是 WKB法的基本假定。因为n2(x)是缓变函数,可设式(3-5-3)的解在

区间x1<x<x2 近似为余弦函数,即

ψ(x)=A(x)cos[φ(x)] (3-5-7)
其中φ(x)是相位,而振幅A(x)是缓变函数,代入式

 

(3-5-3),略去小项A″(x),就得到
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[-Aφ'2+Aκ2]cosφ-(2A'φ'+Aφ″)sinφ=0
因此

dφ
dx

=κ (3-5-8)

2A'φ'+Aφ″=0 (3-5-9)
以上两式可进一步写为

φ(x)=∫
x

x1
κ(x)dx+φ1 或φ(x)=∫

x

x2
κ(x)dx+φ2 (3-5-10)

A(x)=A0/ κ(x) (3-5-11)
其中φ1、φ2(φ1=φ(x1),φ2=φ(x2))及A0 均为待定常数,于是振荡区的场函数近似表示

式为

ψ(x)=
A0

κ
cos
􀭠
􀭡
􀪁
􀪁∫
x

x1
κ(x)dx+φ1

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 (3-5-12)

或

ψ(x)=
A0

κ
cos
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁∫

x

x2
κ(x)dx+φ2

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 (3-5-13)

  对于k20n2(x)-β2<0的两个指数式衰减区:
 

x<x1 及x>x2,类似地,可设解的近似

式为

ψ(x)=B(x)·exp[±α(x)] (3-5-14)
其中B(x)是缓变函数(正号相应于x<x1 区,负号相应于x>x2 区),代入方程(3-5-5)中,

略去与B″(x)有关的项,就得到dα/dx=p 和B(x)=B0/ p(x),其中B0 为常数。因此,
两个指数式衰减区的场函数近似表示式分别为

ψ(x)=
B1

p
exp
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁∫

x

x1
pdx

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 , x<x1 (3-5-15)

ψ(x)=
B2

p
exp
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 -∫

x

x2
pdx

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 , x>x2 (3-5-16)

其中B1、B2 均为常数。
下面利用x=x1 处及x=x2 处ψ 及dψ/dx 连续的条件推导导模的色散关系式。由

x=x1
 处ψ 连续,从式(3-5-12)和式(3-5-15)就得到

A0

lim
x→x+

1

κ
cosφ1=

B1

lim
x→x-

2

p
(3-5-17)

由ψ'连续得

-A0lim
x→x+

1

κsinφ1=B1lim
x→x-

1

p (3-5-18)

由式(3-5-17)与式(3-5-18)得

φ1=-arctan
lim
x→x-

1

p

lim
x→x+

1

κ  +m1π (3-5-19)
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因为

lim
x→x-

1

p

lim
x→x+

1

κ=
lim
x→x-

1

[N2-n2(x)]1/2

lim
x→x+

1

[n2(x)-N2]1/2

  以 Δx 表示|x-x1|,且在x→x-
1 的过程中,n2(x)用n2(x1-Δx)来表示,且在

x→x+
1 的过程中,n2(x)用n2(x1+Δx)来表示,则上式可写为

lim
x→x-

1

[N2-n2(x)]
1
2

lim
x→x+

1

[n2(x)-N2]
1
2
=
lim
Δx→0
[N2-n2(x1-Δx)]

1
2

lim
Δx→0
[n2(x1+Δx)-N2]

1
2

=lim
Δx→0

[N2-n2(x1)+2n(x1)n'(x1)Δx]
1
2

[n2(x1)+2n(x1)n'(x1)Δx-N2]
1
2
=1

因此式(3-5-19)变为

φ1= m1-
1
4  π (3-5-20)

  同理由x=x2 处ψ、ψ'连续,从式(3-5-13)和式(3-5-16)亦可得到

φ2= m2+
1
4  π (3-5-21)

由上两式及式(3-5-8)得到

φ2-φ1= (m2-m1)+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 π=∫
x2

x1
κdx=k0∫

x2

x1

[n2(x)-N2]
1
2dx

即

k0∫
x2

x1

[n2(x)-N2]
1
2dx= m+

1
2  π (3-5-22)

  这里m=0,1,2,…此方程是用 WKB近似法求出的色散方程或本征值方程,它和前面

用射线光学近似导出的本征值方程一致,所不同的是,这里我们可以借助式
 

(3-5-13)、
式(3-5-15)和式(3-5-16)求出导模的场分布。

用同样方法还可以分析非对称渐变折射率分布的波导,设在x>x2 处的折射率为n3,
则在x>x2 区域中,场函数应写为

ψ=C2exp[-p(x-x2)] (3-5-23)
其中p2=β2-k20n2

3。因此x=x2 处,ψ 及dψ/dx 连续的条件可写为

φ(x2)=arctan
N2-n2

3

n2(x2)-N2  
1
2

+m2π

  对于强非对称渐变折射率波导,n(x2)≫n3,因而近似地有

φ(x2)= m2+
1
2  π 

(3-5-24)

于是,由式(3-5-20)、式(3-5-24)和式(3-3-12),并把m2-m1 记作m,就得到

k0∫
x2

x1

[n2(x)-N2]
1
2dx= m+

3
4  π (3-5-25)
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这就是用于计算强非对称渐变波导导模色散关系的 WKB近似式。它和前面用射线光学近

似导出的本征值方程也一致。
应该指出,射线光学法和 WKB法所导出的色散关系式相吻合,是因为两者都是电磁场

理论的短波长近似。不难理解,分析平面波导时,WKB法的适用范围和射线法是相同的。

WKB法的优点在于能对场分布作近似计算。

3.6 变分法

变分法也是求渐变折射率平面波导的一种近似方法,它的基本思想是通过求传播常数

积分表达式的极值确定模式场的场分布与传播常数。

3.6.1 传播常数的积分表达式和变分法

对于渐变折射率平面波导,模式场ψ(ψ=Ey)的亥姆霍兹方程可以写为

H·ψ=β2ψ (3-6-1)
其中算符

H =
d2

dx2+k20n2(x) (3-6-2)

因此,β2为算符 H 的本征值,ψ 为本征函数。
在式(3-6-1)两边同乘以本征函数ψ,然后在-∞<x<+∞的整个x 值范围内积分,就

得到下列积分表达式

β2=
∫

∞

-∞
ψHψdx

∫
∞

-∞
ψ2dx

(3-6-3)

此式称为传播常数β的积分表达式。
 

下面证明,在上述积分表示式中,当函数ψ 为本征函数时,β2值取极值,这就是说,如果

本征函数做微小的变化δψ(称为ψ 的变分),则β2的变化(在一级近似下)等于0,即

δβ2(δψ→0)=0 (3-6-4)

  先证明算符 H 是对称算符,即对任意两函数u(x)和v(x)(设它们在x→±∞时趋于

0),恒有

∫
∞

-∞
uHvdx=∫

∞

-∞
vHudx (3-6-5)

算符 H 的对称性可用如下证明得到。注意到 H=d2/dx2+k20n2(x),有

∫
∞

-∞
uHvdx=∫

∞

-∞
ud

2v
dx2dx+∫

∞

-∞
k20n2uvdx

由分部积分公式,易见

∫
∞

-∞
ud

2v
dx2dx=udvdx

∞

-∞
-∫

∞

-∞

du
dx
dv
dxdx=-∫

∞

-∞

du
dx
dv
dxdx

=-vdudx

∞

-∞
+∫

∞

-∞
vd

2u
dx2dx=∫

∞

-∞
vd

2u
dx2dx
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由此即得式(3-6-5)。

现在在积分表示式β2=∫ψHψdx∫ψ2dx中令函数ψ作一微小变化δψ,则β2的变化等于

δβ2=∫δψHψdx

∫ψ2dx
+∫ψHδψdx

∫ψ2dx
-2∫ψHψdx

 ∫ψ2dx 
2·∫ψδψdx (3-6-6)

利用式(3-6-5)可知上式右边第二项与第一项数值相等,且由 Hψ=β2ψ 可知它们都等于

β2·∫ψδψdx∫ψ2dx,而第三项则等于-2β2∫ψδψdx∫ψ2dx,因此证得δβ2=0。

根据函数ψ 为本征函数时,β2值取极值的结论,可以采用如下的方法求β2的近似值。
首先取适当的尝试函数ψt(x,α1,α2,…,αn),其中α1,α2,…,αn 是待定的参数。然后将ψt
代入β2的积分表示式中,得到β2=β2(α1,α2,…,αn)。最后为使β2取极值,令

∂
∂α1β

2(α1,α2,…,αn)=
∂
∂α2β

2(α1,α2,…,αn)=…=0 (3-6-7)

并由此解得α1,α2,…,αn 的值,相应的β2值即为欲求的β2近似值,尝试函数ψt(x,α1,α2,…,

αn)即为欲求的本征函数。这种方法称为变分法,在实际中应用甚广,只要尝试函数选得适

当,往往能得到相当准确的结果。

3.6.2 变分法的应用

下面举一个简单例子,说明如何用变分法求基模β2
0的近似值。考虑折射率分布为四阶

对称多项式的渐变波导,即折射率分布为

n2(x)=n2
1 1-2Δ

x
a  

2

+2SΔ
x
a  

4􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  2Δ=
n2
1-n2

2

n2
1

,S 是小量

  采用归一化参量V=k0a(n2
1-n2

2)1
/2=k0an1 2Δ时,本征值方程可写为

ψ″(x)+ k20n2
1-

V
a  

2 x
a  

2

+S V
a  

2 x
a  

4􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ψ(x)=β2ψ(x)

故当令ξ=x/a 时,本征值方程 Hψ=β2ψ 中的算符

H =
d2

dx2+k20n2
1-

V
a  

2

ξ2+S V
a  

2

ξ4

  为求基模传播常数的近似值,我们选取尝试函数

ψt(x)=exp-
1
2Cξ

2  
其中C 为待定参数,代入β2的积分表示式

β2=∫
∞

-∞
ψHψdx∫

∞

-∞
ψ2dx

中并利用公式

∫
∞

-∞
ξ2n·e-Cξ

2
dξ=

1·3·5·…·(2n-1)
2n·Cn

π
C

可算得
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β2(C)=k20n2
1+
1
a2 -C+

1
2C
(C2-V2)+

3S
4C2V

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (3-6-8)

上式对C 求导,并令导数等于零,有

-
1
2+

1
2

V2

C2-S·32
V2

C3=0

即

C3-V2C+3SV2=0
  若略去含有小量S 的项,即可由上式解得C=V,利用此结果,上式可写为

C3-V2C+3SVC=0

C2=V2 1-
3S
V  

C ≈V-
3S
2

  在一级近似下,即取C=V 时,得近似本征函数为

ψ0(x)=exp-
1
2

Vx2

a2  
  本征值的近似值为

β2
0=k20n2

1+
1
a2 -V+

3
4S

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

  即归一化传播常数

P2
0=1-

1
V +

3S
4V2

3.7 有限元法简介

有限元法和下节要论述的多层分割法,是求渐变折射率分布平面波导场分布和传播常

数的两种数值方法。
许多理论和实际工程问题都可以转化为对微分方程的求解。在已给边界条件下求微分

方程的精确解析解,虽然已有完整的理论,但真正能解出的只是极少数的情况。为了满足生

产和工程上的需要,必须运用数值近似方法来处理。在求解光波导问题的各种数值近似方

法中,有限元方法是最好的数值近似方法之一,它不仅能处理任意截面、任意折射率分布的

情况(包括线性与非线性的情况),还能给出比其他方法更精确的结果,因此了解一些用有限

元方法分析光波导的内容是很有必要的。这里以平面波导为例进行讲解。

3.7.1 基于变分思想的有限元法

考虑平面波导中的TE模,若电场Ey 用ψ 表示,则由模式场的亥姆霍兹方程得

d2ψ
dx2+[k20n2(x)-β2]ψ=0 (3-7-1)

此方程相应的泛函为
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I(ψ)=∫
∞

-∞

dψ
dx  

2

-(k20n2(x)-β2)ψ2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dx
 

(3-7-2)

  由泛函极值的理论可以知道式(3-7-1)的解就是让式(3-7-2)取极值时的ψ 值。在求

式(3-7-2)取极值时的ψ 值时,可以用Ritz法进行求解,这就要求先得找到试函数。实际上,
全空间的试函数是很难找到的,因此人们就想到了用n 个节点把全空间分成E 个单元,用

ψ1,ψ2,…,ψn 代表节点上的ψ 值,只要空间分得足够小就可以用节点的线性插值函数来代

替试函数,即设第e个小区间两端节点的ψ 值分别为ψi-1,ψi,区间内部的ψ 值为

ψ
~
e =ψi-1+ψi-ψi-1

xi-xi-1
(x-xi-1)=

xi-x
xi-xi-1

ψi-1+
x-xi-1

xi-xi-1
ψi (3-7-3)

显然,e 区间越小时,用上式表示的线性插值函数就越接近真实的ψ 值。把上式代入

式(3-7-2)得

I=∑
e∫

xi

xi-1

dψ
~
e

dx  
2

-(k20n2(x)-β2)ψ
~2
e

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dx (3-7-4)

显然,上式就变成了以ψ1,ψ2,…,ψn 为参变量的方程,解

∂I
∂ψi

=0, i=1,2,…,n (3-7-5)

可求出ψi 与β值,即模式场的场分布与传播常数。

3.7.2 基于加权余量法思想的有限元法

并不是所有的微分方程都能找到与其相对应的泛函,正是因为这一点,通过求泛函极值

的方法来解微分方程并不是总能行得通的,于是人们就发展了一种不需要寻找泛函,直接从

微分方程出发来求解微分方程的方法,这就是加权余量法。
若把精确解ψ 代入方程(3-7-1),方程(3-7-1)是严格成立的,其精确解很难找到,先把近

似解ψ
~ 代入方程(3-7-1),于是

d2ψ
~

dx2+[k20n2(x)-β2]ψ
~
=Q(x)

这里Q(x)称为余量。如果Q(x)处处为0,ψ
~ 就是精确解。但使Q(x)在全区间处处为0

显然是很难的,而使Q(x)在区间内的平均值为0,即

1
l∫Q(x)dx=0

却不难做到。因此令

∫Q(x)dx=0 (3-7-6)

由式(3-7-6)所确定的方法就是余量法。余量法得到解的精度太低,为了提高精度可令

∫
∞

-∞
WlQ(x)dx=0 (3-7-7)

其中Wl(l=1,2,…,n)称为加权函数。Wl 有不同的选取方法,如子域定位法,点定位法,
伽辽金法等。下面用子域定位法说明为什么加权余量法得到的解的精度比余量法得到的解

的精度高。
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子域定位法:
 

把区间分成E 个子区间,第e个子区间为Rl,定义

Wl =
0 在Rl 外
 
1 在Rl 上 (3-7-8)

这样就得到E 个独立的方程

∫
xl

xl-1

Q(x)dx=0 (3-7-9)

若ψ
~ 用式(3-7-3)中的线性插值函数来代替,则有

∫
xl

xl-1

d2ψ
~
e

dx2 +(k20n2(x)-β2)ψ
~
e

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 dx=0

即

∫
xl

xl-1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 d2

dx2
xl-x

xl-xl-1
ψl-1+

x-xl-1

xl-xl-1
ψl  +

(k20n2(x)-β2) xl-x
xl-xl-1

ψl-1+
x-xl-1

xl-xl-1
ψl  􀭤􀭥

􀪁
􀪁 dx=0 (3-7-10)

这样得到E
 

个方程,联立求解即可得出各节点处的ψl。显然,这时求出的ψ 比余量法求出

的要精确得多。
实际上,常用的方法是伽辽金法,在此方法中取

Wl =
∂ψ

~

∂ψl

也可得到关于ψ1,ψ2,…,ψn 的n 个方程组,联立即可求出ψi 与β的值。

3.8 多层分割法

多层分割法的要点是把渐变折射率平板波导用许多层均匀平板波导来代替,每一层波

导的折射率取为该层中心处的折射率,对每一层写出模式场的亥姆霍兹方程的解,并使相邻

两层的解在分界面处满足边界条件(对TE模,若Ey=ψ,边界条件为ψ 及dψ/dx 连续)。
只要层数N 足够大(一般取N=20~40层即可),即可用此方法得到足够精确的解。

考虑非对称渐变折射率平面波导,取x 轴与分界面垂直,设折射率分布为

n2=n2
0 -∞ <x<0

n2=n2
2+f(x)(n2

1-n2
2) 0<x<a

[f(0)=1,f(a)=0]

n2=n2
2 a<x< ∞

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(3-8-1)

这里a 为芯区厚度,n1>n2>n0,f(x)为随x 增大而递减的函数,如图3-13所示。
 

定义归一化传播常数P2=(N2-n2
2)/(n2

1-n2
2),归一化厚度V=k0a(n2

1-n2
2)1

/2,则亥

姆霍兹方程
 

ψ″+(k20n2-β2)ψ=0除以k20(n2
1-n2

2)可得(注意,下式中的x 是上式中x 的

k0(n2
1-n2

2)1
/2 倍)。
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图3-13 非对称渐变折射率平面

波导折射率分布

ψ″-p2ψ=0 -∞ <x<0

ψ″+(f(x)-P2)ψ=0 0<x<V

ψ″-P2ψ=0 V <x< ∞

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁   (3-8-2)

式中

p2=P2+
n2
2-n2

0

n2
1-n2

2

(3-8-3)

  将芯区(0,V)等分成n 层,设x0=0,xn=V,各层厚度

Δ=xi-xi-1=V/n,(i=1,2,…,n),并设x=xm 为振荡

解区与指数解区的转折点,令

k2i =f
xi-1+xi

2  -P2 i=1,2,…,m

q2i =P2-f
xi-1+xi

2   i=m+1,m+2,…,n
(3-8-4)

则式(3-8-2)在各层的解可写成

ψ0(x)= A0exp[p(x-x0)] -∞ <x≤x0

ψi(x)= Aicos[ki(x-xi)-φi] i=1,2,…,m x0≤x≤xm

ψi(x)= Ai{exp[-qi(x-xi)]+δiexp[qi(x-xi)]} i= m+1,m+2,…,n xm ≤x≤xn

ψn+1(x)= An+1exp[-P(x-xn)] xn ≤x< ∞

 

(3-8-5)

为简明起见,这里讨论TE模(TM模的讨论与之完全类似)。由各分界面处ψ 及ψ'连续的

条件,容易导出递推公式

φ1=-k1Δ+arctan(p/k1)+Mπ M =0,1,2,…

φi=arctan[(ki+1/ki)tan(ki+1Δ+φi+1)] i=1,2,…,m-1

φm =-arctanqm+1

km
·Ym+1  

Ym+1=[exp(2qm+1Δ)-δm+1]/[exp(2qm+1Δ)+δm+1]

δj =(qj -qj+1Zj+1)/(qj +qj+1Zj+1)

Zj+1=[exp(2qj+1Δ)-δj+1]/[exp(2qj+1Δ)+δj+1] j=m+1,m+2,…,n-1

δn =(qn -P)/(qn +P) (3-8-6)

  利用递推公式求传播常数P2 的方法如下:
 

对尝试值P2,首先确定m,ki,qi,然后依次

求得δn,Zn,δn-1,Zn-1,…,δm+1,Ym+1,φm,…,φ1,当由此求得的φ1 值与由式(3-8-6)的第

一式给出的φ1 值相等时,该尝试值即为所求的P2 值。

习题

1.
 

用射线光学的分析方法,说明三层均匀平面波导中形成导模的条件。

2.
 

试用电磁场分析法推导三层均匀平面波导中TM模的本征值方程。
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3.
 

一平板波导薄膜、衬底和包层折射率分别为n1、n2 和n3,若在波长λ下保持单膜传

输,薄膜的厚度d 应在什么范围内选取?

4.
 

一平板波导薄膜、衬底和包层折射率分别为n1、n2 和n3,薄膜的厚度为d,若只让

TE0 传输,频率ω 和波长λ分别应在什么范围内选取?

5.
 

有一玻璃波导,衬底玻璃的折射率为n2=1.515,芯区玻璃的折射率为n1=1.620,
包层为空气,若芯区的厚度为d=1.00μm,传输波长为λ=

 

0.82μm,波导中能传输哪几种

导模?

6.
 

在一个三层均匀平面波导中形成的导模,哪种模式光线全反射的入射角最大? 为

什么?

7.
 

试用射线法推出对称非均匀平面波导模式的本征值方程(3-3-18)。

8.
 

简述 WKB法求解渐变折射率波导本征值方程(3-5-22)中传播常数的步骤。

9.
 

试推导强非对称渐变折射率波导的色散方程(3-5-25)。

10.
 

简述变分法求渐变折射率波导的场分布和传播常数的步骤。

11.
 

用变分法求出抛物线(或平方律)型折射率分布,即n2(x)=n2
1[1-2Δ(x/a)2]

 

的

场分布和传播常数。


