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第2章  极限与连续
【知识目标】
· 理解极限与连续的概念；
· 掌握极限的四则运算法则，熟练使用两个重要极限；
· 理解无穷小的定义与性质，会利用等价无穷小求极限；
· 理解函数连续的定义，掌握判断函数在一点处连续性的方法；
· 理解闭区间上连续函数的性质．
【能力目标】
· 能熟练掌握极限的计算方法；
· 能准确判断函数在一点的连续性，会求函数的间断点，并确定其类型；
· 能根据极限的思想，对具体与抽象、特殊与一般、有限与无限等辩证关系有初步的了解，提高发现问题、分析问题的能力，树立辩证的观点．
案例二：非法传销为何如此吸引人？

近年来，非法传销引起了人们广泛关注，相关的新闻报道层出不穷，其参与人数之多，波及范围之广，更是让人大为震惊．那么，非法传销为何能吸引如此多的人呢？甚至很多大学生也深陷其中？学习本章极限的知识，能帮我们解开谜团．

极限在生活中很多领域都有着广泛的应用，如药物在人体内的代谢、细菌的繁殖、某产品的产量和价格变化等，都可以通过极限来进行研究．作为微积分的一个重要基本概念，微积分中的许多理论都是以极限为基础的，如连续、导数、定积分等，都是通过极限来定义．本章我们首先介绍极限的概念，在此基础上进一步学习极限的性质和计算方法，并引入函数的连续性，为学好微积分打好基础．
2.1  极    限

2.1.1  数列的极限

引例1  我国战国时期哲学家庄周所著的《庄子·天下篇》里有一句话：“一尺之棰，日取其半，万世不竭”．意思是说：一尺长的木棒，每天取它的一半，永远取不尽．问题所组成的数列为
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引例2  我国魏晋时期的数学家刘徽(公元前225—295)在其《九章算术》中，提出了用割圆术的方法确定圆的面积．对于一个圆，先作圆内接正六边形，记其面积为A1，再作圆内接正十二边形，记其面积为A2，如此循环下去，每次边数成倍增加，得到一系列圆内接正多边形的面积

　　　　　　A1 ，A2 ，A3，…，An，…，

其中内接正
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边形的面积记为An，
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越大，对应的内接正多边形的面积就越接近于圆面积，但无论内接正多边形的边数有多大，所得到的An始终不是圆的面积．只是当n无限增大(记作
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n

)时，An无限接近于圆的面积．

上述两个引例有一个共同的特征：自变量无限增大时，相应的函数值接近于某一个常数。

例1  试分析下面几个数列的变化趋势：
(1) 
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(3) 
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解：这几个数列的变化趋势各异：

数列(1)是公比为2的等比数列，随着项数
[image: image17.wmf]n

的增加，
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a

的值无限增大；

数列(2)随着
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无限接近常数
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数列(3)的各项正好是数列(1)的倒数，随着项数
[image: image22.wmf]n

的增加，
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a

的值逐渐减小，而且越来越趋近于常数零；
数列(4)的各项由
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交替出现构成，随着项数
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的增加，
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的值不断在
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之间摆动．
定义2.1  对于数列
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，如果当
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无限增大时，数列的通项
[image: image32.wmf]n

a

无限地趋近于某一确定的数值
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，则称常数
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是数列
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的极限，或称数列
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收敛于
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．否则称数列没有极限或称数列是发散的．

由定义可知，在例1中，数列(2)和(3)是收敛的；数列(1)和(4)是发散的．

2.1.2  函数的极限
类似于数列极限，可以推广到函数的极限．研究函数极限时，我们常会遇到自变量在以下两种情况下的变化趋势．
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1. 当
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时的极限
如图2-1所示是函数
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)的图像，从图中可以看出，当自变量
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时，函数
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无限趋近于常数0．

定义2.2  如果
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x

(即|
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|无限增大)时，函数
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fx

无限接近于某确定的常数
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，则称
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为函数
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fx

当
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时的极限，记作
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 (
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)，否则称当
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时，函数
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极限不存在．

定义2.2对于
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和
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两种情形也成立．

定理2.1  极限
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存在且等于
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的充分必要条件是极限
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例2  求
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与
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.
解：考查
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，由图2-2可知，当
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时，函数
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无限趋近于常数
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，所以
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同理当
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时，函数
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无限趋近于常数
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所以
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．由定理2.1可知，
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的极限是不存在的．
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2. 当
[image: image80.wmf]0
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时的极限
先考查如下例子：

例3  讨论当
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时，函数
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的变化趋势．

解：作出函数
[image: image83.wmf]2
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的图像，如图2-3所示，此函数在
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处没有定义，但从图像上可以看出，当
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从1的左右两侧同时趋近于1时，函数
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的值无限地趋近于2．

从上面的实例可以看到，函数
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fx

在点
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处的极限是否存在与其在点
[image: image89.wmf]0

x

处是否有定义无关.

定义2.3  当自变量
[image: image90.wmf]x

从左右两侧同时无限趋近于常数
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时，如果函数
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无限趋近于一个常数
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，则称
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为当
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时函数
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的极限,并记作


[image: image97.wmf]0
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, 或  当
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®

xx

时，
[image: image99.wmf]()

®

fxA

．

3. 左右极限

有时我们只考虑
[image: image100.wmf]x

从
[image: image101.wmf]0

x

右侧趋近于
[image: image102.wmf]0
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，记作
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；或只考虑
[image: image104.wmf]x
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左侧趋近于
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，记作
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时函数的变化趋势，于是引出左右极限的概念．

定义2.4  如果当
[image: image108.wmf]x

从点
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的左侧(即
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时，函数
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无限趋近于常数
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,称
[image: image114.wmf]A

是函数
[image: image115.wmf]()
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的左极限，记作
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定义2.5  如果当
[image: image117.wmf]x

从点
[image: image118.wmf]0
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的右侧(即
[image: image119.wmf]0
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)无限趋近于
[image: image120.wmf]0
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时，函数
[image: image121.wmf]()
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无限趋近于常数
[image: image122.wmf]A

,称
[image: image123.wmf]A

是函数
[image: image124.wmf]()
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的右极限，记作
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根据
[image: image126.wmf]x

→
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x

时函数
[image: image128.wmf]()

fx

的极限定义和左、右极限的定义，容易证明下面定理.
定理2.2  
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fxA

的充要条件是：
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.
根据定义可以得到如下结论：

(1) 
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 ；    (2) 
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为常数).
例4  设函数
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  分别讨论当
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→0和
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时的极限.
解：
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因为
[image: image142.wmf]00
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，由定理知，
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又因为
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[image: image146.wmf]11
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，所以
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存在.
归纳起来，当
[image: image148.wmf]0
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时，极限不存在的情形主要有以下三种.
(1) 
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；

例如函数
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,当
[image: image151.wmf]0
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时, 
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．左右极限都存在，但不相等，故极限不存在．

(2) 当
[image: image154.wmf]x

以某种趋势变化时，
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例如当
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，故极限不存在．

(3) 当
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以某种趋势变化时，
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的值不确定．

例如当
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时，
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=

yx

和
[image: image163.wmf]cos
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的值反复振荡，不能趋向于某一确定的常数，所以极限不存在．

2.1.3  极限的性质

性质1  (极限的唯一性)  如果
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存在，则极限唯一．

性质2  (局部有界性)  若
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存在，则在
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的某去心邻域内
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有界．

简言之，有极限的函数必为有界函数．
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性质2的逆命题不成立，即有界函数未必有极限．例如当
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性质3  (夹逼准则) 设有函数
[image: image174.wmf]()
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，
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，
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，如图2.4所示，其中
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[image: image180.wmf]()

fx
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习题2.1

1．观察下列数列的变化趋势，并确定它们是否有极限？

(1) 
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2. 设
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3. 判断
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是否存在，若将极限过程改为
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4. 当
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5．设函数
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6．设
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2.2  无穷小量和无穷大量
下面我们用极限的方法来介绍两个在理论和实际中都很重要的概念——无穷小量和无穷大量．

2.2.1  无穷小量
定义2.6  以零为极限的变量称为无穷小量，简称无穷小．常用希腊字母
[image: image198.wmf],,
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例如，
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，所以当
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关于无穷小有以下几点需要说明.
① 无穷小不能与很小的数等同，无穷小是变量．

② 谈无穷小一定要指明它的变化趋势．

③ 零是唯一可以看作无穷小的常数．

例1  下列变量在怎样的变化过程中是无穷小？
(1) 
[image: image206.wmf]1

2

=
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y

x

；               
(2) 
[image: image207.wmf]sin

=

yx

；

(3)  
[image: image208.wmf](1)
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 ；　           
(4)  
[image: image209.wmf]1
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．

解：(1) 因为
[image: image210.wmf]1
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，所以当
[image: image211.wmf]1
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时，
[image: image212.wmf]1
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是无穷小．

(2) 因为
[image: image213.wmf]0
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，所以当
[image: image214.wmf]0

®

x

时，
[image: image215.wmf]sin
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是无穷小．

(3) 因为
[image: image216.wmf](1)
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，所以当
[image: image217.wmf]®¥

n

时，
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是无穷小．
(4) 因为
[image: image219.wmf]1
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，所以当
[image: image220.wmf]®+¥
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时，
[image: image221.wmf]1
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是无穷小．
2.2.2  无穷小的性质

性质1  有限个无穷小的代数和仍然是一个无穷小.
思考：无穷多个无穷小的和还是无穷小吗？
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性质2  有限个无穷小的乘积仍然是一个无穷小.
性质3  有界函数与无穷小的乘积是无穷小．

例2  求
[image: image223.wmf]2
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.
解：因为
[image: image224.wmf]2
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，而
[image: image225.wmf]1
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，即函数
[image: image226.wmf]1
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是有界函数
由性质3可得  
[image: image227.wmf]2
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2.2.3  无穷大量
和无穷小量相反，对无穷大量我们有如下定义．

定义2.7  在自变量的某个变化过程中，如果函数值的绝对值
[image: image228.wmf]()

fx

无限地增大，则称
[image: image229.wmf]()

fx

为在该自变量变化过程中的无穷大量，简称无穷大，记作

[image: image230.wmf]lim()
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例如
[image: image231.wmf]2
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，当
[image: image232.wmf]0

®

x

时
[image: image233.wmf]2
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x

无限增大．这时我们就称
[image: image234.wmf]2
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是当
[image: image235.wmf]0
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时的无穷大量；
[image: image236.wmf]1
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为
[image: image237.wmf]1
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时的无穷大；
[image: image238.wmf]21

+

x

为
[image: image239.wmf]®¥

x

时的无穷大．

关于无穷大要注意以下几点.
① 无穷大是一个变量，这里借用
[image: image240.wmf]lim()

=¥

fx

并不表示函数极限存在．

② 谈无穷大不能离开自变量的变化趋势．
2.2.4  无穷小与无穷大的关系

定理2.3　自变量的同一变化过程中，无穷大的倒数必为无穷小，非零无穷小的倒数必为无穷大．

例如，当
[image: image241.wmf]1
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x

时，
[image: image242.wmf]1
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是无穷大，
[image: image243.wmf]1
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是无穷小．
例3  求极限
[image: image244.wmf]2
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解：当
[image: image245.wmf]1
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x

时，分母的极限为零，故不能应用商的极限运算法则．这时

可利用无穷小与无穷大的关系.
因为  
[image: image246.wmf]2
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，而
[image: image247.wmf]1
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，故

[image: image248.wmf]2
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所以    
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2.2.5  无穷小的阶
我们已经知道，两个无穷小的和、差及乘积仍然是无穷小，但两个无穷小的商却会出现不同的情况．例如当
[image: image250.wmf]0
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x

时，
[image: image251.wmf]2
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都是无穷小，但它们之比的极限
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[image: image254.wmf]0
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．
可以看出各个无穷小趋于零的快慢程度不一样，
[image: image255.wmf]2

x

比
[image: image256.wmf]x

快些，
[image: image257.wmf]x

比
[image: image258.wmf]2

x

慢些，
[image: image259.wmf]sin
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与
[image: image260.wmf]2

x

大致相同，因此引入“阶”的概念来描述无穷小趋于零的快慢程度．
定义2.8  
[image: image261.wmf],

ab

是同一变化过程中的无穷小，且
[image: image262.wmf]0
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，

(1) 如果
[image: image263.wmf]lim0
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，则称
[image: image264.wmf]a

是比
[image: image265.wmf]b

高阶的无穷小，记作
[image: image266.wmf]()
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.
(2) 如果
[image: image267.wmf]lim
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，则称
[image: image268.wmf]a

是比
[image: image269.wmf]b

低阶的无穷小．

(3) 如果
[image: image270.wmf]lim0
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(C为常数)，则称
[image: image271.wmf]a

是与
[image: image272.wmf]b

同阶的无穷小．特别地，如果
[image: image273.wmf]lim1
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，则称
[image: image274.wmf]a

与
[image: image275.wmf]b

是等价无穷小，记作
[image: image276.wmf]ab
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例4  比较下列无穷小的阶：

(1) 
[image: image277.wmf]12
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(2) 
[image: image278.wmf]11
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(3) 
[image: image279.wmf]1
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(4)
[image: image280.wmf]2
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解：(1) 因为
[image: image281.wmf]1
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，所以
[image: image282.wmf]12
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低阶的无穷小．

(2) 因为
[image: image283.wmf]11
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，所以
[image: image284.wmf]11
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高阶的无穷小．

(3) 因为
[image: image285.wmf]00
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，所以
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(4) 因为
[image: image287.wmf]11

2

133

limlim

1

(1)2

(1)

3

®®

-

==

+

-

xx

x

x

x

，所以
[image: image288.wmf]2
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定理2.4  若
[image: image289.wmf]aa
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[image: image290.wmf]bb
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，且
[image: image291.wmf]lim
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存在(或为
[image: image292.wmf]¥

)，则
[image: image293.wmf]limlim
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下面给出几个常用的等价无穷小代换：当
[image: image294.wmf]0

®

x

时，有
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，
[image: image296.wmf]tan
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，
[image: image297.wmf]arcsin
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，
[image: image298.wmf]arctan
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，
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，
[image: image302.wmf]1
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在求某些函数乘积或商的极限时，往往可以用等价的无穷小来代替以简化计算．

例5  求
[image: image303.wmf]0
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.
解：当
[image: image304.wmf]0
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时，
[image: image305.wmf]sin~
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，
[image: image306.wmf]2
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，所以
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需要注意的是，等价代换是对分子或分母的整体进行替换，或对分子、分母的因式进行替换，对分子、分母中用“
[image: image308.wmf]+

”“
[image: image309.wmf]-

”号连接的部分一般情况下不能替换，如需替换，需要满足一定的条件． 

例6  求
[image: image310.wmf]3
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.
解：若对分子中的
[image: image311.wmf]tansin

xx

与

分别用其等价无穷小替换，则有

             
[image: image312.wmf]33
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，显然是错误的．

正确解法：当
[image: image313.wmf]0
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时，
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以
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习题2.2
1. 指出下列变量哪些是无穷大量，哪些是无穷小量？

(1) 
[image: image317.wmf]e()
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(2) 
[image: image318.wmf]e

()

2

®¥

n

n

n

；

(3) 
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(4) 
[image: image320.wmf]tan
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2. 函数
[image: image321.wmf]2

2

(1)

+

=

-

x

y

x

在什么情况下是无穷大量，在什么情况下是无穷小量？
3. 当
[image: image322.wmf]0

®

x

时，
[image: image323.wmf]()
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是比
[image: image324.wmf]3

x

高阶的无穷小，求
[image: image325.wmf]3

0

()

lim

sin

®

x

fx

x

．

4. 计算下列极限：

(1) 
[image: image326.wmf]0
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limsin
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x
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；        　　　
(2) 
[image: image327.wmf]0
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；

(3)

[image: image328.wmf]0
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(4) 
[image: image329.wmf]0
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(5) 
[image: image330.wmf]0
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2.3  极限的运算
前面我们研究了函数当
[image: image331.wmf]®¥

x

时以及当
[image: image332.wmf]0
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xx

时的极限，下面以
[image: image333.wmf]0

®

xx

为例，我们进一步研究函数极限的运算与性质，对于 
[image: image334.wmf]®¥

x

也有类似的结果．

2.3.1  极限的四则运算法则

设在自变量
[image: image335.wmf]x

的同一变化过程中，极限
[image: image336.wmf]0
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xx

fx

与
[image: image337.wmf]0
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xx
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皆存在，则有下列运算法则：

法则1　
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法则2  
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法则1和法则2可以推广到有限多个函数的情形．
推论1　
[image: image341.wmf]00
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推论2　
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[image: image344.wmf]()
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法则3　若
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注：① 上述法则对自变量
[image: image347.wmf]®¥

x

时也是成立的．

② 法则对数列极限也成立．
例1  求
[image: image348.wmf]2
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.
解：
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例2  求 
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解：因为  
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例3  求
[image: image355.wmf]2
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解：当
[image: image356.wmf]1
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时，分母的极限为零，故不能直接用极限的运算法则，当我们发现在
[image: image357.wmf]1
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的过程中，
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例4  求下列极限：

(1) 
[image: image362.wmf]2
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1

13

lim

11

®

æö

-

ç÷

--

èø

x

xx

.
解：(1) 我们看到，当
[image: image364.wmf]0
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时，分子分母的极限都为0，不能直接用商的运算法则，因为分母含有根式，先对分母进行有理化，
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(2) 当
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的极限均不存在，这时可以先通分，
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例5  求
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解：当
[image: image373.wmf]®¥
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时，分式的分子和分母趋向于无穷大，因此不能直接用商的极限运算法则，我们可以先用最高次幂
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同时去除分子和分母，然后再求极限
[image: image375.wmf]2

23

3

23

121

21

limlim0

65

365

3

®¥®¥

-+

-+

==

++

++

xx

xx

xxx

xx

xx

.

此题可推广到一般情况为
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2.3.2  两个重要极限

求函数极限的方法很多，除了上述几种方法之外，还会经常遇到下面要讨论的两个重要极限公式．

1．重要极限公式Ⅰ
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                             (2.1)
列表观察当
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时，
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的变化趋势，见表2-1．

表2-1
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	  ±1        ±0.5     　±0.1      ±0.05    　±0.01    　±0.001   … 

	
[image: image381.wmf]sin
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	0.84147    0.95885    0.99833    0.99958    0.99998    0.99999   …


由表2-1容易看出，当
[image: image382.wmf]x

的值无限趋近于0时，
[image: image383.wmf]sin

x

x

的值无限趋近于1，即        
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重要极限Ⅰ在形式上呈现的是“
[image: image386.wmf]0

0

”的型态，它的推广形式记为

                 
[image: image387.wmf]0

sin

lim1

®

=

W

W

W

(其中方框
[image: image388.wmf]W

代表同一个变量)．

这个极限主要解决含有三角函数的“
[image: image389.wmf]0

0

”极限．

例6  
[image: image390.wmf]0

sin
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求

(
[image: image391.wmf],

ab

是不为零的常数).
解：
[image: image392.wmf]00
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例7  求
[image: image395.wmf]0
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解：
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例8  求
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解：
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例9  求
[image: image401.wmf]2
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解：
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2．重要极限公式Ⅱ
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 　　　　　　　　　　　　　　(2.2)
同样我们列表观察
[image: image405.wmf]1
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的变化趋势，见表2-2．

表2-2
	x
	…     10        　102       103        104        105　    …
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	…    2.59374    2.70481    2.71692    2.71815    2.71827　  …


由表2-2容易看出，当x无限增大时，函数
[image: image407.wmf]1
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的值无限趋近于无理数
[image: image408.wmf]e

(
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)，即
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重要极限Ⅱ的推广形式为
[image: image411.wmf]1
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(其中方框
[image: image412.wmf]W

代表同一个变量)．

作变换
[image: image413.wmf]1
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x

，当
[image: image414.wmf]®¥
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时，
[image: image415.wmf]0
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，上式可表示为
[image: image416.wmf]1
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，可作为重要极限Ⅱ的第二种形式直接使用．

说明：① 重要极限公式Ⅱ属于
[image: image418.wmf]1

¥

型的极限；

② 公式的特点是
[image: image419.wmf]1
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例10  求极限
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例11  求
[image: image422.wmf]1

0

lim(12)

®

-

x

x

x

.
解：
[image: image423.wmf]11

(2)

2

00

lim(12)lim[1(2)]

×-

-

®®

-=+-

xx

xx

xx


                =
[image: image424.wmf][

]

2

1

2

2

0

lim1(2)e

-

-

-

®

ìü

ïï

+-=

íý

ïï

îþ

x

x

x


例12  求
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解：
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由例12，我们得到以下结论：
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例13  求
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根据重要极限Ⅱ现在我们可以证明第1章第3节中的连续复利计算公式
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习题2.3

1. 选择题：

(1) 下列极限正确的是(    )
A. 
[image: image435.wmf]sin
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x

x
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B. 
[image: image436.wmf]0
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C. 
[image: image437.wmf]1
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D. 
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[image: image439.wmf]lim1
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等于(   )
A. 
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[image: image441.wmf]e
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C. 
[image: image442.wmf]e
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(3) 
[image: image444.wmf]2
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，则
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C． 
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2. 求下列各极限：
(1) 
[image: image450.wmf]2
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(4) 
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(6) 
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(7) 
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[image: image457.wmf]3
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[image: image459.wmf]2
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[image: image460.wmf]2
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 ；               
(12) 
[image: image461.wmf]0
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(13) 
[image: image462.wmf]3
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(14) 
[image: image463.wmf]0
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(15) 
[image: image464.wmf]4

0

1

lim

1

®

æö

ç÷

+

èø

x

x

x

 ；              

(16) 
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． 
2.4  函数的连续性
连续性是函数的重要形态之一，客观世界的许多现象都是连续变化的，如气温的变化、水位的升高；经济学中成本的增加、供求关系的变化、社会经济的发展等．这些现象反映到数学上，就是函数的连续性．连续函数的图像是一条连续不断点的曲线．

2.4.1  函数连续的概念

定义2.9  设函数
[image: image466.wmf]()

=

yfx

在点
[image: image467.wmf]0

x

的某一邻域内有定义，当自变量的增量
[image: image468.wmf]D

x

趋于
[image: image469.wmf]0

时，相应函数的增量
[image: image470.wmf]D

y

也趋于
[image: image471.wmf]0

，即
[image: image472.wmf]0

lim0
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D=

x

y

，那么就称函数
[image: image473.wmf]()
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yfx

在点
[image: image474.wmf]0

x

处连续，即  
[image: image475.wmf]00
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limlim[()()]0
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yfxxfx

D®D®
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.

由函数连续的等价定义可知，如果函数在点
[image: image476.wmf]0

x

的某一邻域内有定义，当
[image: image477.wmf]0

®

xx

时，
[image: image478.wmf]0
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，即
[image: image479.wmf]0
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，由此可得连续的另一个定义．
定义2.10  设函数
[image: image480.wmf]()

=

yfx

在点
[image: image481.wmf]0

x

的某一邻域内有定义，如果当
[image: image482.wmf]0

®

xx

时，函数
[image: image483.wmf]()

fx

的极限存在，且等于
[image: image484.wmf]()

fx

在点
[image: image485.wmf]0

x

的函数值
[image: image486.wmf]0

()

fx

，即


[image: image487.wmf]0
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那么，称函数
[image: image488.wmf]()

=

yfx

在点
[image: image489.wmf]0

x

处连续.

由定义2.10 可以看出，函数
[image: image490.wmf]()

=

yfx

在点
[image: image491.wmf]0

x

处连续，必须同时满足如下条件：

(1) 在点
[image: image492.wmf]0

x

及附近有定义；

(2) 极限
[image: image493.wmf]0
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®

xx

fx

存在；

(3) 
[image: image494.wmf]0
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lim()()
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fxfx

．

例1  讨论函数
[image: image495.wmf]2
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在
[image: image496.wmf]0
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处的连续性．

解：
[image: image497.wmf]2
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，且函数在
[image: image498.wmf]0
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处的函数值
[image: image499.wmf](0)0
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，

显然，
[image: image500.wmf]0
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，故函数
[image: image501.wmf]()

fx

在
[image: image502.wmf]0
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处连续．

定义2.11  如果
[image: image503.wmf]0
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fxfx

，则称函数
[image: image504.wmf]()

fx

在点
[image: image505.wmf]0

x

处左连续.

如果
[image: image506.wmf]0

0

lim()()

+

®

=

xx

fxfx

，则称函数
[image: image507.wmf]()

fx

在点
[image: image508.wmf]0

x

处右连续.

定理2.5  函数
[image: image509.wmf]()

=

yfx

在点
[image: image510.wmf]0

x

连续的充要条件是函数
[image: image511.wmf]()

=

yfx

在点
[image: image512.wmf]0

x

左连续且右连续．

在开区间内每一点都连续的函数，称作在该区间上的连续函数．

如果函数在开区间
[image: image513.wmf](,)

ab

内连续，且在左端点右连续，在右端点左连续，则称函数在闭区间
[image: image514.wmf][,]

ab
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例2  讨论函数
[image: image515.wmf]2
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在点
[image: image516.wmf]1
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处的连续性．

解：
[image: image517.wmf]2
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[image: image518.wmf]11

lim()lim(21)1

++

®®

=-=

xx

fxx


因为  
[image: image519.wmf]11
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，所以
[image: image520.wmf]1
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不存在．故函数在点
[image: image521.wmf]1
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处不连续．

2.4.2  函数的间断点

定义2.12  如果函数
[image: image522.wmf]()

fx

在点
[image: image523.wmf]0

x

处不连续，则称函数在点
[image: image524.wmf]0

x

处间断，点
[image: image525.wmf]0

x

称为函数的间断点．
根据函数连续的定义，有下述三种情况之一的点即为函数的间断点：

(1) 在
[image: image526.wmf]0
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xx

没有定义；

(2) 虽在
[image: image527.wmf]0
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有定义，但
[image: image528.wmf]0
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(3) 虽在
[image: image529.wmf]0
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有定义，且
[image: image530.wmf]0
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．

函数的间断点分为两类：函数的左右极限都存在的间断点，称为第一类间断点，其他间断点称为第二类间断点．在第一类间断点中，左右极限相等的间断点称为可去间断点；左右极限不相等的间断点称为跳跃间断点．在第二类间断点中，左右极限至少有一个为无穷大的间断点为无穷间断点；函数的变化趋势是无限振荡的，称为振荡间断点．

例3  讨论函数
[image: image532.wmf]sin
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在
[image: image533.wmf]0
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处的连续性．

解：
[image: image534.wmf]0
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，函数在
[image: image535.wmf]0
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有定义
[image: image536.wmf](0)0
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，
因为
[image: image537.wmf]0
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，所以
[image: image538.wmf]0

=

x

是函数的间断点，且为第一类可去间断点．

[image: image781.png]


例4  试讨论函数
[image: image539.wmf]1,1.
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[image: image540.wmf]1
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续性．                   
解：如图2-5所示，函数
[image: image541.wmf]()

fx

在
[image: image542.wmf]1
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处有定义，

且
[image: image543.wmf](1)1
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，
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．左右极限都存在但不相等，

即当
[image: image546.wmf]1
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时，
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的极限不存在，          

故
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是函数
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的间断点，且为跳跃间断点．
例5  试讨论
[image: image550.wmf]tan

=

yx

在
[image: image551.wmf]π
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x

=

处的连续性．

解：如图2-6所示，正切函数
[image: image552.wmf]tan
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在
[image: image553.wmf]π
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处没有定义，从而
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是
[image: image555.wmf]tan
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的间断点．

又  
[image: image556.wmf]2
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，所以
[image: image557.wmf]π
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是
[image: image558.wmf]tan
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的第二类无穷间断点． 
例6  讨论函数
[image: image559.wmf]1
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在
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=

x

处的连续性．

解：因为在
[image: image561.wmf]0
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处函数无定义，所以
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是函数的间断点.
又当
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时，函数值在-1和+1之间无限次变动，所以点
[image: image564.wmf]0
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称为函数
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的振荡间断点(图2-7)．
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                  图2-6                                    图2-7
2.4.3  初等函数的连续性

根据连续函数的定义，利用极限的四个运算法则，可以得到：

定理2.6　一切初等函数在其定义域内都是连续的．

注：这个定理告诉我们，若求连续函数在某点的极限，只要求出函数在该点的函数值即可．
定理2.7  若函数
[image: image568.wmf](),()
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 在点
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处连续，则
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，
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，
[image: image573.wmf]()

()

fx

gx

，(
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)在点
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处也连续．

例7  求
[image: image576.wmf]1
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解：因为
[image: image577.wmf]1
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为函数
[image: image578.wmf]cos2
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定义域中的点，且函数为初等函数．所以由连续函数概念可知，
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定理2.8　如果函数
[image: image581.wmf]()
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在点
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处连续，而函数
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在对应点
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处连续，那么复合函数
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上式说明，在函数连续的情形下，求复合函数的极限时，函数记号与极限记号可以交换运算次序，也可以直接代入求值．

例8  求
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解：
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例9  求
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解：函数
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所以      
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2.4.4  闭区间上连续函数的性质

如果在闭区间上讨论连续函数，它具有下列性质．这些性质，对于开区间上的连续函数或闭区间上的非连续函数，一般是不成立的．

定理2.9  (最值定理) 闭区间上的连续函数，一定取得最大值和最小值(图2-8)．

定理2.10  (介值定理) 如果函数
[image: image595.wmf]()
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上连续，
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分别是函数
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在
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上的最大值和最小值，那么对于任意介于
[image: image601.wmf]m

和
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之间的常数
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，至少存在一点
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定理2.11  (零值定理) 如果函数
[image: image606.wmf]()
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yfx

在闭区间
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上连续，且函数在两端点的函数值
[image: image608.wmf]()
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与
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异号，那么至少存在一点
[image: image610.wmf](, )
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，如图2-9所示．

例10  证明方程
[image: image612.wmf]4
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证明：设
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[image: image616.wmf][1,2]
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因为
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所以至少存在一个
[image: image619.wmf](1,2)

x

Î

，使
[image: image620.wmf]()0
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，即
[image: image621.wmf]x
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是方程的根．

习题2.4

1. 选择题：

(1) 函数
[image: image622.wmf]()

=

yfx

在点
[image: image623.wmf]0
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xx

处有定义是它在该点处连续的(    ).
A. 必要条件   
B. 充分条件   
C. 充要条件  
D. 既不充分也不必要

(2) 函数
[image: image624.wmf]1,01

()

3,14

-<

ì

=

í

-<

î

xx

fx

xx

≤

≤

在
[image: image625.wmf]1
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A. 在
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B. 
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不存在

C. 
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D. 
[image: image629.wmf]1
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(3) 函数
[image: image630.wmf]2
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的间断点是(    ).
A．
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B．
[image: image632.wmf]1,4

  

C．
[image: image633.wmf]1,4

-

 

D．
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2. 求下列极限．
(1) 
[image: image635.wmf]6
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(2) 
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(4) 
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(5) 
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(6) 
[image: image640.wmf]lim[ln(1)ln]
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3. 求下列函数的间断点并指出类型．

(1) 
[image: image641.wmf]1
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fx
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(2) 
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(3) 
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(4) 
[image: image644.wmf]32
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4. 设函数
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，问
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在其定义域内是否连续？

5. 当
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为何值时，函数
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，在
[image: image649.wmf]0
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处连续？ 

6. 证明方程
[image: image650.wmf]e3
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x

x

至少存在一个小于1的正根．
拓展阅读——非法传销为何如此吸引人  
[image: image651.wmf]®
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小    结

一、本章主要内容及学习要点

1．极限的概念

本章极限概念分为数列的极限和函数的极限.

2. 无穷小量与无穷大量

(1) 以零为极限的变量称为无穷小量，简称无穷小．一般来说，无穷小表达的是变量的变化状态，而不是变量的大小，一个变量无论多么小，都不能是无穷小量，数零是唯一可作为无穷小的常数．

(2) 等价无穷小代换是有原则的．通常情况下，因子可以替换掉，但不能替换代数和中的一部分，对分子、分母的代数和的替换可以整体替换，否则会导致错误．

3. 函数的连续性

(1) 连续的两个定义形式：① 
[image: image653.wmf]0

lim0

D®

D=

x

y

；② 
[image: image654.wmf]0
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lim()()
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xx
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．

(2) 函数
[image: image655.wmf]()

fx

在点
[image: image656.wmf]0

x

处连续，必须同时满足以下三个条件：
① 在点
[image: image657.wmf]0

x

及附近有定义；
② 极限
[image: image658.wmf]0

lim()

®

xx

fx

存在；

③ 
[image: image659.wmf]0
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lim()()

®

=

xx

fxfx

.

(3) 函数的间断点分为第一类间断点和第二类间断点：

对于第一类间断点有以下两种情形：

① 当
[image: image660.wmf]0

lim()
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®

xx

fx

与
[image: image661.wmf]0

lim()

+

®

xx

fx

都存在，但不相等时，称
[image: image662.wmf]0

x

为
[image: image663.wmf]()

fx

的跳跃间断点；

② 当
[image: image664.wmf]0

lim()

®

xx

fx

存在，但极限不等于
[image: image665.wmf]0

()

fx

时，称
[image: image666.wmf]0

x

为
[image: image667.wmf]()

fx

的可去间断点．

对于第二类间断点有以下两种情形：

① 左、右极限至少有一个为无穷大的点称为函数的无穷间断点；

② 如果在自变量趋于这点时，函数的变化趋势是无限地振荡，则称此点为振荡间断点．

4. 极限的计算方法

(1) 利用极限的定义来观察，求出极限；

(2) 利用极限的四则运算法则；

(3) 利用初等函数的恒等变形，如因式分解、根式有理化、通分等；

(4) 利用无穷小、无穷大性质以及二者之间的关系；

(5) 利用等价无穷小代换，常用等价无穷小有：

当
[image: image668.wmf]0
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时，
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image670.wmf]e1
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；
(6) 利用有理分式极限的结论

一般地，当
[image: image673.wmf]®¥

x

时，有理分式(
[image: image674.wmf]00
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)的极限有以下几种结果：
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(7) 利用两个重要极限

重要极限Ⅰ：
[image: image676.wmf]0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image677.wmf]0
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重要极限Ⅱ：
[image: image678.wmf]1
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二、重点难点

重点：函数极限的描述性定义，函数在一点处连续的概念，初等函数的连续性，函数极限的四则运算法则，两个重要极限的理解与应用；极限的求法．

难点：极限与连续的概念的理解，无穷小，无穷大，无穷小之间的比较；判断分段函数在分界点处的极限与连续性．
自测题2
一、填空题

1．设
[image: image680.wmf]2
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，则
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2．函数
[image: image682.wmf]2
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的间断点是           ．
3．函数
[image: image683.wmf]()

fx

在点
[image: image684.wmf]0

x

处有极限是它在该点处连续的         条件．
4．
[image: image685.wmf]2
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6．当
[image: image687.wmf]0
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时，
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是比
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的       无穷小．
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，在
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[image: image693.wmf]5

0

e1

lim

®

-

=

x

x

x

    ．
9．设
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[image: image695.wmf]®

x

    时
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为无穷小，当
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　　时
[image: image698.wmf]()
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为无穷大．
10．要使函数
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连续，则应在
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二、选择题
1. 当
[image: image701.wmf]0
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时，与
[image: image702.wmf]24
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为同阶无穷小的是(    ).
A. 
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B. 
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C. 
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2. 若
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3. 下列极限存在的是(    )
A. 
[image: image709.wmf]1
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B. 
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D. 
[image: image712.wmf]1
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4. 函数
[image: image713.wmf]1
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为无穷小量的条件是(    ).
A. 
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B. 
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[image: image718.wmf]2
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A. 
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B. 
[image: image720.wmf]0

    

C. 
[image: image721.wmf]1

    

D. 
[image: image722.wmf]1
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6. 设函数
[image: image723.wmf]2

,0

()

e,0

ì

ï

=

í

<

ï

î

x

xx

fx

x

≥
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[image: image725.wmf]()
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的(    ).   

A. 连续点   

B. 可去间断点  
C. 跳跃间断点
D. 第二类间断点
7. 当
[image: image726.wmf]0
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xx

时，
[image: image727.wmf]ab

和

都是无穷小量，下列变量中，可能不是无穷小量的是(    ).
A. 
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B. 
[image: image729.wmf]ab

-

  

C. 
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D. 
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8．方程
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x

x

=

在
[image: image733.wmf](0,1)

内(    ).
A. 至少有一根  
B. 至少有两根 
C. 有三个实根  
D. 没有实根
9．下列结论正确的是(    ).
A. 基本初等函数在定义区间上不一定连续

B. 分段函数在定义区间上必连续

C. 在定义区间上连续的函数都是初等函数
D. 分段函数在分段点不一定连续
10. 下列极限正确的是(    ).
A. 
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三、求下列极限
(1) 
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四、解答题
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8．证明方程
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