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前  言

写这本书的缘起,可以追溯到1983年,那一年杨振宁教授在美国纽约州立大学石溪分

校开设了现代物理专题十二讲。作者葛墨林曾有幸听讲,受到很大启发。杨先生强调物理

学研究课题会涉及不同的分支学科,问题的解决也需要融合各方面的知识。研究生在学习

中应该广泛注意物理学各方面出现的新的概念、进展及其联系。

1986年杨振宁教授应中国科学技术大学研究生院邀请,在北京以“相位与近代物理”为
题做了9次学术报告。内容涉及近代物理学中很多重要概念的萌芽、发展和确立,不仅深刻

阐明了它们的理论内涵,还介绍了澄清概念的关键实验。杨先生在每次报告之后,都要和各

单位的研究生代表共进工作午餐,进行无拘束的座谈。在讲座、报告及座谈中,杨先生对青

年的工作、学习都给予了热情的关心和指导。他再三强调青年不仅要从事当前的课题研究,
关心自己从事的研究方向,而且要关心物理学各方面出现的一些新概念,注意有关期刊上的

报道。作者张礼听了全部讲座,深为杨先生严格精辟的报告和他对青年的关怀所折服。之

后作者二人谈到听课的经历,有强烈的共识,决心要在各自的工作中实践杨先生的思想,并
且决定合作写一本《量子力学的前沿问题》。

近年来,物理学的许多新进展都与量子力学中的一些概念发展有关,可以从量子力学的

基础理论找到根源。在这些前沿领域中的进展同时也促进了量子力学理论本身的发展。在

量子力学的概率诠释上存在著名的爱因斯坦与玻尔有关量子力学描述是否完备的争论。为

了解决这个争论,多年来的理论与实验研究已经取得重要进展。有一些基础问题,例如电子

通过双狭缝的干涉问题,从在经典物理学中形成的直观角度出发,是难以理解的。在量子力

学的教科书中多用“想象中的实验”来解释。这些实际上不能实现的实验只能教人如何去思

考,却不能令人信服。近年来,实验方法的惊人发展使想象变成了现实,一系列新的实验使

许多概念上的难点得到澄清。在当前量子力学的研究领域开辟了一个极具挑战性的方

向———量子信息学和量子计算。在这里被处理和传递的信息不再是经典的,它是量子态的

叠加。这是基础科学和重大科技领域密切结合的又一个例子。近年来,量子力学波函数的

几何和拓扑相位在许多问题中占据了主要位置。在量子力学与经典力学界限问题以及介观

与宏观体系能体现量子相干性质等方面都有许多进展。上述的这些进展使人们对量子力学

的本质和基础加深了认识,本书第1~7章介绍了这些内容。
在物理学的一些前沿领域,研究工作所得到的结果往往需要具有洞察力的分析。凝聚

态物理中的分数量子霍尔效应能从二维电子集体态的波函数出发加以解释,从而揭示了一

种新的量子流体的存在。这个例子说明量子力学的应用促进物理学各分支的发展,其成果

也扩大了量子力学的用武之地。本书第8~10章选择了腔量子电动力学、量子霍尔效应、玻
色-爱因斯坦凝聚等问题展开讨论。

杨振宁-巴克斯特系统是处理多体系统的一大类非线性量子可积模型的普遍理论。30年



来的进展使它成为数学物理中的一个蓬勃发展的分支。理论物理中不少问题,包括量子力

学中最基础的氢原子的对称性、波函数相位的量子化等问题,都和它密切相关。本书第11~
13章从这个角度对它做了初步的论述。

量子力学前沿的研究方向和课题是很广泛的,本书仅涉及了部分重要内容。本书所讨

论的问题以量子力学(包括二次量子化)及统计物理教程的知识为基础。对超出上述知识范

围以外的必要理论概念,本书有较系统的介绍。物理学各分支之间有着极为密切的联系,概
念、方法往往彼此借鉴、移植。对一个问题的研究也涉及多个分支,这一点在本书多个章节

中有所反映。为了便于读者阅读有关参考书籍,在有关章节中列出了本书涉及较多的专著

或会议文集。
本书的读者对象是物理学的研究者。在国际上往往通过学术会议、高等进修班或讲座

的出版物对一些研究前沿进行较系统的报道。这些书籍或会议记录专业性很强,水平也较

高,对初次接触这些内容的研究者,特别是高年级本科生和研究生会有不少困难。希望本书

能帮助他们缩短进入研究工作的过程。
有关量子理论的书,公式推导占了相当篇幅。本书在推导中着重说明了推导的目的性、

采取的关键步骤和必要的细节,以期读者不致为太多的“可以证明”且并不理解的“显然”所
苦恼。物理学中重要概念的发展往往有一个过程,有的过程甚至是很曲折的。许多概念往

往在物理学各分支出现,它们具有同一个根源。本书尽量不只用定义引入概念,尽可能从发

展和概念的相互关系上做必要的说明。量子力学的创立与初期的发展是建立在实验基础上

的。近年来,一些深刻的基础概念和多年的争论都通过许多高水平的实验所澄清或取得了

更为深刻的认识。这些实验在人们面前打开了一片又一片的新天地。尽管描述实验不是我

们所长,但还是努力介绍其设计构思及采用方法的精妙,并阐明这些实验对深入理解理论、
澄清争论问题所起的作用和意义,希望读者能了解到现象背后的物理实质。

本书第1章至第10章由张礼执笔,第11章至第13章由葛墨林执笔。作者二人一起详

细讨论了全书的指导思想和章节编排,并共同审定了各章内容。以我们的水平和能力,要想

实现本书设定的目标,势必捉襟见肘,会有不少缺陷和错误。诚恳希望各位专家和读者提出

批评改进意见。

张 礼

清华大学物理系 清华大学高等研究中心

葛墨林

南开大学数学研究所 清华大学高等研究中心

1999年11月15日

Ⅱ 前  言



关于第3版的说明

自本书第1版出版以来,十几年间积累的许多新的重要内容,使量子力学的理论不断深

化。在本书第2版中,除了在相应章节中补充了相应标题的内容外,还增加了一章“量子缠

绕及其在量子信息和量子计算的应用”。本书第2版于2012年3月出版。又过了十年,新
的重要内容大量涌现,只能择要将其增补在各章节中,这就形成了篇幅足够大的第3版。

本书第3版在出版的过程中投入了相当长的时间,力图将前两版中的存疑尽可能地修

改,并使新增的重要内容得以展现。量子物理学科的发展日新月异,书中难免存在错误和疏

漏,殷切希望本书的读者给予理解、指正。

作者

2022年8月
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第1章
波动、粒子二象性,并协原理,贝尔定理及有关实验

围绕量子力学的基本原理问题自1925年量子力学创建起就一直存在争论。随着实验

工作和理论工作水平的不断提高,一些具体争议被解决了,但新的问题又提了出来,争论在

更高的水平上进行着,在研究前沿上不断出现新的成果。
物质的波动、粒子二象性是量子力学的基础,电子和中子在晶体上的衍射早已为人所

知。1961年C.Jönsson做了电子双缝(以及三缝、四缝)衍射实验。量子力学教程中为了讲

清概念,多用双缝衍射为例说明。在双缝衍射中涉及的基本概念包括:
 

①电子落在屏幕上

是作为粒子个别落下的。应该能演示在开始时电子落在屏幕上如夜空随机分布的点点星

体,然后逐渐显出干涉条纹的极大和极小。条纹极大代表落在该处电子数目最多,而这个概

率分布是由波函数确定的。②狄拉克(Dirac)在他的《量子力学原理》中指出,电子是自己和

自己干涉。一定要允许它(一个电子)从两个缝通过才会有干涉发生。在实验上要演示这一

点,要创造条件,在任何时间只能有一个电子处于狭缝与屏幕之间。在20世纪80年代末以

前,要达到观察干涉条纹的积累过程以及保证在仪器中只能存在一个电子的条件是困难的。
1.1节介绍的殿村(A.Tonomura)在1989年所做的实验满足了以上要求。

光的双缝实验是19世纪初托马斯·杨(Thomas
 

Young)首创的。从光的波动性讲,理解

是很直接的。但如果按照二重性的观点把光也看成光子时,理解的难度和上文讨论的电子双

缝实验一样,即一个粒子如何同时通过两个狭缝。更有甚者,常用的光源,包括激光器在内,都
属于“经典光源”,无法保证在一个光子通过仪器时没有第二个光子存在,不论光源是多么弱。
1.4节介绍的单光子干涉实验(1986年,Aspect)尝试解决与经典光源相联系的困难。

近年来,出现的“多光子干涉学”,实际上是演示一对关联的光子自己和自己的干涉现

象,并且体现了单光子干涉与双光子干涉现象不能并存,这些都加深了对量子力学的理解。
1.5节将对此作出介绍。

处于量子力学原理争论核心的还是并协原理。它包括若干相互联系的问题。电子通过

双缝能发生干涉,是因为给它提供了两条路径的选择可能,这样它才会显示波动性。如仍开

放两条缝,但用光把缝照亮,使电子通过时能够“看见”它从哪一个缝通过———使它显出粒子

性,这时条纹便会消失。这是量子力学的并协原理预言的,但果真如此吗? 该实验被称为

“想象中的实验”,意思是实际上是没法做的实验。其困难在于,光和电子的相互作用太弱。
即使用光照亮狭缝,虽然绝大多数电子是通过了,却未被发现。现在,“想象”已变成了现实。
如果用原子代替电子,并用调谐好的共振光进行照射,那么相互作用就足够强以至于原子难



以漏网(1995年,Pritchard),便可以证实量子力学的预言。用光驻波作为衍射栅进行的原子干

涉仪实验(1998年,Rempe等人)也对此明确给予了验证。我们将在1.2节介绍这些发展。
另一个有关的问题是:

 

电子显示的波动性为什么在被光照射时会遭到破坏? 过去的标

准解释往往是,如果要观测它,例如用光照一下,光子在它上面散射时会改变它的动量。这

类相互作用是无法控制的,因为光散射是概率过程,且给它的动量也是有一个分布的。在一

些情况下,这会是主要原因,但不同情况也 会 有 不 同 机 制。例 如 在1.2节 普 里 查 德

(Pritchard)的实验中,造成干涉损失的原因是光子散射造成的有效相移,这个有效相移是可

以用实验控制的。有效相移加大,干涉条纹对比度减小。伦佩(Rempe)通过实验表明,路径

与原子的可观察性质(在此情况下是原子的内部状态)的缠绕是干涉丧失的原因。传统的解

释源于对海森堡(Heisenberg)不确定性原理的物理分析。其更“标准”的译法是“测不准原

理”。是不是不测就可以准呢? 1.6节将介绍的量子光学中微脉泽实验就避免了这种“不可

控制的相互作用”,通过电子与光子自由度的关联(缠绕)而导致相干丧失;
 

同样,如果抹去

这个关联,相干就会恢复。1.6节的量子涂消器将介绍这个内容。
费曼(Feynman)说过:

 

“只有在一个装置中无法在物理上互相区分的状态才能干涉。”
邹兴宇、王力军和曼德尔(Mandel)的实验表明,只要实验不提供区分的可能性,便有干涉,
但若实验提供可能,甚至不必放探测器去实测,干涉就消失了(见1.5.4节)。

有一种说法,量子客体如何表现(例如表现波动性或粒子性)关键在于它如何“感知”测量

装置的情况。你用一种方法,它根据装置的信息决定呈现波动性或粒子性。1978年惠勒(J.A.
Wheeler)提出一个妙法,叫“推迟选择实验”,大意是:

 

先设定好条件,等客体已经通过了设备(表
现已经确定),在探测它之前,再突然改变条件,看结果如何。本章中不止一个实验涉及推迟选

择,如1.9节所述。当然,客体的行为只和最终的实验条件有关,它不会根据信息预做准备。
在所有的争论中,显然最著名的是爱因斯坦(Einstein)和玻尔(Bohr)的争论,或称

“Einstein-Podolsky-Rosen(EPR)佯谬”。对于量子力学对微观客体性质做出的实验预言,
早已没有什么异议,量子力学已经在科学和工程中大量、广泛地应用,并且很成功。爱因斯

坦的挑战是,量子力学的描述是不完备的,即客体的性质比量子力学能描述得要多。多年

来,许多研究人员打算去挖掘这种潜藏的可能。有的失败于不能自洽,但有的好像不无道

理。这后面一类理论有一个共同名称叫“隐变量”理论,也叫“定域实在性”理论,对于它的争

论十分激烈。1965年贝尔(Bell)提出了一个定理:
 

定域实在性理论如果要和量子力学做出

同样的预言,它就必然要满足一个不等式。这就为争论提供了一个极明晰的判据。从20世

纪60年代后期起,一大批实验投入了不等式的验证,结果越来越精确地验证了不等式被破

坏。从那时起过了30多年,争论一直没有停止。原因是任何一个实验都几乎不可能没有

“漏洞”,于是便有人提出异议。近代物理学的实验方法的确使人叹服,目前已能使贝尔不等

式的破坏超过了100个标准偏差。但这还不算完结,最近又出现了不涉及不等式的贝尔定

理,用实验直接反驳“定域实在性”理论。这些将在1.7节~1.10节讨论。

1.1 电子干涉图像的累积

在量子力学教科书中常用电子双缝实验说明电子的波动性。在实验中电子通过狭缝落

在屏幕上,被探测器逐个记录,星星点点地积累起来的电子逐渐形成干涉图像,干涉图像是

2 第1章 波动、粒子二象性,并协原理,贝尔定理及有关实验



由两个狭缝的波ψ1 和波ψ2 叠加而形成的,其在屏幕上的强度和|ψ1+ψ2|2 成正比。形成

干涉图像的条件是电子的德布罗意波长要大于双缝距离,波的相干长度要大于两条干涉路

径的程差,并且不对电子通过哪一个狭缝进行测量。如进行这类测量(例如在一个狭缝附近

放置光源或使狭缝平面自由悬挂),则在屏幕上记录的只是电子通过两个单狭缝图像的和,
即|ψ1|2+|ψ2|2。费曼[1]指出,“这是绝对不能用任何经典方式解释的。在其中包含了量子

力学的核心。”“实际上它包含了唯一的奥秘。”他还指出,“这个实验尚没有实际进行过,因为

仪器的尺度需做得无法实现地小。”原因是电子束的能量必须足够单一,而满足要求的电子

束能量就显得太大,其德布罗意波长就比双缝的尺度小太多。这类实验被称为“想象中的实

验”①,书中的实验是为了说明(而非证实)量子力学的基本原理。
塞林格(A.Zeilinger)[2-3]等人实现了中子干涉图像的积累形成。他们采用速度相当于200m/s

的极冷中子,波长为2nm。两个狭缝的宽度为22μm和23μm,间距为104μm。探测平面在狭缝平

面下游5m处。所得干涉图样如图1.1所示。衍射实线代表理论预言(已经考虑了仪器的具体条

件)。此外,观测到的中子强度低到平均2s
 

1个计数。实验演示了显出波动性的干涉图样实际上

是由中子一个接一个落于观测平面上形成的,而且在中子单独通过仪器时是自己和自己干涉。
为了克服费曼提到的实验观测的困难,殿村等人[4]用配置了电子双棱镜的电子显微镜

和位置灵敏电子探测系统实现了电子干涉图像的积累。电子双棱镜的工作原理如图1.2所

示,双棱镜由两个平行接地的平板电极和一个半径为a 的细丝组成,细丝与平板距离为b,

细丝处于正电势。静电场的势为V(x,z),入射波为e
ikzz。在有电磁场(其四维势为Aμ)存

在时的波函数ψ 和在没有电磁场存在时的波函数ψ0 的关系是②

图1.1 极冷中子的双缝衍射图样

图1.2 电子平面波通过双棱镜

产生干涉条纹

31.1 电子干涉图像的累积

①

②

thought
 

experiment,多译为“理想实验”。更确切的译法为“想象中的实验”,因为它们曾被认为是不可能实现的。
请参阅本书3.1节。



ψ(ξ)=exp-
ie
 ∫

ξ
Aμ(η)dημ  ψ0(ξ) (1.1.1)

指数上的积分是从任一参考点积至ξ,ξ与η均为四维时空坐标。四维势在此处只有标量分

量Α0=V(x,z),而势V(x,z)对坐标x 是对称的,因此积分为

∫V(x,z)dt=∫V(x,z)dsvz
=

m
 kz∫V(x,z)ds

此处vz=
 kz

m
是电子的速度,ds为线元。取参考点为z=-∞,式(1.1.1)中的相因子为

exp-
iem
 2kz∫

z

-∞
V(x,z')dz'  

进入双棱镜的电子波函数为

ψ(x,z)=exp
 

ikzz-
em
 2kz∫

z

-∞
V(x,z')dz'  (1.1.2)

电子在通过时的受力基本是在x 方向,其大小为-e
∂V
∂x
。将V 在x=a 附近展开(x≥a)得

V(x,z')=V(a,z')+
∂V(x,z')
∂x x=a

x

对于x≤-a,有
∂V(-x,z')

∂x =-
∂V(x,z')
∂x

。对x≥a,通过双棱镜的电子波函数是

ψ(x,z)=exp
 

ikzz-
em
 2kz∫

z

-∞
V(a,z')dz'-xem

 2kz∫
∂V
∂x x=a

dz'  
括号中的第二项与x 无关,归结为只与z 有关的相因子。在电子通过后,获得在x 方向的

动量是(记它为- kx)

∫dt -e∂V∂x  =∫dz' m
 kz

e∂V∂x  =- kx

故ψ(x,z)右方括号中的第三项实际上是-kxx。最后得到

ψ(x,z)=exp
 

i kzz∓kxx+ϕ(z) (1.1.3)

符号“-”适用于x>a,符号“+”适用于x<-a。两束波会聚后总的波函数为

ψ(x,z)=e
i(kzz+ϕ(z))(e

-ikxx +e
ikxx)

干涉图像由下式给出

|ψ(x,z)|2=4cos2kxx (1.1.4)
对圆柱状细丝,在它附近的静电势为

V(x,z)=Va
ln(x2+z2/b)
ln(a/b)

此处Va 为丝上的电势。从kx 的定义式可得

kx =
πeVa

 vz
lnb

a
(1.1.5)

由实验装置的参数所确定的干涉条纹距离d=
π
kx

很小,不能直接观察。用电子光学的技

术,可以在电子显微镜的像平面之后再加两个投影透镜将条纹距离7000Å(1Å=10-10m)
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放大2000倍,达到1.4mm,再采用位置灵敏的电子记录技术。电子在屏幕上的累积过程如

图1.3所示。实验中电子到达探测平面的数目约为103 个/s,从电子源(场发射尖端)到屏

幕的距离为1.5m,电子速度为1.5×108m/s。如果电子是均匀发射的,则两个电子间的平

均距离是150km,电子波包的长度只有1μm。因此同时有两个电子位于棱镜区域的概率极

小,波包重叠的可能性极小。实验记录20min就可以出现干涉条纹,最初的电子像是无规

则地出现在探测平面各处,在电子总数达到3000时初步呈现条纹的图像,最后在电子总数

达到70000时有5个条纹清晰可见。

图1.3 电子在屏幕上累积

取自文献[4],由殿村教授提供

这个实验清楚地显示了电子的波粒二象性。单个电子通过双缝的波产生干涉条纹,而在探

测器中电子是作为定域的粒子被记录的,它在探测平面某位置上出现的概率由式(1.1.4)确定。
费曼进一步分析,如果用光照一下某一个狭缝以便判定电子是否从这个狭缝通过,干涉

条纹就不会产生。
可以定性地理解如下:

 

在狭缝平面下游电子波函数为

ψ=
1
2
(ψa +ψb)

此处ψa 和ψb 分别代表通过狭缝a 和狭缝b的波。衍射图样取决于ψa 和ψb 在屏幕上不同

点处的相位差。探测电子通过情况的光子在两波之一上散射,否则就得不到电子通过的信

息。散射会改变ψa 或ψb 的相位,而改变是概率性的。因此,衍射图样会被抹匀,可见度降

低甚至消失。
这个实验的“想象”程度很高,实际上能实现吗? 在1.2节中将介绍实验物理学家是如

何使它成为现实的。

1.2 并协原理的原子干涉仪验证

双缝实验提供的关于微观世界的认识是和经典物理完全不同的。如果要干涉条纹(波
动性质显露),就不可能确定电子通过的是哪个狭缝。如果要判断它通过了哪个狭缝(提供

有关路径的信息,即粒子性质显露),干涉条纹就会消失。这个认识由玻尔在1927年总结为
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并协原理(互补原理)。一个粒子的位置描述和动量描述可以看作量子状态的互补描述。在

量子力学中不能像在经典力学中那样同时用这两个力学量给出运动轨迹。狄拉克称这个新

的观点会“导致物理学家的世界观急剧地变化,也许是迄今发生的最大的变化”。玻尔不倦

地通过各种演讲、会议、文章阐明这个原理是微观世界的现实,他的努力遇到很大的困难。
开始时反对者众多,其中最具权威的是爱因斯坦(参阅1.7节)。可见如能直接在实验上演

示它的正确性,意义是十分重大的。用电子或中子干涉仪实现费曼这个“想象中的实验”,困
难在于电子及中子和光的相互作用都很弱。普里查德领导的研究组在麻省理工学院(MIT)
用原子干涉仪实现了这个实验[5]。他们用共振光照射干涉仪中的原子,正像费曼指出的那

样,如果光子的散射能向散射它的原子提供在干涉仪中走“哪一条路径”①的信息,原子的波

动性质即被毁灭,而表现为粒子。但若由光子散射所引起的两条原子的路径程差小于光的

波长的一半,散射的光子就不能提供散射原子的路径,波动性质就能保留。这个研究组进一

步辨明了,如果只探测散射方向在一定窄范围内的光子,失去的干涉图像还能恢复,代价是

这些散射光子并不能提供散射原子走“哪一条路径”的信息。实验结果明确地说明,并不是

光子散射带来的干扰本身毁灭了波动性。光子散射是否毁灭波动性,在于它是否提供原子

走“哪一条路径”的信息。相干的损失根源不在于光子所传递的动量,而在于随机的相移。
这点将在下面详细讨论,这是并协原理十分直接的演示。

超声惰性气体流载带的钠原子(速度均匀度达均方根误差小于4%)被σ+ 偏振的激光

泵浦到F=2,mF=2态上。用Stern-Gerlach分析磁体证实,泵浦率达95%。原子束经两

个狭缝准直,进入由三个光栅(纳米工艺制造)组成的 Mach-Zender干涉仪。图1.4中的垂

直点线代表光栅,L 为相邻光栅距离。原子在干涉仪中z=0处的分束、z=2L 处的复合以

及在z=2L 处的反射是通过在光栅上的透射和布拉格(Bragg)反射实现的,原子束以布拉

格角入射在第一光栅上。干涉条纹由􀭿N[1+Ccos(kgx)]给出。此处kg=2π/λg,λg 是光栅

的周期;
 􀭿N 是平均计数率;

 

C 为干涉图像的对比度,也称“可见度”(visibility)。图1.5是实

验的示意图。用σ+偏振光(光子动量ki)将原子共振激发到F'=3,m'F=3的状态。共振

激发保证原子与光的强相互作用是实现这个“想象中实验”的保证。原子经自发辐射动量为

kf的光子退激回基态。未经激光激发的原子在干涉仪中的路径由虚线(平行四边形)表示,
原子在散射光子后的路径由实线表示。d 代表在光子散射处干涉仪两臂间的距离。实验中

干涉条纹对比度的损失将用d 的函数衡量。

图1.4 Mach-Zender干涉仪中原子的路径 图1.5 光子散射对原子干涉的影响
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① 英文which
 

path或德文welcher
 

Weg已成为描述这类实验的专用名词。



令λg 为光栅周期。在白干涉条纹几何(white
 

interference
 

fringe
 

geometry)条件下,复
合光栅起条纹的掩膜作用。没有光子散射时在复合光栅处的原子波函数是

ψ(x)∝u1(x)+u2(x)e
ikgx

此处u1 和u2 是上束和下束的振幅(均为实数),kg=
2π
λg
。光子散射造成的影响如下:

 

①
 

光子动量变化为Δk=kf-ki,它的x 分量记为Δkx。原子在散射光子后在x 方向

的动量变化的数值也是Δkx。因此干涉图像的包络线在x 方向的移动是Δx=
Δkx

kA
(2L-z),

此处kA 是原子的动量,它和原子的德布罗意波长λA 的关系是kA=
2π
λA
。

②
 

沿干涉仪两臂的原子波相对相移变化Δϕ=Δk·d=Δkxd。重要的是,光子散射是

量子过程,因此Δk 是有概率分布的。综合这两项影响后复合光栅处原子波函数改为

ψ'(x,Δkx)∝u1(x-Δx)+u2(x-Δx)e
i(kgx+Δϕ) (1.2.1)

如果观测所有的原子,即不考虑散射光子动量kf 的方向,则结果的干涉条纹应是相应不同

相移Δkx 的干涉条纹的非相干叠加:
 

C'cos(kgx+ϕ')=∫d(Δkx)P(Δkx)Ccos(kgx+Δkxd) (1.2.2)

图1.6 相对对比度和相移作为d 的函数(λ是激光波长)

此处P(Δkx)是横向动量传输的概率分布,它由偶极辐射分布给出,示于图1.6的右上方。
当动量传输为0时相当于向前散射;

 

当其为2 k 时相当于向后散射。动量传输的平均值

 Δkx= k。C 是无激光照射时干涉条纹的对比度。式(1.2.2)表明干涉图像对比度C'和

相角ϕ'作为d 的函数是动量传输分布函数P(Δk)的傅里叶变换的大小和辐角。利用实验

结果将使用激光时测得的条纹对比度C'与不用激光时的对比度C 之比(相对对比度)以及

相移作为d 的函数绘于图1.6。在实验中,共振激发激光束沿z轴方向移动(图1.5)给出不同
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的d 值:
 

d=z
λA

λg
。若d<0,相当于z<0,即激光束位于第一光栅之前。从结果可以看到,当

d<0或d>0且d 很小时,光子散射对原子干涉的对比度和相位没有影响。对Δkxd≪π,相

移随d 线性增长。对各向同性散射Δkx=k=
2π
λ
(λ是激发激光的波长),Δkxd=2π

d
λ
,即平

均相角随d/λ线性增长,斜率为2π。相应地,相对对比度迅速下降。图中虚曲线对应单光

子散射的理论计算,实曲线为对实验点的最佳拟合。此处考虑了有5%的原子没有吸收光

子(未被泵浦激光带到F=2,mF=2态),另有18%的原子吸收了两个光子的实际情况。对

比度随d 的增加而急剧下降,到Δkxd≈π即d≈λ/2时降至0。当d 再行增加时,相角从0
开始,此时对比度部分恢复,然后再随相角的增加而减少。这种趋势周期性重复。

有了以上结果,就可以讨论一个重要问题:
 

相干损失(或称“去相干”,decoherence)的原

因是什么,或把问题提得更具有普遍性些,是什么机制使并协原理成立。在经常讨论的例子

中,例如爱因斯坦提出的自由悬挂的双缝平面,或费曼提出的用光照狭缝,最终都是海森堡

的动量-位置不确定关系破坏了相干条件。在这个实验中,能够很自然地想到光子给予原子

的动量传输。由于它引起干涉条纹在x 方向移动以致最终把明暗抹平。在本实验中,干涉

条纹包络线的移动Δx 正是代表这个效应(Δx 与Δkx 成正比)。实验的实际数值Δx 相当

于100~200个条纹,它的变化很难说明条纹对比度的变化。相移Δϕ 最多只相当于几个条

纹。实际上,当激光束位置向小的z 值变化时,对给定的kf,Δx 有所增加,而同时当z→0
时,相干损失和相移同步减小而趋于0。因此,光子散射造成的有效相移是和对比度损失直

接关联的。
在上述实验中,调整第三个光栅(复合处的光栅)的位置和宽度,就能探测出从光子接受

了不同动量传输的原子,并把它们与光子的散射方向联系起来。实验结果示于图1.7,图中

Ⅰ代表光子基本是向前散射,Ⅱ相当于中间散射角,而Ⅲ代表基本是向后散射。探测器接收

的Δkx 分布的Pi(Δkx)(i=Ⅰ,Ⅱ,Ⅲ)示于图1.7(b)的右上方,虚线是各种Δkx 全部接收

的分布。图1.7(a)是相对对比度,图1.7(b)是相移。实线是根据实验具体几何条件计算的

结果,虚线是对全部原子(不对Δkx 加以限制)都探测的计算曲线。图1.7(a)中Ⅱ的结果和

Ⅰ差别不大,未在图中画出。Ⅰ,Ⅱ,Ⅲ限定的动量传输范围和相移曲线的斜率是相应的,分
别接近于0,3π和4π。从图1.7(a)可以看出对比度的下降比测量全部原子时慢得多。实际

上当d≈λ/2时,对比度只降到约60%。
这个结果显示出,测量和光子散射无关联和有关联的原子结果会如此不同。而光散射

的条件和结果本来是一样的。被原子散射的光子可以有很多的终态kf,而原子也有很多与

kf一一对应的状态。散射后的原子-辐射场体系实际是以薛定谔缠绕态①表示的。原子-辐

射场体系没有耗散,是按照薛定谔方程演化的。原子的相干本来没有被消灭,只是被缠绕在

为数众多的末态库中了。众多末态按一定概率分布,相移也随之按概率分布,总的效果就是

把干涉条纹抹平了。一旦大大限制末态的数量,相干就会在一定程度上恢复。当然可以问,
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① 设有两个体系A 和F(例如原子与辐射场),发生相互作用以后总体系的状态用∑
i

AiFi 表示,而不能简单地用

一个乘积AF 表示,这个线性组合被薛定谔(Schrödinger)称为“缠绕态”(entangled
 

state),他说,“缠绕不是量子力学的特

征之一,它就是唯一的特征。”



图1.7 当探测与一定散射方向光子相关联的原子时干涉的相对对比度与相移

这个实验直接提供了走“哪一条路径”的信息了吗? 原则上,测量散射光子的kf可以提供相

应原子的路径,在这个实验中并没有去测。因此,只要实验装置的安排(起决定性的是光子

在原子上的散射)提供走“哪一条路径”信息的可能性,将粒子性推到前台,波动性就退隐了。

图1.8 原子干涉仪示意图

关于这一点,此后的一个原子干涉仪实验[6]给予了

进一步的阐明。这是用85Rb原子束做的“双狭缝”实
验,只不过衍射栅由光的驻波构成。光频率ω0 相对

于原子激发态与基态能级差ΔE 有一定的失谐Δ,

Δ=ω0-
ΔE
 
。驻波波节与波腹处光的强度I 不同,

从而对原子产生“光移势”(light
 

shift
 

potential)U,

U∝
I
Δ

[7]

。在原子入射角度为布拉格角时,这个周期

势使原子发生布拉格反射[8]。在图1.8中,原子束

A 以布拉格角入射,光驻波将它分为透射束C 与布

拉格反射束B,调整光的强度可以使驻波成为反射

率为50%的分束器。经自由传播时间ts,两束到达

第二个驻波时已经分开距离d,它相当于双缝的距

91.2 并协原理的原子干涉仪验证



离。通过第二个驻波时束B 分为D(透射)和F(反射),束C 分为G(透射)和E(反射)。同

方向的原子束在远场发生干涉形成干涉条纹。由于入射束与分束器并不垂直,故干涉条纹

在左右包络线下并不对称,左峰下的极大对应右峰下的极小。条纹间的距离取决于原子与

驻波相互作用时间的长短(可以用光源的开与关控制),理论值与实验结果符合。
有关“哪一条路径”的信息可以储存在原子的内部状态中。如图1.9所示,85Rb原子激

发态52P3/2 以|e>代表,基态52S1/2 有两个超精细态,自旋分别为F=2与F=3,分别用|2>
与|3>表示。光驻波频率ω0 调在|2>→|e>与|3>→|e>跃迁之间,即|2>与|e>跃迁失谐参数

为负,Δ2e<0,而|3>与|e>跃迁失谐参数为正,Δ3e>0,且Δ3e=-Δ2e,设入射原子处于|2>态,
在它到达第一个分束器以前先经过微波场,其频率ωmw 等于|2>与|3>的能量差(除以 )。脉冲

长短调节到使|2>与|3>混合为①|3>+|2>。当这束原子遇到第一个分束器时,透射束没有

相移,而在布拉格反射束中,作用于|2>的光移势为负,相当于在光密介质上的反射,将有相

移π;
 

作用于|3>的光移势为正,没有相移。因此,透射束为|3>+|2>,反射束为|3>-|2>。
在分束器之后两束分离。再经过一个频率和脉冲长短都与前一个相同的微波场,透射束变

为|3>,而反射束变为|2>。这样,走“哪一条路径”的信息便被巧妙地储存在原子的内部状态

中了。当这两束再经过第二个分束器到达探测器平面时,就看不到干涉条纹了(图1.10)。
这时在探测器平面上对|2>与|3>是一律探测而不加区别的,即实际上并没有去测量“哪一条

路径”的信息。但只要这种信息有被获取的潜在可能性,干涉条纹就不再出现。当然,如果

探测器区分|2>与|3>,计数率曲线形状仍与图1.10所示的相同,只是大小减半而已。干涉

消失的原因是内部自由度与原子质心运动的缠绕。通过第二个分束器后的波函数是

(图1.8和图1.9)

|ψ>∝-|ψD>􀱋|2>+|ψE>􀱋|3>+|ψF>􀱋|2>+|ψG>􀱋|3>

图1.9 路径信息存储于原子内部状态

(a)
 85Rb原子简化能级;

 

(b)
 

用两个π/2脉冲微波改变原子内部状态

|2>在布拉格反射时相移π(相因子eiπ=-1)给出负号。与|ψD>直积的|2>反射一次给出负

号,而与|ψF>直积的|2>因反射两次给出正号。在远场处左方包络线下(此处ψF,ψG 为0)
的原子位置(坐标z)分布是

PL(z)∝|ψD(z)|2+|ψE(z)|2-ψD*
(z)ψE(z)<2|3>-ψE*

(z)ψD(z)<3|2>
上式右方第三、四项是干涉项,但由于|2>与|3>正交,它们都为0而使干涉条纹消失。有趣

的是,在准备有关路径的信息时,微波场会给原子以干扰,造成原子动量的变化Δpz,但计算
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① 略去归一化因子,本节以下推导中同此。关于两能级由共振电磁场所混合问题,请参阅本书8.2节。



图1.10 路径信息存储于原子内部状态后在包络线下干涉条纹消失

表明[6],微波场在探测器平面上造成原子位置的移动是Δz=±10nm。和条纹位置图上的

尺度毫米相比,这是观察不到的。干涉粒子与探测器的关联(缠绕)在任何“哪一条路径”的
实验中都会出现。在费曼双缝衍射中用光显微镜观察粒子或爱因斯坦的悬挂反冲狭缝的例

子中,这些缠绕本来都是存在的。但由于测量路径所带来的动量不确定性正好能说明干涉条

纹的消失,教科书中便把它作为唯一的原因,而把态的缠绕推到后面去了。通过普里查德研究

组的实验和上述分析,动量不确定性都不能说明条纹消失,就凸显了状态缠绕为其根本原因。

1.3 并协原理的量子光学验证

1.2节提到,在爱因斯坦和费曼想象中的实验里,都是由于海森堡动量-位置不确定关

系破坏了相干,从而使并协原理成立。M.O.Scully,B-G.Englert和H.Walther[9]则想出一

个绕过这个不确定关系的办法来判断走“哪一条路径”。他们的想法基于量子光学微脉泽

(micromaser)①技术的新进展。一个处于长寿命激发态的原子在通过高品质的微脉泽腔

时,会发射光子而退激到更低的状态上。这种利用腔的条件大大提高发射概率的现象是“腔
量子电动力学”②的研究内容。建议的实验装置如图1.11所示。用激光将Rb原子共振激

发到长寿命里德伯(Rydberg)态63p3/2。如果不放置微脉泽腔而让原子通过双缝,则在双缝

后面原子的波函数是

ψ(r)=
1
2
[ψ1(r)+ψ2(r)]|a> (1.3.1)

此处r是原子的质心坐标。|a>代表原子的内部状态63p3/2。在屏幕上(坐标R)的概率密

度由|ψ|2 给出:
 

P(R)=|ψ|2=
1
2
[|ψ1|2+|ψ2|2+(ψ*

1ψ2+ψ*
2ψ1)]<a|a>

=
1
2
[|ψ1|2+|ψ2|2+(ψ*

1ψ2+ψ*
2ψ1)] (1.3.2)

方括号中的第三项表示干涉。微脉泽腔可以使位于63p3/2 态的原子发射微波光子(约21GHz)

111.3 并协原理的量子光学验证

①

②

参阅本书8.4节。
参阅本书第8章。



图1.11 通过微脉泽腔的双缝干涉

而跃迁到61d5/2(记为|b>)或61d3/2(记为|c>)。设腔调谐到跃迁|a>→|b>,原子通过后发

射光子,可以从哪一个腔中出现光子判断原子的路径。发射光子后原子的内部状态发生变

化,但质心坐标的空间波函数不变①。由于发射光子,原子与微脉泽腔的状态出现了关联。
原子-腔体系的状态是

ψ(r)=
1
2
[ψ1(r)|1102>+ψ2(r)|0112>]|b> (1.3.3)

此处|1102>代表腔1有1个光子,腔2没有,|0112>可以此类推。状态(1.3.3)与式(1.3.1)
的根本不同处在于式(1.3.3)不再能像式(1.3.1)那样写成原子波函数与光子自由度的乘

积②,而是薛定谔缠绕态。计算屏幕上的概率密度,得

P(R)=
1
2
[|ψ1|2+|ψ2|2+ψ*

1ψ2<1102|0112>+ψ*
2ψ1<0112|1102>]<b|b>

=
1
2
[|ψ1|2+|ψ2|2] (1.3.4)

这是因为|1102>与|0112>正交。可见,只要存在判断原子走“哪一条路径”的可能,干涉便消

失了,根本用不着测量,这里海森堡不确定关系并没有发挥作用。干涉消失是原子质心波函

数和光子自由度的关联所致。
从以上的讨论和1.2节的讨论可以看到并协原理得以实现,在不同的情况下会有不同

的机制。1.2节的讨论涉及相干的部分恢复问题,在本节的讨论中相干的消失是由于原子

与光子自由度产生了关联。那么如果能抹去这个关联,相干能否恢复? 这就是量子涂消器

(the
 

quantum
 

eraser)的思想。下文讨论的是一个原理性的涂消器,其实现是不容易的。考

虑图1.12中的原子-微脉泽腔系统。两个腔用探测器-光闸体系隔开,探测器的初态是它的

基态|g>。如果它吸收了一个光子,就跃迁到激发态|e>。当原子通过了双缝之后,打开光

21 第1章 波动、粒子二象性,并协原理,贝尔定理及有关实验

①

②

不计发射微波光子导致的原子动量变化。

例如式(1.3.1)便是
1
2
[ψ1(r)+ψ2(r)]|a>  |0102>。



闸,“符合条件”的光子遇到探测器就会被吸收,两个腔都处于基态。此时“哪一个路径”的信

息就被抹去。重要的一点是,此时原子已通过双缝,打开光闸和光子被吸收是不可能在物理

上影响原子的①。难道相干能恢复吗? 答案是肯定的,但需要探测器有一种特殊性质。光

闸打开之前,原子-腔-探测器体系的波函数是

ψ(r)=
1
2
[ψ1(r)|1102>+ψ2(r)|0112>]|b>|g> (1.3.5)

图1.12 量子涂消器

定义原子质心波函数的对称态ψ+和反对称态ψ-:
 

ψ± (r)=
1
2
[ψ1(r)±ψ2(r)] (1.3.6)

以及腔辐射场的对称态|+>和反对称态|->

|±>=
1
2
[|1102>±|0112>] (1.3.7)

波函数式(1.3.5)可以改写为

ψ(r)=
1
2
[ψ+ (r)|+>+ψ- (r)|->]|b>|g> (1.3.8)

如果探测器只对光子|+>态灵敏而对|->态不灵敏②,则在光闸打开之后总体系波函数就

变为

ψ(r)=
1
2
[ψ+ (r)|0102>|e>+ψ- (r)|->|g>]|b> (1.3.9)

第一项来自式(1.3.8)中的光子|+>被吸收,变为无光子态,而探测器被激发到|e>态,第二

311.3 并协原理的量子光学验证

①

②

这种措施称为“推迟选择”(delayed
 

choice),参阅1.9节。
这就是上文提到的“特殊性质”。探测器的作用是吸收光子从而使两个腔均处于基态而抹去了“哪一条路径”的

信息,而不是提供原子从哪一个腔通过的信息。



项没有变化。如果只求屏幕上的概率密度,则有

P(R)=
1
2
[|ψ+ (R)|2+|ψ- (R)|2]=

1
2
[|ψ1(R)|2+|ψ2(R)|2]  (1.3.10)

没有干涉条纹。但如果求探测器位于激发态时屏幕上的概率密度,则有

 Pe(R)=
1
2|ψ+ (R)|2=

1
4
{|ψ1(R)|2+|ψ2(R)|2+Re[ψ*

1 (R)ψ2(R)]}(1.3.11)

干涉条纹重现。如果只求探测器处于基态时屏幕上的概率密度:
 

Pg(R)=
1
4
{|ψ1(R)|2+|ψ2(R)|2-Re[ψ*

1 (R)ψ2(R)]} (1.3.12)

干涉也存在。由于干涉项与式(1.3.11)相比符号相反,可以称它为“反干涉条纹”,以虚线示

于图1.9(b)。如果不理会探测器的状态,把所有到过屏幕的原子都记录下来,就有

P(R)=Pe(R)+Pg(R)=
1
2
(|ψ1(R)|2+|ψ2(R)|2)

和式(1.3.10)完全一样。探测器提供了量子涂消的机会。如果在确切涂消的情况下(探测

器处于激发态)再记录屏幕上的原子,则干涉条纹完全恢复,当然记录的粒子总数会减半。
以上分析在原理上确立了量子涂消的可能性。相干的消失在于形成缠绕态。如果能设

法取消缠绕(取联合概率,丢开式(1.3.9)方括号中的第二项),则相干恢复。重要的一点是,
探测器的运作是在原子通过双缝以后,因此原子显示波动性或粒子性并非探测器“打招呼”
的结果,这是微观系统本来的性质,这一点在讨论贝尔定理时会再次遇到。

以上描述的量子涂消器原理很理想,但真正实现起来是困难的。首先实现量子涂消的

是乔瑞宇的研究组,他们使用了双光子干涉。我们将在1.6节讨论这个问题。
本节讨论的问题在1993年的一次会议上曾有过争论[10]。
史砚华等人在2000年展现了“推迟选择”的量子涂消器,我们在1.6节中再讨论这个装置。

1.4 单光子干涉实验

狄拉克在他的经典著作《量子力学原理》的第1章中讨论了量子力学对光子干涉的描

述:
 

“每个光子只和它自己干涉”,多年来有许多实验企图直接演示这个结论。他们用不同

的干涉仪、减弱的光源,还有“反聚束装置”,以“保证”在干涉仪中同一时刻只能有一个光子。
在实验中观察到干涉条纹,因此做出证实狄拉克论断的结论。20世纪80年代对光的统计

性质中的非经典效应的研究发展,对这个看来无懈可击的结论提出了挑战。

A.Aspect,P.Grangier和G.Roger[11]用分束器做反符合实验,原理示于图1.13。光源

S发出光脉冲,射在分束器BS(beam
 

splitter)上。发出脉冲的同时触发器对计数装置开一

个时间间隔为w 的窗口。光电倍增管PMt和PMr记录在透射(t)道和反射(r)道中的计数

率Nt和Nr。符合计数率为Nc。令Nw 为脉冲率,则反射、透射和符合计数概率分别为

Pr=
Nr

Nw
, Pt=

Nt

Nw
, Pc=

Nc

Nw
(1.4.1)

先从光的经典波动描述出发,设在一个时间窗口内的平均光强为i,在分束器处光分为两

束。令αt代表分束器透射效率和透射道探测器效率的乘积,则有

Pt=αtwi
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图1.13 检验光源单光子发射的装置

类似地,有

Pr=αrwi,

Pc=αrαtw2i2

对许多脉冲(窗口)做系综平均,有

Pt=αtw<i>,

Pr=αrw<i>,

Pc=αtαrw2<i2>
据柯西-施瓦茨(Cauchy-Schwartz)不等式<i2>≥<i>2,有

Pc≥PtPr (1.4.2)
定义

α=
Nc/Nw

Nt

Nw

Nr

Nw

(1.4.3)

则有

α≥1 (1.4.4)
如果光源发出的是光子,则这个装置应给出Pc=0,因为光子只能进入一个道,反射道或透

射道,亦即α=0。

Aspect的研究组用光二极管进行测量。减弱的光源相当于1个计数/1000脉冲。探

测器的效率约为10%,相当于一个脉冲只有0.01个光子。测量结果α≈1,说明一般光源不

论多么弱,只呈现经典性质。在经典光源中有宏观数量的原子处于激发态,可能有若干原子

同时发射光子。自发发射是随机的。经典光源的光子发射统计性质是泊松分布(Poisson
 

distribution)。不论光源如何弱(发射两个光子的平均间隔时间如何长),一个光子从光源发

出,立即有第二个光子发出的概率是有限的,即不为0。激光也属于经典光源,用经典光源

图1.14 Ca原子辐射级联,用于

单原子发射光源

所进行的干涉实验不能认为是对光子只能和自己干涉的

确切证明。这个证明必须用非经典光源,即α 要比1小很

多(由于窗口 w 有限,偶 然 符 合 使α 不 能 严 格 为0)。

Aspect的研究组制成了“单原子发射光源”。用激光双光

子共振激发Ca原子束到4p2
 

1S0 态,它级联发射两个光子

(相隔4.7ns),其能级和跃迁示于图1.14。第一个光子可

用于触发光子探测器,第二个光子进入分束器。在实验条

511.4 单光子干涉实验



件下有另一个Ca原子同时发射一个光子并也进入分束器的可能性很小。在触发率为

8800s-1 时计数5h,得出的结果是α=0.18±0.06,与最小经典值α=1比有13个标准偏差。
用单原子发射光源进行了干涉实验,图1.15是干涉仪示意图。MZ1 和 MZ2 是光电倍

增管,虚线代表镀膜的分束器BS1 和BS2。通过移动反射镜可以调节两臂的光程差。光波

在分束器上反射的一束和透射的一束相比有相角差π/2。因此如果两臂长度相等,进入

MZ1 的两束相差为0,而进入 MZ2 的两束相差为π。因此 MZ2 中不应有计数。当两臂长度

差连续变化时,两个探测器中的计数周期变化且正好反相,结果示于图1.16(计数时间为

15s/道)。光程差用通道数表示,一道相当于λ/50。这个实验相当于光源参数α=0.18。结

果表明,基本上同一时刻只有一个光子处于干涉装置之内,它实现了自己和自己的干涉。

图1.15 Mach-Zender干涉仪示意图

图1.16 MZ1 和 MZ2 的输出计数,作为光程差的函数
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独立光子束之间的干涉

一束光在分束器上分为两个分量,它们在此后重合并发生干涉。狄拉克[12]强调,每个

光子只和它自己干涉,两个不同光子间的干涉永远不会发生。入射束中的每一个光子都分

为两个分量。每个光子最终都和它自己干涉,即它的两个分量间发生干涉。狄拉克的判断

没有预言、也没有否定两个独立光子是否干涉,或两个独立光束相重叠时是否干涉。

A.T.Forrester,
 

R.A.Gudmundsen和P.Q.Johnson[13]进行了一个实验,他们观测到

两个频率稍有不同的非相干光阵列的拍频现象。他们用的是202Hg光源的546.1nm谱线的

两个塞曼(Zeeman)分量。这两个分量显然是从同一光源的不同原子发射出来的。光聚焦

在光阴极上,被击出的电子引入微波腔,在腔中测出电子发射的周期性。由于不同谱线的非

相干性和光阴极上不同地点拍频间的非相干性,测量的信号与噪声比极低,仅为3×10-5。
在保持总强度为常数的情况下采用拍频的光调制,信号与噪声比提高到2。拍频现象可以

理解为干涉,因为这个现象体现了电磁场叠加的效应:
 

是场强叠加而不是强度叠加。

R.Hanbury
 

Brown和R.Q.Twiss[14]研究了星体(热光源)的强度涨落。他们测量了两个探

测器光电流的关联函数:
 

G(2)(r1,t;
 

r2,t)=<I(r1,t)I(r2,t)> (1.4.5)
此处<>是作为两个探测器间距离|r1-r2|函数的系综平均。他们得到了有趣的结果:

 

G(2)

在|r1-r2|=0处呈现极大值,并且在|r1-r2|增大时逐渐减小到一个常数值。在G(2)减小

到常数值时相应的|r1-r2|就是星体光到达地球时的横向相干长度。这是两个非相干光源

间的干涉现象,作者用来估计星体的直径。从量子力学的观点看,这个现象是一种选择(光
子1进入探测器Ⅰ,光子2进入探测器Ⅱ)与另一种选择(将两个光子交换)间的干涉。

许多研究者用激光束进行研究,发现在光束经过高度减弱之后仍能观察到干涉现象。
弗莱格(R.L.Pfleeger)和曼德尔[15]采用了两个独立操控的单模激光。将光束减弱到一个

光子被记录之后下一个光子才被光源发射出来的程度。这时仍能观察到干涉现象。由于每

一轮实验记录的光子平均数目只有约10个,采用了光子关联技术得以展示干涉现象。作者

测得了关联系数。对上述这些实验,经典电磁场理论得出的结果与实验完全符合,甚至在光

束高度减弱时也是如此。理由是,对格劳伯(Glauber)态|α>≡||α|eiθ>,光束减弱可以使振

幅减小,但相位不受影响,干涉的相位关系维持不变。保罗(H.Paul)[16]计算了强度关联函

数式(1.4.5)。他考虑两个位于rⅠ与rⅡ并发出光子k1 与k2 的赫兹偶极振子。光子在r1
与r2 处进入探测器,得到的结果是

G(2)(r1,t;
 

r2,t)=4f4a~4 1+
1
2cos

(k2-k1)(rⅡ -rⅠ)    (1.4.6)

此处f 是与e-iωt 因子相配的电场E(+)的振幅,a~(t)=e
-2Γt/2 是偶极振子算符的阻尼因子。

G(2)(r1,t;
 

r2,t)对|r1-r2|的依赖通过k2-k1 实现,假设两个偶极子间的距离比源———
探测器距离小得多。

当我们研究两个受激原子发射的光子干涉时,情况会发生变化。这时电磁场不再能用

格劳伯态的密度矩阵描述了。电磁场应是量子化的,光子是电磁场的量子。令E(±)(r,t)
代表在(r,t)电磁场的正、负频率部分,分别与湮灭算符和产生算符相配。干涉由以下强度

关联函数描述:
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G(2)
qu (r1,t;

 

r2,t)=∑
i,j
<E(-)

i (r1,t)E
(-)
j (r2,t)E

(+)
j (r2,t)E

(+)
i (r1,t)> (1.4.7)

求和i,j=1,2,3,得到

G(2)
qu (r1,t;

 

r2,t)=2f4a~4 1+cos (k2-k1)(rⅡ -rⅠ)    (1.4.8)

将式(1.4.8)与式(1.4.6)比较,可以看出经典理论和量子理论有明显差别。经典G(2)的可

能极小值是它的平均值的1/2,而量子理论的G(2)
qu 的极小值是0。量子理论给出的关联要

强得多。如保罗所指出的[16],在格劳伯相干态中,经典理论与量子理论的等价性是光子数

的不确定导致的,而且没有上限。但当我们处理的是两个受激原子的场时,光子数是有限

的。在此情况下经典理论与量子理论不同。
最后要讨论这些实验是否和狄拉克的断言矛盾。曼德尔[17]指出它们不矛盾。实际上

确实有两个光子被记录下来,它们的关联和相对相位有关,即观测到干涉现象。关键之处在

于,是否可以将每个光子和两个原子分别联系起来。如果答案是肯定的,干涉就是在两个独

立光子之间进行的,但实际情况恰恰相反。由光电测量记录下的光子排斥了确定光子动量

的可能性,也就排斥了将光子归于两个原子(或两束光)之一的可能性。弗莱格和曼德尔[15]

用不确定性关系演示了这个结论。这样就和常规的干涉学一样,每个光子都是部分地属于

一束,又部分地属于另一束,而光子对自己和自己干涉。每个记录的光子是由两束建立的量

子化电磁场中的一个量子,它不属于哪个特定的束(原子),或者说,它属于两个束(原子)。
两个原子间的干涉现象将在1.5节进一步讨论。保罗在文献[16]中的提法,“狄拉克关于两

个不同光子之间的干涉永远不会发生的论述是不正确的”是不合适的。

1.5 多粒子干涉学

从20世纪80年代开始,一些实验室利用激光在非线性晶体中的“下转换”(down
 

conversion)产生一对光子。这种过程可以用来构成“二光子缠绕态”,从而制成二粒子干涉

仪。首先提出这个想法的是霍恩(M.A.Horne)和塞林格[18-19],不少研究组都建立了设备,
用此来集中研究量子力学基本问题的先导是曼德尔领导的研究组。这个研究方向呈现了光

的新的非经典性质,并对贝尔不等式的破坏给予了更精确的实验验证。新的研究结果正不

断涌现。

1.5.1 二粒子双缝干涉学

如图1.17所示,在O 处有粒子源,长度为d(图中未标出)。设有一位于S 处的粒子衰

变产生两个粒子。因为衰变粒子是静止的,所以两个衰变产物的动量基本上是相反的。A,

B 与A',B'是两对小孔。一对衰变产物可以通过A 和A'落到探测屏幕上的P 和P'点,但
它们也可以通过B 和B'落到这两点。这一对粒子的状态以

|ψ>=
1
2
(|A>1|A'>2+|B>1|B'>2) (1.5.1)

表示。式中|A>代表粒子动量指向A 点的状态,其余定义也与此类似。这一对粒子最终到

达P 和P',但它们各有两个选择,一个粒子可以选SAP 或SBP,另一个相应地选SA'P'或

SB'P'。令衰变粒子距O 为x,记录点P 距Q 为y,P'距Q'为y',并令L 代表OAQ 的距
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图1.17 二粒子干涉示意图

离,θ为∠AOQ,则有

SAP=L-xθ-yθ,

SBP=L+xθ+yθ
在P 处的概率幅为

ψ(P)∝eikL(e-ik(x+y)θ +eik(x+y)θ)

∝cos
2π
λ
(x+y)θ (1.5.2)

此处波矢k=2π/λ,λ为德布罗意波长。如果要测量源上各粒子衰变产物在P 与P'处的符

合计数,则其概率幅为

ψ(y,y')∝
1
d∫

d/2

-d/2
dx

 

cos2πλ
(x+y)θ

 

cos2πλ
(x+y')θ (1.5.3)

将被积分函数进行变换:
 

cos2πλ
(x+y)θ

 

cos2πλ
(x+y')θ=

1
2cos

2π
λ
(y-y')θ+

1
2cos

2π
λ
(2x+y+y')θ

因此有

ψ(y,y')∝
1
2cos

2π
λ
(y-y')θ+

1
2d∫

d/2

-d/2
dx

 

cos2πθλ
(2x+y+y') (1.5.4)

讨论两种极限情况:
 

(1)
 

d≫
λ
θ
,此时式(1.5.4)中的第二项很小,可以略去。第一项正是“条件性条纹”,即

如果确定P'点并令P 变化,两处的符合计数将周期性变化;
 

如果确定P 点,令P'变化,情况

也一样。这称为“双粒子干涉”。正是由于一对粒子都有相对应的两种选择,这两条路径就会

产生干涉。

(2)
 

d≪
λ
θ
,这样x 在式(1.5.3)的被积分函数中就可以忽略,得到

ψ(y,y')∝cos
2π
λyθcos

2π
λy'θ (1.5.5)

这是两个独立的单粒子干涉的乘积,两个粒子独立地自己和自己干涉。从动量空间分析,很
容易理解上述两种情况。

(1)
 

根据不确定性原理,粒子横向动量的不确定性为δk⊥∝
1
d
。如果d≫λ/θ,则有

δk⊥≪
θ
λ
, 
δk⊥

k⊥
≪

θ
2π

(1.5.6)
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每个粒子的横向坐标不确定性太小,不足以包括A,B(或A',B')两个孔,因此它们都无法

和自己干涉,没有单粒子条纹。

(2)
 

如果
 

d≪
λ
θ
,则有

δk⊥

k⊥
≫

θ
2π
,每个粒子都可以“照亮”自己一侧的两个孔,因此就有

单粒子条纹。但由于横向动量不确定性太大,无法保证一个粒子通过A 就有另一个粒子通

过A'的对应(B,B'也是如此)。因此就破坏了二粒子缠绕态(式(1.5.1)),不能产生二粒子

条件性条纹。
从上述分析可以看到,二粒子干涉与单粒子干涉存在一个重大不同。以光子而论,单粒

子干涉可以用电磁波动理论描述,但双光子干涉是从缠绕态开始的,这是基于量子力学的原

理,因此是非经典性的,属于非经典光学现象。

1.5.2 下转换光子干涉实验

激光通过非线性晶体的下转换使原有光子k 转变为两个相互关联光子kA 和kC,并有

k=kA+kC。实验[20]和理论[21]显示,在|kA|≠|kC|的情况下,可以获得相对于入射光子

方向不对称的下转换光子(图1.18)。如图1.19所示,在下转换晶体S右方的光阑上取

4个针孔,使从晶体中射出的关联光子对可以有两种选择:
 

A 和C 方向,或D 和B 方向,并
且有

|kA|=|kD|, |kB|=|kC| (1.5.7)

图1.18 不对称下转换光子对 图1.19 二粒子干涉仪示意图

这样就获得一对关联光子的缠绕态:
 

|ψ>=
1
2
[|kA>1|kC>2+|kD>1|kB>2] (1.5.8)

在干涉仪(图1.19)装置中,光子沿A 经反射镜 MA 到移相器ϕ1,再到分束器 H1,之后或进

入探测器U1,或进入L1。相应地,另一个光子沿C 经反射镜 MC 到达分束器H2,后之或进

入探测器U2,或进入L2。以上是这对光子的第一种选择。它们的另一种选择是第一个光

子沿D 经 MD,H1 进入U1 或L1,第二个光子沿B 经 MB,ϕ2,H2 进入 U2 或L2。探测器

U1 和L1 接受的是第一个光子两条可能选择的路径A 和D 复合后的结果,U2 和L2 则是第

二个光子两条可能选择的路径B 和C 复合后的结果。需测量的是二光子的符合计数率,它
作为相移ϕ1 和ϕ2 的函数,然后和量子力学理论计算进行比较。

设探测器的量子效率为η,则探测器U1 和U2 的符合计数率为η2|A(U1U2|ϕ1ϕ2)|2,
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此处A(U1U2|ϕ1ϕ2)是作为ϕ1 和ϕ2 函数的U1U2 符合概率幅,它是和两对相关联路径

(AC 与DB)的概率幅的叠加:
 

A(U1U2|ϕ1ϕ2)=
1
2

1
2
ie
iϕ1  12+eiθ

1
2  1

2
ie
iϕ2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (1.5.9)

此处e
iϕ1 与e

iϕ2 是在沿A 与B 路径通过相移器获得的相因子,1
2

与1
2
i分别对应在分束器

处的透射与反射。式(1.5.9)方括号中的每项都有两个因子分别对应相互关联的第一个与

第二个光子的路径。eiθ 与反射镜和分束器的安排有关,与ϕ1 和ϕ2 无关。类似地可以得到

A(U1L2|ϕ1ϕ2)=
1
2

1
2
ie
iϕ1  1

2
i  +eiθ 12eiϕ2  1

2  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

以及A(L1U2|ϕ1ϕ2),A(L1L2|ϕ1ϕ2)。两个探测器的符合计数率分别是η2 乘以符合概率

幅的模平方:
 

P(U1U2|ϕ1ϕ2)=P(L1L2|ϕ1ϕ2)=η2
1
4+

1
4cos

(ϕ2-ϕ1+θ)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁   (1.5.10)

P(U1L2|ϕ1ϕ2)=P(L1U2|ϕ1ϕ2)=η2
1
4-

1
4cos

(ϕ2-ϕ1+θ)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁   (1.5.11)

符合计数率显示出二粒子干涉。如果只记录一个探测器(例如U1)的计数率,就有

P(U1|ϕ1ϕ2)=P(U1U2|ϕ1ϕ2)+P(U1L2|ϕ1ϕ2)=
η2

2
(1.5.12)

同样有

P(U2|ϕ1ϕ2)=P(L1|ϕ1ϕ2)=P(L2|ϕ1ϕ2)=
η2

2
(1.5.13)

  一对关联光子的干涉现象把狄拉克的名言做了补充:
 

“一对关联光子只和自己这一对

干涉。”
文献[18]在此基础上讨论了以上实验安排的变种,包括许多研究组的双粒子干涉仪。
这和狄拉克的名言“两个不同光子之间的干涉永远不会发生”是否矛盾? 回答是不矛

盾。两个下转换光子处于缠绕态。这对光子的路径有两种缠绕的选择:
 

A 与C,或D 与B。
干涉是在这两种选择间发生,而不是在两个光子间发生。实际上这两个光子根本不会相逢:

 

一个进入探测器U1 或L1,另一个进入U2 或L2。这种情况在曼德尔等人[22]的另一个实验

中可以看得更清楚。一对下转换光子在分束器上混合,每个光子都可以进入探测器A或探

测器B。两个探测器中任何一个的计数都不呈现干涉(因此两个光子间没有干涉),而两个

探测器的符合计数则可以显示干涉。很明显,在分束器上产生的每个光子的两个分量间发

生了干涉。勒格罗(Legero)等人[23]进行的两个单光子量子拍频实验是另一个有趣的例子。
两个独立的光子长脉冲到达分束器。一般来说,两个脉冲到达的时间有一个间隔,当然间隔

也可以是零。每个脉冲都会进入探测器A或探测器B。一个探测器首先记录了光子,这个

测量将原始独立的两个光子缠绕起来。两个探测器的符合测量缠绕光子对的相干。每个光

子都可以进入A 或B,但A 或B 的单独计数不呈现两个光子间的干涉,只有两个探测器的

符合计数显示每个光子的两个模式(分量)之间的干涉。
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1.5.3 发射时间的干涉

曼德尔[24]曾经指出,当两个独立的且在空间上分开的单原子光源使两个探测器产生符

合计数,且记录的两个光子中的其中一个一定来自一个光源,而另一个来自另一个光源时,
只要没有关于光子究竟来自哪一个光源的信息,就会发生干涉。J.Franson[25]提出另一个

想法:
 

只要无法判断光子是在什么时间发出的,就存在二光子干涉。乔瑞宇在Franson想

法的基础上建立了高可见度干涉装置[26]①。图1.20(a)为实验装置示意图,其中 M1,M2 是

反射镜,B11,B12,B21,B22 是分束器,F1,F2 是滤光片,D1,D2 是探测器。图1.20(b)是装置

的简化图,图中一对下转换光子同时到达探测器D1 和D2。在途中它们都有选择长途径和

短途径的可能。长短途径所需的时间差在实验中是4ns,而探测器的“同时”,实际是在窗口

1ns内。由于两个光子在下转换中是同时产生的,所以,它们或是都选择了长途径,或是都

选择了短途径。但装置中没有判断发射时间的可能,因此只能用线性组合表示这个缠绕态:
 

|ψ>=
1
2
(|s>1|s>2+|l>1|l>2) (1.5.14)

图1.20 发射时间干涉仪装置

(a)
 

示意图;
 

(b)
 

简化图

式中,s代表短途径,l代表长途径。变更一个光子的长途径长度(移动图1.20(a)中的棱

镜)就能改变|ψ>中两项的相对相角。令ΔLi=Li-Si,此处i=1,2,而Li 与Si 分别代表
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① 这个装置还对贝尔不等式被破坏给予了精确的演示,见1.8节。



光子i的长途径与短途径长度。|ψ>中两项的相对相角为

Δϕ=ω1
ΔL1

c +ω2
ΔL2

c =
ω1+ω2

2c
(ΔL1+ΔL2)+

ω1-ω2

2
(ΔL1-ΔL2)

此处ω1 与ω2 是两个光子的角频率。在实验中选择ω1≈ω2,即ω1-ω2≈0。引入ωp=ω1+
ω2,ωp 是产生下转换光子的角频率。因此

Δϕ=
ωp

2c
(ΔL1+ΔL2) (1.5.15)

探测器的符合计数率R 满足:
 

R ∝|1+eiΔϕ|2=2+2cos
ωp

2c
(ΔL1+ΔL2)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (1.5.16)

理论上干涉的可见度应是100%,实际上实验达到的是80.4%。
在此后一个类似的实验[27]中,两个能量相同的下转换光子从非线性晶体同时发出,在

光纤中各自传播达到相距10.5km的两个干涉仪。观测到的二光子干涉可见度达81.6%。
缠绕态能够保持如此远的距离,不仅在理论上证实了量子力学关联(并非鬼怪式的相互作

用),而且对量子信息学(量子密码与量子远程传递)也有实际意义。
现在可以回到1.4节讨论的经典光源问题。通常具有大量能发出辐射的原子的光源被

认为是经典源。发出辐射原子数量很少的源不能认为是经典源,因为经典电磁理论已不适

于描述这类光源,而应该用量子场论来描述。曼德尔[24]发现场论的结果和经典电磁理论的

结果相差很多。在原子数目较多的极限下,两种理论趋于一致,这是可以预期的。出人意料

的是,当原子数目不多但具有泊松涨落时,量子理论的预言也和经典理论一致。因此,不论

一个热光源是多么弱,它也是一个经典光源,其反符合系数α接近1,起关键作用的是涨落。

1.5.4 相干与路径可区分性

费曼有一句格言:
 

“只有在一个装置中无法在物理上互相区分的状态才能干涉。”邹兴

宇、王力军和曼德尔的实验[28]对这个原则给予了明确的证明。图1.21(b)的虚线A和C是

分束器,入射的紫外光子在A处分为二束,各经反射进入非线性晶体X1 和X2。每个光子

只能在一块晶体(X1 或X2)中产生下转换,所以产生的是缠绕态:
 

1
2
(|d>1|e>2+|h>1|k>2)

束d 和h 都能进入D1。它们能干涉吗? 如果能对e和k 分别进行监察,就能判断D1 接收

的是从哪一个晶体来的下转换光子:
 

如果e有计数,则进入D1 的一定是d;
 

如果k有计数,
则进入D1 的一定是h。这样就不会有干涉。如果将e和k的路线重叠起来,就失去了判断

的潜在可能,从而出现干涉。此时的状态

1
2
(|d>+|h>)1|k>2

是乘积态而不是缠绕态。此时调节移相器P就会出现D1 中的干涉。具体分析如下:
 

在分

束器A(半透明)处,束a 变为束b与束c的线性组合,即

|a>→|b>+i|c>

2
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图1.21 邹兴宇、王力军和曼德尔干涉仪的实验图和示意图

(a)
 

实验图;
 

(b)
 

示意图

此处i表示反射束有π/2相移。在B处(为了以下讨论,以实数T 和R 表示其透射和反射率),

|e>→T|g>+iR|f>
在C(半透明)处

|h>→|l>+i|m>

2
, |d>→|m>+i|l>

2
在移相器P处

|h>→eiϕ|h>
在下转换晶体处(令η为下转换系数,为10-6 量级),

|b>→η|d>1|e>2,

|c>→η|h>1|k>2
将|g>和|k>准直,有

|g>→|k>
将以上各过程总结,有

|a>→
1
2
(|b>+i|c>)→ η

2
(|d>1|e>2+i|h>1|k>2)

→η
2
[(T-eiϕ)|m>+i(T+eiϕ)|l>]1|k>2+

iη
2
R(|m>+i|l>)1|f>2 (1.5.17)

求D1D2 的符合计数率,通过选取式(1.5.17)中|l>1|k>2 的系数,取其模平方即可:
 

η2

4
[(T+cosϕ)2+sin2ϕ]=

η2

4
(1+T2+2Tcosϕ)

干涉条纹对比度为

 =
2T
1+T2

(1.5.18)

随T 的增加而增加,从T=0的 =0开始直到T=1的 =1。如果只测探测器D1 的计数
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率,则它是|l>1|k>2 与|l>1|f>2 的系数模平方之和:
 

η2

4
[(T+cosϕ)2+sin2ϕ]+

η2

4
R2=η2

4
[1+T2+2Tcosϕ+R2]

=η2

2
(1+Tcosϕ)

最后的等式来源于T2+R2=1,这时干涉条纹的可见度为

  =T (1.5.19)
考虑到实际的实验参数,即入射光能量在晶体中下转换的比例分数、泵浦波的强度和交叉关

联,与T 成正比关系的比例常数仅在极端情况下才为1[28],实验结果示于图1.22。

图1.22 可见度与透射率的关系

取自文献[28]

  重要的是,虽然D2 这一束并不在相干路径内,它却能影响D1 这一束的干涉条纹可见

度。D2 这一束的作用是:
 

使“从哪一条路来”(从X1 还是从X2)的判断成为不可能。一对下

转换光子(或称“共轭光子”)是相互关联的,操纵一个就能影响第二个。T=0导致 =0,是因

为阻挡e束就能根据k束有无光子判断D1 中的光子是来自X1(k束无光子)还是X2(k 束有

光子),这样D1 就不可能看到干涉条纹。在图1.23中,探测器D1 中的计数率Rs 绘为曲线

A。它是图1.21(b)中分束器C位移的函数,或等价地是图1.21(b)中相移器相位ϕ 的函

数。当辅助束e被阻挡时(T=0)计数率绘为曲线B。

图1.23 D1 中的计数率
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这个实验再次指明,毁掉相干的原因是潜在的信息,而非必须是实际掌握的信息,只要

不把|g>和|k>准直,式(1.5.17)原有的η
2
i(T+eiϕ)|l>1|k>2 就会变为η

2
(ieiϕ|l>1|k>2+

iT|l>1|g>2)。再求D1D2 符合,就只有η2/4,不用实际去测|g>和|k>,相干就丢了。

1.6 双光子干涉仪量子涂消器

在1.3节中讨论了量子涂消器的概念,真正实现的首先是乔瑞宇研究组的双光子干涉

仪[29],图1.24是实验装置的示意图。氩离子激光器351.1nm的泵浦光子在非线性晶体

KDP中下转换为两个平均值为702.2nm的共轭光子,用滤波器限制带宽为10nm。两个关

联光子通过反射镜同时射到分束器上,两个输出道D1,D2 测量单独计数和两道的符合计

数。图1.25(a)是简化的干涉仪图,图1.25(b)是对符合计数有贡献的路径:
 

两个光子在分

束器处或者都是反射(r×r)或都是透射(t×t)。当两路程差为0时,符合计数是

Pc=|r×r+t×t|2=
i
2

×
i
2

+
1
2

×
1
2

2

=0 (1.6.1)

因子i来自分束器处反射带来的相位差π/2。当程差比相干长度大得多时,r×r和t×t两

路不再相干,计数率是二者的模方之和:
 

Pc=
1
2

(1.6.2)

由于每个光子在分束器处反射与透射的概率都是50%,符合计数应占1/2,另外1/2是两个

光子进入同一个探测器的情况。实际上在分束器后的波函数为

|ψ>Δx=0=
1
2
[|1112>+i2|1112>+i|2102>+i|0122>]

=
i
2
[|2102>+|0122>] (1.6.3)

福克(Fock)态|nm>代表向探测器 D1 传播的有n 个光子,向 D2 传播的有 m 个光子。

Δx=0代表程差为0。如果移动图1.24中的棱镜以调整两个路径的程差δL,则符合计

数概率将从0增加,直到程差趋近相干距离,符合计数率趋向1/2并与程差无关,这时干

涉消失。

图1.24 观察量子涂消的干涉仪装置示意图
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图1.25 干涉仪简图和对符合计数有贡献的路径

(a)
 

干涉仪简图;
 

(b)
 

对符合计数有贡献的路径

从式(1.6.3)可见,在程差为0时两个缠绕光子在同一方向离开分束器(去往探测器1或探测

器2)。这 个 现 象 是 由 曼 德 尔 等 人[22]最 初 发 现 的,此 后 被 称 为“光 子 聚 团”(photon
 

coalescence)。有趣的是,两个独立的光子也有同样现象。例如在1.5节中提到的勒格罗等

人[23]的量子拍频实验。两个光子脉冲相继被记录到。第一个光子测量将两个光子缠绕起来,
这就决定了第二个光子被任意一个探测器接收到的概率。相同频率的光子聚团最为明显。

下转换产生的两个光子都是水平偏振的。如果在一束中放置半波片,其光轴与水平偏

振方向成ϕ/2角(图1.24中的HWP),这个光子的偏振方向就和水平成ϕ,如果ϕ/2=45°,
则偏振就变为垂直方向了。这样偏振就成为一个新的参数,可以用来辨认进入任何一个探

测器的光子是从“哪一个路径”来的。可以预料,干涉现象将会消失。令 H 代表水平偏振,

V 代表垂直偏振。光子通过半波片偏振变为 H+ϕ,即偏振与水平成ϕ:
 

|1H+ϕ>=|1H>cosϕ+|1V>sinϕ (1.6.4)
放置半波片后在分束器后面的波函数为

|ψ>Δx=0=
1
2
[|1H

11H+ϕ
2 >+i2|1H+ϕ

1 1H
2>+i|1H+ϕ

1 +1H
1 ,02>+i|01,1H

2 +1H+ϕ
2 >]

(1.6.5)
再用式(1.6.4)与式(1.6.5)中的|1H

11H
2>cosϕ 两项对消,余下的项为

|ψ>Δx=0=
1
2
[|1H

11V
2>sinϕ-|1V

11H
2>sinϕ+i|2H

102>cosϕ+

i|1V
1 +1H

1 ,02>sinϕ+i|012H
2>cosϕ+i|011H

2 +1V
2>sinϕ] (1.6.6)

只有前两项与符合测量有关,因为其他福克态是|02>或|20>。符合测量的结果为

Pc=
1
4
[2sin2ϕ]=

1
2sin

2ϕ (1.6.7)

这个结果是取了式(1.6.6)中|1V
11H
2 >和|1H

11V
2>的系数,将它们平方再相加得来的。这两个

状态都是两个探测器中各有1个光子,为什么没有干涉项呢? 原因是这两个状态是正交

的———偏振态正交。这是加了半波片的结果:
 

它使两个状态正交,因而干涉为0,这和提供

分辨“从哪条路来”的潜在可能是共生的。不论测量与否,结果总是一样的。在图1.26(a)中
半波片方向的不同导致对干涉的不同效应。在图1.26(b)中绘出了半波片角度函数的可见度。

进行量子涂消就是反其道而行之。在两个探测器前面各放一个检偏器P1 和P2,检偏

方向分别为θ1 和θ2。设原来的半波片放置于ϕ/2=45°,则式(1.6.6)变为

|ψ>Δx=0=
1
2
[-|1V

11H
2>+|1H

11V
2>+…] (1.6.8)
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图1.26 不同半波片方向对干涉产生的不同效应和半波片角度函数的可见度

取自文献[29]

(a)
 

不同半波片方向下表现干涉的符合计数率急降的轮廓;
 

(b)
 

半波片角度函数的可见度

检偏器的作用是求出式(1.6.8)态在

<θ1|=<1H
1|cosθ1+<1V

1|sinθ1
和

<θ2|=<1H
2|cosθ2+<1V

2|sinθ2
上的投影。结果是

<θ1θ2|ψ>Δx=0=
1
2
(cosθ1sinθ2-sinθ1cosθ2)

=
1
2sin

(θ2-θ1)

以及

Pc(0)=|<θ1θ2|ψ>Δx=0|2=
1
4sin

2(θ2-θ1)

如果θ1=θ2,则Pc(0)=0完全恢复了量子干涉的值。如果程差大于相干长度,则式(1.6.8)
的两项不再相干,求Pc 时须将它们分别投影到<θ1θ2|,取模方再相加:
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Pc(x>cτ)≈
1
2
<θ1θ2|1H

11V
2>

2

+
1
2
<θ1θ2|1V

11H
2>

2

=
1
8
{sin2(θ2-θ1)+sin2(θ2+θ1)} (1.6.9)

由于半波片的作用,在D1,D2 两个探测器道都有“哪一条路径”的信息,必须在两个探测器

前都放置检偏器才能消去信息。另有很重要的一点:
 

涂消是在干涉仪的输出口之后进行

的,刚刚在两个探测器进行符合测量时恢复了干涉效应。检偏器角度的设置完全决定了这

一对共轭光子的表现。理论与实验的比较示于图1.27。图1.27(a)是理论曲线,给出了两

个检偏器设置角度不同时涂消的结果。图1.27(b)中的点是实验数据,曲线是理论计算修

正到可见度为91%的结果。远离曲线最低点没有干涉现象,因此方位角无关紧要。在最低

点附近,光子2极化的非定域塌缩导致了正弦曲线公式的变化。棱镜移动由步进压电电机

完成,它的位置分辨率是0.13μm。

图1.27 涂消器的理论与实验比较

(a)
 

检偏器的角度不同设置的涂消结果(理论);
 

(b)
 

实验数据,理论曲线已调整到可见度为91%
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史砚华等人[30]进行了一个推迟选择的量子涂消器实验,选择通过在分束器上的光子随

机地做出,原理示于图1.28。标记为A或B的原子由弱激光器激发。激发原子(A或B)通
过级联衰变发射一对缠绕光子。向右方传播的光子1由探测器D0 记录。D0 沿x 轴方向扫

描观察干涉条纹。向左方传播的光子2遇到50/50分束器。如果光子2是从原子A 发射

的,它将沿路径A 遇到分束器BSA,以50%的概率反射或透射。如果它是从原子B 发射

的,就将沿路径B 遇到分束器BSB,以50%的概率反射或透射。如果光子在分束器上透射,
它将到达探测器D3 或D4。由原子级联衰变产生的这对光子是处于缠绕态的:

 

|ψ>=
1
2

|1>A|2>A+|1>B|2>B  

在探测器D3 或D4 记录到光子就能提供光子2的走“哪一条路径”的信息,而光子1的路径

也因此成为已知。

图1.28 量子涂消器实验

取自文献[30]

如果在任意一个分束器上光子2反射,它将遇到另一个50/50分束器BS而被探测器

D1 或D2 探测到。由于分束器BS的存在,探测器D1 或D2 的触发涂消了光子1走“哪一条

路径”的信息。因此可以通过设计光子的关联安排干涉的消失或恢复。两个光子的状态可

以重新表述为

|ψ>=
1
2

|1>+|2>++|1>-|2>-  

此处

|1>±=
1
2
[|1>A±|1>B], |2>±=

1
2
[|2>A±|2>B]

这些状态都代表同一个光子两个状态的相干叠加,正是典型的双缝波函数。D1 或D2 记录

到光子2导致波函数塌缩,显示光子1的状态由|1>+或|1>-给出,保持了干涉条纹。
实验设计中原子A,B和D0 的距离远小于A,B 和分束器BSA,BSB的距离,有无路

径信息的选择由光子2随机实现。在光子1触发探测器D0 之后,光子2仍然在去往分束

器的途中。这个推迟选择是上面讨论过的惠勒的主旋律的更强的“变奏”。D0 与探测器

Di(i=1,2,3,4)中任意一个的延迟符合计数率(记为R0i)保证事件是由一对光子生成

的。R01 与R02 的联合计数率显示D0 坐标x 的函数的干涉图样。这反映了光子1的波

动性。R03 与R04 的联合计数率则不显示干涉图样,因为提供了光子1走“哪一条路径”
的信息。
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在实际实验中,泵浦激光束通过双缝在BBO晶体中形成 A 与B 两个区域。从 A
或B 产生一对下转换光子。光子2的到达比信号光子1迟7.7ns。图1.29给出了实

验安排。

图1.29 实验安排

取自文献[30]

图1.30给出了作为x 函数的R01 与R02,观察到标准的杨氏干涉图样。它们是共轭的

干涉条纹,相移为π。它们之和当然是没有结构的常数值(图1.31)。图1.32给出的R03 不

显示干涉。

图1.30 R01 与R02 的共轭条纹

取自文献[30]

推迟选择涂消器的概念曾引起过不少争论,因为在过去记录下的光子1如何能受光子

2在未来的行为影响? 事实上,缠绕态|ψ>是决定物理状态的。究竟选择第一方案(确定“哪
一条路径”)还是第二方案(两条路径),是由光子2的行为随机选定的。实际上,在实验完成

之后把D1~D4 各探测器记录的数据分类处理才能把物理的全部内容揭示出来。单独由D0
记录的数据(图1.31)给不出什么信息。
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图1.31 R01 与R02 之和不呈现干涉

取自文献[30]

图1.32 R03 不呈现干涉

取自文献[30]

1.7 爱因斯坦和玻尔关于量子力学的争论,贝尔定理

20世纪两位最伟大的物理学爱因斯坦和玻尔曾在1930年和1935年就量子力学进行

过两次争论。1935年的争论被称为“EPR佯谬”。关于这个问题的讨论从1965年起又成为

非常热门的话题,研究工作空前地兴旺起来。原因是最初的争论仅限于理论概念和“假想实

验”,而贝尔在1965年的一篇论文却提出了基于爱因斯坦观点的“隐变量理论”可以用实验检

验,其判据后来被称为“贝尔不等式”。从20世纪60年代后期起进行了许多验证不等式的实

验。20世纪80年代所进行的实验已经基本上达到过去只能在理论上讨论的“想象中实验”的
水平。这些理论和实验的发展使人们对量子力学的基本问题有了进一步的认识,研究仍在继续。

1.7.1 1930年爱因斯坦对量子力学的批评:
 

“量子力学是不自洽的。”

1930年在布鲁塞尔举行的塞尔维(Solvay)讨论会上,爱因斯坦提出一个假想实验。在

一个密闭的盒中有辐射存在,事先测好盒的质量。由一个预先设计好的钟表机构开启盒上
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图1.33 爱因斯坦之盒

的快门,经短时间T 后关闭。在此期间有一个光子

逸出。快门关闭后再测盒的质量,两次测量值之差

正好是逸出光子的能量E。由于时间T(由钟表机

构测量)和光子能量(由盒的质量变化测量)两种测

量是独立的、互不干扰的,测量精确度不互相制约,
因而破坏了ΔT·ΔE≥ 的不确定关系,他的结论是

“量子力学是不自洽的”。对这个批评玻尔一时感到

很困惑。对量子力学不确定性原理的正确性,玻尔

是深信不疑的,但一时又找不到爱因斯坦论据的错

误。经过一夜苦思,第二天玻尔在黑板上画了这个

假想的实验装置(图1.33)。玻尔指出,必须对测量过

程做认真分析,才能找出时间和能量测量精确度之间

的关系。在光子逸出时(时间测量),盒子获得一个向

上的动量:

p≤TE
c2g

(1.7.1)

此处g 为重力加速度,而动量的不确定值为

Δp≤TΔE
c2g

(1.7.2)

盒子的两次平衡位置之差Δx 是和Δp 有关的:
 

Δp≥
 
Δx

(1.7.3)

因此

 ≤TΔE
c2
Δxg (1.7.4)

T 的测量不确定值是由位置不确定值Δx 引起的引力势不同,从而影响钟表快慢所致。据

引力红移公式:

ΔT
T =gΔx

c2
(1.7.5)

将式(1.7.5)代入式(1.7.4)即得出

ΔEΔT ≥ (1.7.6)
玻尔用爱因斯坦自己提出的引力红移回敬了他,说明量子力学是自洽的。从此爱因斯坦没

有再提自洽性的问题。

1.7.2 Einstein-Podolsky-Rosen佯谬:
 

“量子力学描述是不完备的。”

1933年爱因斯坦等三人提出了对量子力学新的批评[31],文献中将此称为“EPR佯谬”。
他们三人在分析量子力学理论是否完备时,考察了一个由两个粒子组成的一维系统,并提出

了用于判断这个问题的3个前提:
 

①对于任何两个互不接触且不可能直接作用的系统,对
其中任何一个系统的测量,量子力学的预言是正确的。②要是对于一个系统没有干扰,我们
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能够确定地预测(概率等于1)一个物理量的值,那么对应于这一物理量,必定存在着一个物

理实在的元素。③对于任何两个分开的系统,对其中一个系统做的任何物理操作不应立刻

对另一个系统有任何影响,也可以说自然界没有超距作用。这就是历史上有名的爱因斯坦

可分隔原则。现在考虑由两个粒子组成的一维系统。显然,粒子1的x1 和p1,粒子2的x2

和p2 互不对易。但是我们发现x1-x2 和p1+p2 这两个算符是互相对易的,由此可以找

到一个态函数,它同时是算符x1-x2 的本征值为a 和算符p1+p2 的本征值为0的本征函

数,即δ(x1-x2-a)。如果测得粒子1的坐标x1 为x,那么便可以确定粒子2的坐标x2

必为x-a。另一方面,测得粒子1的动量p1 为p,由此可以确定粒子2的动量p2 必为

-p。
 

若设a 为足够大,则对粒子1的任何物理操作,并不对粒子2引起任何干扰。按照上

述三个前提之②,可断定对应于x1,p1,x2,p2,存在着4个独立的物理实在的元素。而量

子力学则指出,x1 与p1,x2 与p2 是不对易的,因此两对量各自只有一个独立的物理实在

的元素与其对应。所以整个系统只能有两个独立的物理实在的元素与其对应。三人由此断

言,量子力学理论的描述是不完备的。为了使所讨论的问题与实验更接近,我们介绍另一个

版本的EPR佯谬,即玻姆(D.Bohm)版本的EPR佯谬[32],并就此进行详细分析。
玻姆版本的EPR佯谬将原佯谬的系统中两个粒子的坐标和动量改换为三个自旋分量

来考虑。设由两个自旋为1/2的粒子组成一个系统,处于总自旋为0的状态(单态)。其自

旋波函数为

ψ=
1
2
[u↑(1)×u↓(2)-u↓(1)×u↑(2)] (1.7.7)

式中,u↑和u↓分别代表自旋分量为1/2和-1/2的旋量波函数。自旋量子化轴n� 的方向

是任意的。该系统处于单态意味着两个粒子处于自旋反平行的状态。设两个粒子相距甚

远,由式(1.7.7)可知,测量粒子1自旋x 分量的结果是1/2或-1/2,概率各占一半。同时

由式(1.7.7)可以判断,若粒子1的自旋x 分量的测量值为1/2,与此相应,粒子2的自旋x
分量必然是-1/2;

 

若粒子1的自旋x 分量的测量值为-1/2,与此相应,粒子2的自旋x 分

量必然是1/2。因此,一个观测者可以不干扰粒子2,就能确定地预言它的自旋x 分量。根

据同样的操作,观测者可以不干扰粒子2,就能确定地预言它的自旋y 分量和自旋z分量。
对此,按照EPR佯谬前提来分析,根据前提②,由于测量Sx(1),Sy(1),Sz(1)可以不

对粒子2作任何干扰(前提③:
 

没有超距作用),便能确切地预言Sx(2),Sy(2),Sz(2)。根

据前提②可以得出结论,与粒子2的Sx(2),Sy(2),Sz(2)相对应,存在3个独立的物理实

在的元素。但是,根据量子力学的原则,Sx(2),Sy(2),Sz(2)互不对易,因此,不可能具有与

之相对应的3个独立的物理实在的元素,而只能有1个物理实在的元素。如果由EPR佯谬

的三个前提分析,可以得出结论,量子力学理论的描述是不完备的。
三个前提中,前提②是有问题的,该前提中有“我们能够确定地预测”的提法。要想确定

地预测Sx(2),就必须安排实验测定Sx(1)。此时我们就不能预测Sy(2)和Sz(2)。玻尔在

对EPR佯谬挑战的回答[33]中指出:
 

“对粒子1的测量正是影响了对确定体系未来行为所做

出的预言类型的条件。”这句话的意思是:
 

对粒子1做Sx(1)测量,就确定了对粒子2未来

行为做出预言的类型,即Sx(2),而不能是Sy(2)或Sz(2)。由于决定自旋3个分量的安排

是互相排斥的,因此只能确切预言粒子2的一个自旋分量,而不是3个,结论是不存在量子

力学描述不完备的问题。
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值得注意的是,在前提②中有“不对系统做任何干扰”的提法。在量子力学早期的文献

或教科书中常把物理量A 与B 不能同时具有确定值归结为在测量A 时干扰了粒子,影响

了确定B 的值。因此EPR佯谬强调的是既然没有干扰粒子2,那么它所有的物理量都有确

定值。海森堡和爱因斯坦讨论量子力学矩阵表述时说,只有可观测量才能进入理论。爱因

斯坦[34]说:
 

“哪些量是可观测量不应是我们的选择,而应由理论给出,由理论向我们提示。”
自旋的3个分量能否同时存在相应的物理实在元素,不能人为地把经典力学搬到微观体系

来认定,而应通过实验来考验量子力学理论的结果。在认定自旋的3个分量存在着相应的

物理实在的元素这类问题上,爱因斯坦并未遵守他自己做出的正确判断。罗森菲尔德(L.
Rosenfeld)评论[34]:

 

“这是一个很聪明的见解,或许爱因斯坦自己应该记住的。”
在两个粒子相距很远时,对一个粒子的不同测量结果立即可以预言另一个粒子的不同

性质。这是由角动量守恒通过波函数产生关联而产生的。对一个粒子进行测量,就从系统

波函数中析出相关的部分(波函数编缩),其中包含了另一个粒子的信息,而不是对一个粒子

进行的测量能对另一个粒子传递什么信息。果真如此,倒真是超距作用了,EPR佯谬的第

三个前提就是为此提出的。本章1.9节的推迟选择实验结果证明了在进行测量中不存在传

递信息的问题。在2.2.2节讨论了纠缠态施密特(Schmidt)分解后还会进一步分析,对一个

粒子进行测量没有信息传递给第二个粒子。
由于不能接受对量子力学关联(缠绕态)的描述,同时认为对第二个粒子信息的获得是

一种物理上作用的结果,爱因斯坦把这种实际上不存在的作用称为“鬼怪式(spooklike)的
超距作用”。“定域相互作用”在经典场论和量子场论中是被物理学家广泛接受的。但爱因

斯坦提出“可分隔原则”反对超距作用。实际上,是否通过叠加原理建立量子力学关联,才正

是量子力学的重要特征。爱因斯坦等三人提出的问题实际上不是佯谬,而是对建立一种新

的理论的建议。他们的观点引出了大量的“隐变量理论”研究,这类理论认为量子力学的描

述是不完备的。在标明系统状态的力学变量(它们都具有确定值)中,有一些在量子力学中

是不出现的,它们被称为“隐变量[35]”。例如量子力学标明自旋状态,可以用S2 和Sz,这里

Sx 和Sy 就是隐变量。量子力学中对隐变量的测量值实际上是对一定系综的统计平均值。
隐变量理论可以分成两类:

 

一类企图重现量子力学的所有可观测结论,这时一些力学量会具

有很奇特的性质,或需要引入很奇特的相互作用;
 

另一类从一些基本原则出发(EPR佯谬的3
个前提),在一些简单情况下能重现量子力学的结果,但在有些情况下会得出不同于量子力学

的结论。这些理论可以通过实验判明,是更引人注意的。在文献中称这类理论为“定域的(前
提③)和实在性的(前提②)隐变量理论”,或“定域的、决定论的理论”。对EPR佯谬的挑战,多
数物理学家持玻尔的观点,因此,长时间以来这个问题是物理学家谈论的话题,但并未进入物

理学研究的主流。这种情况在1965年发生了变化,起决定作用的是贝尔的研究工作。

1.7.3 贝尔定理

隐变量理论能否和量子力学中力学量的对易关系相协调? 关于此有过许多讨论。贝尔

在1965年提出一个定理,现被称为“贝尔定理[36]①”:
 

要构造一个定域的、决定论的隐变量

理论且能和所有的量子力学预言相符是不可能的。贝尔是就EPR佯谬的玻姆版本进行分
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析的。证明如下:
 

令Aa� 和B
b�

分别代表粒子1在a� 方向的自旋分量和粒子2在b� 方向的

自旋分量的测量结果,以 /2为单位,a� 和b� 是任意两个单位矢量。考虑Aa� 和B
b�

的乘积。

根据量子力学,它是厄密算符E(a�,b�)=σ1·a�σ2·b� 对波函数(式(1.7.7))的平均值,即

Aa�Bb�=[E(a�,b
�)]ψ =<ψ|σ1·a�σ2·b�|ψ>

=- a�·b� (1.7.8)

特例a�=b� 给出

[E(a�,a�)]ψ =-1 (1.7.9)
玻姆版本讨论的就是这个特例。量子力学结果(式(1.7.8))是否可以从定域决定论对隐变

量作统计平均得到呢? 从隐变量理论的观点看,可观测量都具有确定值。量子力学给出的

测量结果会有概率分布,这是因为测量的体系是处在不同状态的,它们之间由一隐变量区

别。量子力学对此一无所知,也正是由于其描述不完全才给出了概率分布。隐变量理论认

为,量子力学中的一个状态,其实是一个包含大量同样体系的系综,体系的自旋状态由λ 标

定。状态λ张成空间Λ,状态的分布函数是ρ(λ),归一条件是

∫Λ
ρ(λ)dλ=1 (1.7.10)

理论是定域的,没有超距作用,因此对粒子1的测量结果仅依赖于λ,a�,而和b� 无关。同理,

对粒子2的测量与a� 无关。因此对任意a�,b� 和λ∈Λ,下式成立:
 

(Aa�Bb�
)(λ)=Aa�(λ)Bb�

(λ) (1.7.11)

对任意的λ,力学量都有确定值。对系综作统计平均,得

E(a�,b�)=∫Λ
Aa�(λ)Bb�

(λ)ρ(λ)dλ (1.7.12)

在下文中,E(a�,b�)代表隐变量理论值,[E(a�,b�)]ψ 代表量子力学值。贝尔证明在定域性要

求(式(1.7.11))下重现量子力学的结果,式(1.7.9)将导致E(a�,b�)满足一个不等式。因

E(a�,a�)=-1,式(1.7.11)给出

Aa�(λ)=-Ba�(λ) (1.7.13)

令c� 为另一单位矢量,则有

E(a�,b�)-E(a�,c�)=∫Λ
[Aa�(λ)Bb�

(λ)-Aa�(λ)Bc�(λ)]ρ(λ)dλ

=∫Λ
Aa�(λ)Bb�

(λ)[1-A
b�
(λ)A

c�(λ)]ρ(λ)dλ (1.7.14)

此处用了式(1.7.13)和A
b�
(λ)=±1导致的A

b�
(λ)A

b�
(λ)=1的结果。在式(1.7.14)中,因

子Aa�(λ)Bb�
(λ)对不同的λ可以是+1或-1,这个因子对积分起到了部分抵消的作用,因此

|E(a�,b�)-E(a�,c�)|≤∫Λ
[1-A

b�
(λ)A

c�(λ)]ρ(λ)dλ

再用A
c�(λ)=-Bc�(λ)就得到

|E(a�,b�)-E(a�,c�)|≤1+E(b�,c�) (1.7.15)
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图1.34 一种a�,b�,c� 的选择,

3个矢量共面

这是一个贝尔不等式。经过a�,b�,c� 的巧妙选择,可以使不等

式(1.7.15)和量子力学的结果不同。如图1.34中的选择,量
子力学结果是

|[E(a�,b�)]ψ -[E(a�,c�)]ψ|=|-a�·b�+a�·c�|=1

但1+[E(b�,c�)]ψ=1/2明显地破坏了不等式(1.7.15)。通过

这个反证证明了贝尔定理。贝尔定理的重要性在于它的普遍

性。贝尔不是通过研究某一种隐变量理论而指出其错误,而
是要证明爱因斯坦的定域性和实在性前提在一系列情况下会和量子力学的结论矛盾。

1.7.4 推广到现实系统的贝尔不等式

以上贝尔定理的证明指出了决定论的定域隐变量理论在一定情况下给出和量子力学不

同的结果。证明是对理想体系进行的,但要用于和实验比较,面对的是实在系统,证明中所

用的部分条件不再成立。探测器效率总是小于1,设定a� 和b� 的偏振分析器会有衰减,因此

会发生以下4种情况:
 

①两个粒子都被探测到;
 

②粒子1被探测到,粒子2丢失;
 

③粒子2
被探测到,粒子1丢失;

 

④两个粒子都丢失。如果只用第一种情况代表系综去和理论比较,

就必须假设总系综分为4个亚系综的相对比例与a�,b� 无关。但实验装置和测量过程都不

能保证这一点,因此必须把4种情况都包括进来,此时总系综分布函数ρ(λ)与a�,b� 无关。

贝尔在1971年的证明[38]考虑了这一点,而且将理论推广到可以包括随机变量甚至随机理

论,但保持定域性和实在性条件。每一个测量会有3种结果:
 

+1代表自旋向上,-1代表

自旋向下,0代表粒子丢失。即有

Aa�(λ)=
+1
 0
-1

 

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 , B

b�
(λ)=

+1
 0
-1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1.7.16)

对给定状态λ,以Aa�(λ)和B
b�
(λ)表示这两个量的期望值。由于粒子可能丢失,以及理论可

以包含随意变量,因而

|Aa�(λ)|≤1, |B
b�
(λ)|≤1 (1.7.17)

定域性要求给出

E(a�,b�)=∫Aa�(λ)Bb�
(λ)ρ(λ)dλ (1.7.18)

此处ρ(λ)与a�,b� 无关。令a�',b�'代表对粒子1和粒子2自旋测量另外的取向。由式(1.7.18)
可得

E(a�,b�)-E(a�,b�')=∫Λ
Aa�(λ)Bb�

(λ)[1±A
a�'
(λ)B

b�'
(λ)]ρ(λ)dλ-

∫Λ
Aa�(λ)Bb�'

(λ)[1±A
a�'
(λ)B

b�
(λ)]ρ(λ)dλ

在上式右侧方括号内的正负两项是加进去的,因为它们与方括号前的因子相乘之后结果正
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好抵消。再用式(1.7.17)得到

|E(a�,b�)-E(a�,b�')|≤∫Λ
[1±A

a�'
(λ)B

b�'
(λ)]ρ(λ)dλ+

 ∫Λ
[1±A

a�'
(λ)B

b�
(λ)]ρ(λ)dλ

=2±[E(a�',b�')+E(a�',b)]
因此有①

-2≤E(a�,b�)-E(a�,b�')+E(a�',b�)+E(a�',b�')≤2 (1.7.19)

重新定义a�,b�,a�',b�',可将式中负号移至任一项之前。式(1.7.19)代表了另一类贝尔不等式。
量子力学给出

[E(a�,b�)]ψ =-Ca�·b� (1.7.20)
由于实际条件,关联不如理想情况完全,这里引入一个正实数C≤1,仅对理想系统C=1。

取a�,b�,a�',b�'如图1.35所示,便可使量子力学结果破坏贝尔不等式。图1.35给出的两种

几何条件:
 

[E(a�,b�)-E(a�,b�')+E(a�',b�)+E(a�',b�')]ψ =±22C (1.7.21)
和式(1.7.19)相比,贝尔不等式在C 值相当宽的范围内被破坏。从图1.36看出,式(1.7.21)

左侧的实验值落在2~22和-2~-22(图中波浪线范围),说明隐变量理论不能重现量

子力学的结果。如果实验值落在-2~2,则不能给出明确结论,因为该结果可能由测量装置

的缺陷使C 值过小所致。

图1.35 两种a�,b�,a�',b�'的选择,4个矢量共面

  

图1.36 量子力学和隐变量理论比较

贝尔不等式的检验要回答的是能否用定域决定论隐变量理论重现量子力学结果的问

题。如果一系列实验证实不等式被破坏,就代表隐变量理论不能正确描述微观物理世界。

1.8 贝尔不等式的实验验证

从以上分析看出,在一定的实验范围内不能区别隐变量理论和量子力学,必须寻找实验

的敏感区域(例如图1.35中的几何),也需要比较好的分析探测设备。
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① 这类不等式此后被称为“CHSH(Clauser-Horne-Shimony-Holt)不等式”。



初期实验曾考虑过角动量为0的正电子湮没产生的两个光子的自旋关联。但对能量如

此大的光子(0.51Mev),找不到有效的偏振分析器,因此只能通过间接测量,即测量光子产

生的康普顿效应(Compton
 

effect)截面来测得光子自旋状态。因为其中一项与偏振有关,
实验结果最初不一致,后来逐步趋向一致:

 

贝尔不等式不能被满足,这类结果因利用间接推

断而有争议。
有明确说服力的实验是利用原子级联辐射跃迁,选择光子总角动量为0的情况,且光子

能量较小,偏振分析效率高。这类工作始于1969年Clauser等人的实验[39],随后也有其他

研究者做了类似实验。图1.37给出了实验装置的示意图,源发出两个光子γ1,γ2,两个偏

振分析器置于偏振方向a� 和b�。测量a� 与b� 夹角为θ时两个探测器的符合计数率,它代表两

个光子的角动量关联。对此,隐变量理论和量子力学给出了不同的结果。选择原子级联跃迁

J=0
γ1
→J=1

γ2
→J=0

式中,J 为原子能级角动量。由于始末态角动量相同,两个光子的角动量总和为0。令R(θ)代

表两个偏振分析器a� 与b� 夹角为θ时两个探测器的符合计数率。

图1.37 光子自旋关联实验装置示意图

Clauser,Shimony等人给出在理想情况下隐变量理论的结果是[39]

R(π/8)
R0

-
R(3π/8)

R0 HVT
≤
1
4

此处HVT是隐变量理论的缩写(hidden
 

virable
 

theory),R0 为无偏振器时的符合计数率。
量子力学结果是

R(π/8)
R0

-
R(3π/8)

R0 ψ
=
1
4 2

不满足贝尔不等式。

令R≡
R(π/8)

R0
-
R(3π/8)

R0
,实测的结果如下:

 

(1)
 

Freeman和Clauser在1972年[40]采用Ca级联辐射

4p21S0
5513Å

→4p4s1P1
4227Å

→4s21S0

测得R=0.300±0.008,破坏了贝尔不等式。
(2)

 

Holt和Pipkin在1973年[41]采用198Hg级联辐射

91P1
5676Å

→73S1
4047Å

→63P0

这是J=1→J=1→J=0级联,量子力学公式需做改变[35],结果是R=0.216±0.013,与贝

尔不等式相容。但批评者认为他们使用的装有电子枪和汞蒸气的硬玻璃器壁应力带来了系

统误差,使他们的结果不能重复。
(3)

 

Clauser在1976年[42]重复进行了Holt和Pipkin实验,结果是R=0.2885±0.0093,
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破坏贝尔不等式。
(4)

 

Fry和Thompson
 

1976年[43]采用200Hg级联辐射

73S1
4358Å

→63P1
2537Å

→61S0

结果是R=0.296±0.014,贝尔不等式被破坏。

Clauser和Shimony的评述文章[37]介绍了1978年以前的许多实验。结果已经相当有

说服力地证实贝尔不等式被破坏。以上讨论的光子自旋关联是采用“单通道”偏振分析器进

行的,即平等偏振记录为1,垂直偏振不记录。对此有的批评认为是“不完全测量”,有一定

的争议。

20世纪80年代的实验逐步改善,结果更加有说服力,甚至接近了理想情况。1981年

Aspect[44]仍然选择Ca的级联辐射(图1.38),用双光子激发(Kr离子激光器和可调染料激

光器)将Ca原子激发到1S0。Ca原子退激发出两个光子,角动量和为0。测量它们的自旋

关联R(θ)/R0。由于采用激光激发,光源尺寸很小(0.5mm×0.05mm×0.05mm),对探测

道几何极为有利。加上其他控制条件,在几小时实验时间内漂移、涨落都小于1%。单通道

分析结果示于图1.39。图中的量子力学结果已考虑了分析器立体角和探测效率,可见实验

与量子力学符合极好。贝尔不等式被破坏,与实验值相差9倍标准偏差。Aspect的研究组

还进行了双通道分析器实验,装置如图1.40(a)所示。分析器采用了偏振块,平行偏振光子

得以直接通过,而垂直偏振光子则被反射偏转90°,两种偏振的光子都可以通过光电倍增管

(PM)被记录。通过符合线路可以得到 N++(a�,b�),N--(a�,b�),N+-(a�,b�),N-+(a�,b�),

此处N+-(a�,b�)代表一个光子平行于a�(以+表示),另一个光子垂直于b�(以-表示),其余

以此类推。用这些量可以计算出

E(a�,b�)=
N++ (a�,b�)+N-- (a�,b�)-N+- (a�,b�)-N-+ (a�,b�)

N++ (a�,b�)+N-- (a�,b�)+N+- (a�,b�)+N-+ (a�,b�)
(1.8.1)

图1.38 Ca原子级联辐射 图1.39 单通道分析器实验结果

实验结果示于图1.40(b),E(θ)代表a� 与b� 夹角为θ时的E(a�,b�)值,可见实验装置很接近

理想情况:
 

当θ=0时E(0)很接近于1。令

S=E(a�,b�)-E(a�,b�')+E(a�',b�)+E(a�',b�') (1.8.2)
对如图1.41的安排,理想情况下的量子力学结果是

SQM =22 (1.8.3)
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图1.40 双通道分析实验

(a)
 

实验装置;
 

(b)
 

实验结果

图1.41 a�,b�,a�',b�'选择

而隐变量理论的结果是

-2≤SHVT ≤2 (1.8.4)
实验结果是2.697±0.015。对于现实情况(考虑分析器立体角

和探测器效率),量子力学的结果是SQM=2.70±0.05。实验结

果与量子力学符合得极好,而破坏贝尔不等式达40倍标准偏差。
关于隐变量理论能否正确描述物理世界一直存在争论。这

个问题的另一方面就是量子力学的描述是否完备。贝尔定理提

出后,实验研究和理论工作大量涌现,争论更加激烈。一个实验

结果发表,往往伴随着认为实验有漏洞的声音。这些批评反而导致证明“漏洞不存在”的新

实验产生,或是具有构思更巧妙的实验方法和性能更卓越的探测手段的不断产生。
光子在非线性晶体中的下转换提供了讨论EPR佯谬的实例。共轭光子能量之和等于

泵浦光子,即k1+k2=const。这两个光子发射时间相同,即t1-t2=0。而这相当于p1+
p2=const,x1-x2=0,是爱因斯坦等三人在1935年提出的问题。在1.5.3节中讨论的高

可见度干涉仪正是为了验证贝尔不等式建造的。乔瑞宇将定域隐变量理论用于这个实验的

情况。由于ΔL 远大于单光子相干长度,故分别在两个干涉仪内都没有单光子干涉。根据

隐变量理论,双光子干涉的可见度最多是50%,实测的结果是80.4%±0.6%,使贝尔不等

式破坏达16个标准偏差。
在这个实验基础上,乔瑞宇研究组提出了“无漏洞贝尔不等式实验”的建议[45]。方法包

括使用两块非线性晶体,实现起来比较复杂。P.G.Kwiat等人[46]提供了更简单的方法。他

们使用非线性(beta
 

barium
 

borate,BBO)晶体,使用“非共线第二型相位匹配”,直接产生偏

振缠绕态。在这类相位匹配中,下转换光子位于两个锥面上,一个是寻常偏振,另一个是非

常偏振。将泵浦光方向与晶体轴间的角度调整合适,两个锥面就会重叠(图1.42)。这样两

个锥体相交线的两个方向各在泵浦光方向的一侧。沿着这两个方向(下标1,2)出射的下转

换光子正好是偏振缠绕态:
 

|ψ>=
1
2
(|H1V2>+eiα|V1H2>) (1.8.5)

此处 H 和V 分别代表水平(非常)和垂直(寻常)偏振。相对相角α来自晶体双折射。用附

141.8 贝尔不等式的实验验证



图1.42 第二型相位匹配下转换偏振缠绕光子

加的双折射移相器可以将α调整为0或π。通过在任何一路放置半波片可将 H 偏振和V
偏振互换。因此就能产生以下4种EPR-Bell态的任一种:

 

|ψ±>=
1
2
(|H1V2>±|V1H2>)

|φ±>=
1
2
(|H1H2>±|V1V2>)

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1.8.6)

例如从|ψ±>出发,在第二束内放置半波片就可以得到|φ±>。由于光在晶体内有双折射,两
束光的群速不同,会产生时间延迟和路径(水平、垂直方向)偏离,必须将它们限制在相干时

间和相干长度内才能观察到干涉。实验装置示于图1.43。在装置中用半波片 H0 将 H 与

V 偏振互变,再通过相同的双折射晶体C1 与C2 可将时间延迟和空间偏离纠正。适当设定

半波片H1 和1/4波片Q,可获得任一种贝尔缠绕态(式(1.8.6))。P1 和P2 为检偏器,D1
和D2 是硅雪崩光电二极管。研究组获得的最大可见度是97.8%±1.0%。

用这个缠绕态检验贝尔不等式,理论与式(1.8.1),式(1.8.2)和式(1.8.4)相同。令

C(θ1,θ2)代表检偏器读数为θ1 和θ2 时的符合计数率,定义

E(θ1,θ2)=
C(θ1,θ2)+C(θ⊥

1 ,θ⊥
2 )-C(θ1,θ⊥

2 )-C(θ⊥
1 ,θ2)

C(θ1,θ2)+C(θ⊥
1 ,θ⊥

2 )+C(θ1,θ⊥
2 )+C(θ⊥

1 ,θ2)
(1.8.7)

此处

θ⊥
1 =

π
2+θ1, θ⊥

2 =
π
2+θ2

图1.43 用下转换产生偏振缠绕态的装置示意图
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观察到的关联用参数S 表示:
 

S=E(θ1,θ2)+E(θ'1,θ2)+E(θ1,θ'2)-E(θ'1,θ'2) (1.8.8)
定域实在性理论给出|S|≤2。

实验设定θ1=-22.5°,θ'1=22.5°,θ2=-45°,θ'2=0°。观察到的数据列于表1.1。

表1.1 不同贝尔态测得的关联参数

EPR-Bell态 C(θ1,θ2) S

|ψ+> sin2(θ1+θ2) -2.6489±0.0064
|ψ-> sin2(θ1-θ2) -2.6900±0.0066
|φ+> cos2(θ1-θ2) 2.570±0.014
|φ-> cos2(θ1+θ2) 2.529±0.013

由于缠绕态是从晶体直接产生的,比过去实验报道的强度大一个量级。5min产生的数

据所得的S 参数突破隐变量理论上限达100个标准偏差。这在“无漏洞实验”方向上迈进

了一大步。

1.9 惠勒的推迟选择实验

在EPR佯谬的有关讨论中,涉及是否存在超距作用的问题。对一个粒子测Sx,根据结

果就能对远方另一粒子的Sx 做出确切预言。如果做另一种安排,测粒子的Sy,则视结果就

立即能对远方粒子的Sy 做出预言。为什么对一个粒子的测量选择能影响远处另一粒子性

质的预测呢? 隐变量理论用不存在超距作用否定了量子力学的关联,并企图用定域理论取

系综平均得出关联的结果。从贝尔不等式被破坏看出,这个企图是失败的。但能否用实验

直接来判断对粒子的测量,或实验安排能否发出什么信息呢? 1978年,惠 勒(J.A.
Wheeler)[47]提出了问题:

 

如果关于测量光子路径或干涉条纹的选择是在光子通过狭缝之

后突然决定的,实验结果是否和早做安排时一致? 如果实验安排给光子传递了信息,它就可

以早做反应:
 

是以波还是粒子的面貌出现。但若在它已通过狭缝后临时做出选择,即使光

子收到信息也来不及改变了! 因此,如果惠勒问题的答案是“一致”,就不是什么传递信号的

问题。考虑如图1.44的安排,单个光子通过分束器BS1 进入干涉仪。如果没有分束器

BS2,探测器D1 和D2 就能判别光子走的“哪一条路径”,因而没有干涉。但如果在光子已进

入干涉仪、即将到达BS2 处的最后一刻装上BS2,仍然能得到干涉的结果,即和最初装有

BS2 结果一致,就说明没有什么传递信息问题。1987年有两个组做了推迟选择实验。其中

一组Hellmuth,Walter,Zajonc,Schleich[48]的实验安排即如图1.44所示。图1.45表示两

束在透射和反射过程中的相位变化情况,ϕ 代表两束到达BS2 时的相位差。从 M2 到BS2
束在反射时有相移π,因为反射是从光疏到光密的①。从图1.45标明的进入探测器D1 和

D2 的相干束相位可以判断在不同相位差ϕ 情况下两个探测器的计数率,列于表1.2。对任

何确定的ϕ,N1+N2=N(总计数率)。

341.9 Wheeler的推迟选择实验

① 分束器是未镀膜的。从光疏到光密介质分界处的反射束有半波损失,即有相差π。



图1.44 光子干涉实验装置 图1.45 光束在分束器处组成相干束的相位关系

表1.2 不同相位差下两个探测器的计数率

相位差 D1 计数率 N1/s D2 计数率 N2/s

0 N 0
π/2 N/2 N/2
π 0 N

图1.46 推迟选择模式安排原理图

推迟选择实验的关键部件是泡克尔斯盒(Pockels
 

cell,PC)。它可以在几纳秒(ns)时间中被激活或退激。
在激活时它能使光偏振面旋转,在它后面放上偏振块,
就能把偏振面旋转的光束反射偏转。图1.46表示在

图1.44的BS1 和 M2 之间放上泡克尔斯盒(PC)和偏振

块(POL)。如果PC被激活,则从BS1 过来的光子就经

反射进入探测器 D3。如果PC不被激活,光子就到达

M2。这种安排所做的选择是:
 

PC被激活———测光子路径(表现粒子性),PC不被激活———
不测光子路径(表现波动性)。实验中采用皮秒(ps)Kr离子激光器,脉冲宽度为150ps,采
取措施使两个脉冲之间的间隔足够大,并使用光学衰减器使每个脉冲的平均光子数为0.2,
入射束经BS1 分为两束后进入两条单模光纤。干涉由光电倍增管D1 和D2 探测。如果PC
不被激活,则N1 和N2 随ϕ 的变化就如表1.2所示,表示出干涉图像。如果PC被激活,则
N3=N/2,N1=N2=N/4,与ϕ 无关,即没有干涉发生。推迟选择实验的做法是:

 

不激活

PC,所测计数表现干涉,这种安排称为“正常模式”。激活PC,但在光脉冲已通过分束器BS1
后突然退激PC,这种操作称为“推迟选择模式”。根据量子力学理论,两种模式应该得到相

同的结果。在实验中激光脉冲交替进入正常模式或延迟选择模式。两种模式分别用点(·)
和加号(+)表示于图1.47中。图1.47(a)和图1.47(b)分别是探测器D1 和D2 的30s计

数。计数存入多道分析器,横坐标相当于时间,每一道相当于0.25s。时间轴是由光纤因温

度引起的折射系数变化决定的。从图中可以看出,两种模式给出的干涉图样相同。将两个

探测器中两种模式计数之比随时间的变化画于图1.48中,得到

正常模式计数
推迟选择模式计数 =

1.00±0.02, 探测器D1
0.99±0.02, 探测器D2 

这和量子力学的结论是完全一致的。
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图1.47 两种模式的干涉图样相同

(a)
 

探测器D1 的30s计数;
 

(b)
 

探测器D2 的30s计数

图1.48 两种模式的计数比

(a)
 

探测器D1 的计数比;
 

(b)
 

探测器D2 的计数比

隐变量理论和有关光的二象性延迟选择问题,都是涉及量子力学如何描述微观物理世

界的根本问题。现在量子力学的描述是否带有什么根本性的问题呢? 费曼的一段话[49]深

刻地反映出实际情况:
 

“在了解量子力学代表的世界观方面,我们一向有很多困难……你们

知道从来每个新的想法总要经过一代或两代人才能明显看出它不再有真正的问题。我不能

表述出(量子力学的)真正的问题,因此我猜想没有真正的问题,但我并不肯定就没有真正的

问题了。”

1.10 不涉及不等式的贝尔定理

1.10.1 三粒子完全关联

  贝尔定理的证明从爱因斯坦等三人否定量子力学关联的“定域性”出发,导致它和量子

力学的矛盾。对于二粒子关联,如果对一个粒子的测量结果可以给出第二个粒子某个性质

的确切判断,则称这种关联为“完全关联”。如果仅能对第二个粒子的某种性质给出概率分

布的判断,则称为“统计关联”。在1.7.3节讨论的玻姆版本的EPR佯谬,是通过对第一个

粒子测a� 方向的自旋分量做出对第二粒子自旋b� 分量的判断。如果a�=b� 就是完全关联

的,那么a�≠b� 就是统计关联的。贝尔定理用a�≠b� 导出了不等式。对二粒子系统在a�=b�
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的完全关联下,EPR佯谬的矛盾暴露不出来。D.M.Greenberger等人提出[50-51],对于3个

或更多的自旋1/2粒子系统在完全关联的情况下,可以证明定域性和实在性的原则是和

量子力学不相容的。这样就不用不等式而证明了贝尔定理。N.D.Mermin[52-53]也有类似

的考虑,下面描述的也是一个想象中的实验,但是有可能在实验室中实现。一个动量为0
的粒子衰变为3个质量相同的粒子。如果3个粒子能量相同(可以在探测器前放上能量

滤波器保证只记录能量相同的粒子),则它们的动量方向间成120°(图1.49)。在粒子源

周围开6个孔,衰变粒子或是通过a,b,c,或是通过a',b',c'射出。在孔外,三粒子体系

的波函数是

|Ψ>=
1
2
(|a>1|b>2|c>3+|a'>1|b'>2|c'>3) (1.10.1)

图1.49 三粒子干涉仪示意图

此处|a>1 代表束a 中的第一个粒子,以此类推。束a 和束a'经反射后会聚于分束器。从分

束器射出的两束进入探测器d 和d'。在a'束途中有一个可调的移相器产生相移ϕ1。因此

|a>1 和|a'>1 的演化分别是

|a>1 →
1
2
(|d>1+i|d'>1) (1.10.2)

|a'>1 →
1
2
e
iϕ1(|d'>1+i|d>1) (1.10.3)

反射束在分束器处有π/2相移。粒子2和粒子3的演化与此类似。3个粒子的状态演化使

缠绕态式(1.10.1)变为以下的线性组合:
 

|Ψ>→
1
4
[(1-ie

i(ϕ1+ϕ2+ϕ3))|d>1|e>2|f>3+(i-e
i(ϕ1+ϕ2+ϕ3))|d>1|e>2|f'>3+

(i-e
i(ϕ1+ϕ2+ϕ3))|d>1|e'>2|f>3+(i-e

i(ϕ1+ϕ2+ϕ3))|d'>1|e>2|f>3+

(-1+ie
i(ϕ1+ϕ2+ϕ3))|d>1|e'>2|f'>3+(-1+ie

i(ϕ1+ϕ2+ϕ3))|d'>1|e>2|f'>3+

(-1+ie
i(ϕ1+ϕ2+ϕ3))|d'>1|e'>2|f>3+(-i+e

i(ϕ1+ϕ2+ϕ3))|d'>1|e'>2|f'>3]
(1.10.4)
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第一项3个探测器d,e,f 接收从a,b,c来的透射束(括号中的第一项是1),也接收从a',
b',c'来的(经移相)反射束(括号中的第二项i3=-i)。和第一项相比,第二、三、四项包含一

个带撇的探测器,有一个透射束和一个反射束对调。因此括号中的第一项变为i,第二项的

系数是i2=-1。第五、六、七项包含两个带撇的探测器,括号中的第一项是i2=-1,第二项

的系数是i。最后一项是三个带撇的探测器,括号中的第一项是i3=-i,第二项的系数是1。
假设探测器是完全的,因此每组3个衰变粒子会使d 或d'的任意一个,e或e'的任意一个,

f或f'的任意一个记录粒子。从式(1.10.4)可得探测概率为

Pdef(ϕ1,ϕ2,ϕ3)=
1
8
[1+sin(ϕ1+ϕ2+ϕ3)] (1.10.5)

Pd'ef(ϕ1,ϕ2,ϕ3)=
1
8
[1-sin(ϕ1+ϕ2+ϕ3)] (1.10.6)

如果带撇的探测器为偶(奇)数,则方括号中的第二项符号为正(负)。如果令粒子进入不带

撇的探测器记+1,进入带撇的探测器记-1,则测量的期望值是

E(ϕ1+ϕ2+ϕ3)=Pdef(ϕ1,ϕ2,ϕ3)+Pde'f'(ϕ1,ϕ2,ϕ3)+
 Pd'ef'(ϕ1,ϕ2,ϕ3)+Pd'e'f(ϕ1,ϕ2,ϕ3)-
 Pd'ef(ϕ1,ϕ2,ϕ3)-Pde'f(ϕ1,ϕ2,ϕ3)-
 Pdef'(ϕ1,ϕ2,ϕ3)-Pd'e'f'(ϕ1,ϕ2,ϕ3)

=sin(ϕ1+ϕ2+ϕ3) (1.10.7)
如果选择

ϕ1+ϕ2+ϕ3=π/2
则有

E(ϕ1,ϕ2,ϕ3)=1 (1.10.8)
如果选择

ϕ1+ϕ2+ϕ3=3π/2
则有

E(ϕ1,ϕ2,ϕ3)=-1 (1.10.9)
这两种情况都属完全关联。下面就可以演示EPR佯谬的前提彼此矛盾。由于定域性,对
3个粒子分别测量,彼此完全独立。设在态λ对粒子1(移相ϕ1)做测量,所得结果为Aλ(ϕ1),
有记录为+1,无记录为-1。类似地,对粒子2和粒子3做测量,分别得Bλ(ϕ2),Cλ(ϕ3)。
对式(1.10.8)的情况,有

Aλ(ϕ1)Bλ(ϕ2)Cλ(ϕ3)=1,

ϕ1+ϕ2+ϕ3=π/2 (1.10.10a)
对式(1.10.9)的情况,有

Aλ(ϕ1)Bλ(ϕ2)Cλ(ϕ3)=-1,

ϕ1+ϕ2+ϕ3=3π/2 (1.10.10b)
从式(1.10.10a)可得

Aλ(0)Bλ(0)Cλ
π
2  =1 (1.10.11a)

Aλ
π
2  Bλ(0)Cλ(0)=1 (1.10.11b)
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Aλ(0)Bλ
π
2  Cλ(0)=1 (1.10.11c)

由于这些数都是+1或-1,任何数都是自己的倒数。从式(1.10.11a)和式(1.10.11b)可得

Aλ(0)Cλ(0)Aλ
π
2  Cλ

π
2  =1 (1.10.11d)

从式(1.10.11c)得

Aλ(0)Cλ(0)=
1

Bλ
π
2  

=Bλ
π
2  (1.10.11e)

式(1.10.11d)和式(1.10.11e)给出

Aλ
π
2  Bλ

π
2  Cλ

π
2  =1 (1.10.11f)

式(1.10.11f)是属于ϕ1+ϕ2+ϕ3=3π/2范畴的,因此和式(1.10.10b)矛盾,即量子力学结

果式(1.10.7)是不能被“定域实在性”理论重现的。图1.49所示的装置之所以被称为“三粒

子干涉仪”,是因为当固定两路相移而变更第三路相移时符合计数率(式(1.10.5)或
式(1.10.6))呈正弦式的振荡:

 

极小值为0,极大值是粒子从小孔中发射率的1/4。其产生

的图像可以称为“三粒子的干涉条纹”。如果只测任意两个探测器(例如e和f)的符合计数

率,则从式(1.10.5)和式(1.10.6)可得

Pef(ϕ1,ϕ2)=Pdef(ϕ1,ϕ2,ϕ3)+Pd'ef(ϕ1,ϕ2,ϕ3)=
1
4

即三粒子干涉仪不给出二粒子干涉图像。类似地,将Pdef,Pd'ef,Pde'f,Pd'e'f 相加得到Pf=
1
2
,也和ϕ 无关,即不给出单粒子干涉图像。

虽然三粒子干涉仪在实现时会有困难,但是二粒子体系也可用于不经不等式直接验证

贝尔定理的情况,这是理论工作的进展。

1.10.2 不涉及不等式的贝尔定理:
 

二粒子情况

以下是L.Hardy[54-55]给出的证明。有两个粒子i=1,2。选择正交归一基|±>i,组成缠绕态

|Ψ>=α|+>1|+>2-β|->1|->2 (1.10.12)
此处α和β是实数,并满足

α2+β2=1 (1.10.13)
引入另一组基|ui>,|vi>:

 

|+>i=b|ui>+ia*|vi> (1.10.14a)

|->i=ia|ui>+b*|vi> (1.10.14b)
此处

|a|2+|b|2=1 (1.10.15)
原有基的正交性保证新基的正交性。式(1.10.14)的逆变换是

|ui>=b*|+>i-ia*|->i (1.10.16a)

|vi>=-ia|+>i+b|->i (1.10.16b)
用新基表示的|Ψ>是
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|Ψ>=(αb2+βa2)|u1>|u2>+i(αa*b-βab*)|u1>|v2>+

i(αa*b-βab*)|v1>|u2>- αa*2 +βb*2 |v1>|v2>  (1.10.17)

要求|u1>|u2>的系数为0①,即

a2

α =-
b2

β
≡k2

或

a=kα, b=ikβ (1.10.18)
此处取了正平方根。常数k可以通过适当选定a 和b的相角为实数确定。式(1.10.15)和
式(1.10.18)给出

k2=
1

|α|+|β|
(1.10.19)

将式(1.10.18)代回式(1.10.17),并用式(1.10.19)得到

|Ψ>= - -
αβ

|α|-|β||u1>|u2>+ αβ|u1>|v2>+ αβ|v1>|u2>+(|α|-|β|)|v1>|v2>􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
αβ

|α|-|β|
|u1>+ |α|-|β||v1>

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 αβ

|α|-|β|
|u2>+ |α|-|β||v2>

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

(1.10.20)
再换第三组基|ci>,|di>:

 

|ci>=A|ui>+B|vi> (1.10.21a)

|di>=-B*|ui>+A*|vi> (1.10.21b)
它的逆变换是

|ui>=A*|ci>-B|di> (1.10.22a)

|vi>=B*|ci>+A|di> (1.10.22b)
上两式中的A 与B 分别是

A=
αβ

1-|αβ|
, B=|α|-|β|

1-|αβ|
(1.10.23)

从α,β的归一化条件(式(1.10.13))得到A 和B 的归一化条件:
 

|A|2+|B|2=1 (1.10.24)
用基|ci>和|ui>可以将|Ψ>表示为

|Ψ>=N(|c1>|c2>-A2|u1>|u2>) (1.10.25)
此处

N =
1-|αβ|
|α|-|β|

从式(1.10.25)出发,可以将|Ψ>用不同的基表示为4种等价形式:
 

(1)
 

用u1,v1;
 

u2,v2(这是原有的形式):

|Ψ>=N(AB|u1>|v2>+AB|v1>|u2>+B2|v1>|v2>) (1.10.26a)
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  (2)
 

用c1,d1;
 

u2,v2(用式(1.10.21a)置换|c2>,用式(1.10.22a)置换|u1>):
 

|Ψ>=N[|c1>(A|u2>+B|v2>)-A2(A*|c1>-B|d1>)|u2>] 
(1.10.26b)

  (3)
 

用u1,v1;
 

c2,d2(用式(1.10.21a)置换|c1>,用式(1.10.22a)置换|u2>):
 

|Ψ>=N[(A|u1>+B|v1>)|c2>-A2|u1>(A*|c2>-B|d2>)]
 

 
(1.10.26c)

  (4)
 

用c1,d1;
 

c2,d2(用式(1.10.21a)置换|u1>|u2>):
 

|Ψ>=N[|c1>|c2>-A2(A*|c1>-B|d1>)(A*|c2>-B|d2>)] 
(1.10.26d)

定义物理可观测量Ui 和Di,相应的算符是

U�i=|ui><ui|, D�i=|di><di| (1.10.27)

它们的本征值是0或1。例如U�i|ui>=|ui>,U�i|vi>=0。一般情况下,U�i 和D�i 不对易,即
对任意一个粒子,不能同时精确地量测其Ui 与Di。从式(1.10.26a)可以看出,如果同时测

量U1 和U2,有

U1U2=0 (1.10.28a)
这是在式(1.10.17)中要求|u1>|u2>的系数为0的结果。下面要为隐变量理论设计一个陷

阱U1(λ)U2(λ)=1,显然此结果与式(1.10.28a)矛盾。从式(1.10.26b)可知,如果对粒子1
测D1,对粒子2测U2,那么(因只有|d1>|u2>项包含|d1>)

如果D1=1, 则有U2=1 (1.10.28b)
类似地,从式(1.10.26c)可知,如果对粒子1测U1,对粒子2测D2,那么

如果D2=1, 则有U1=1 (1.10.28c)
最后,从式(1.10.26b)可知,如果对粒子1测D1,对粒子2测D2,那么

测得D1=1, D2=1的概率为|NA2B2|2 (1.10.28d)
以上都是量子力学的预言。

下面将直接证明定域实在性理论和量子力学不相容。用隐变量λ 描述一对粒子,不同

λ值的粒子对组成一个系综。待粒子彼此远离后再对它们进行测量。如果一次测量给出

D1=1,D2=1,这是量子力学式(1.10.28d)允许的。既然D1=1,则根据式(1.10.28b),如
果对U2 进行测量,应得U2=1。根据定域性的观点,这个结果应与对粒子1进行什么测量

毫无关系,即U2(λ)=1。同理,根据式(1.10.28c),D2=1意味着U1=1,用定域性有

U1(λ)=1。总结起来,如果测得D1=1,D2=1,定域性预言U1(λ)U2(λ)=1,那么意为如果对

这对粒子不测D1 和D2 而测U1 和U2,就应有U1U2=1,这和量子力学的预言(式(1.10.28a))
矛盾。实在性理论的前提要求:

 

既然式(1.10.28b)和式(1.10.28c)分别预言了U2=1和

U1=1(概率为1),而且在测量D1 时没有干扰粒子2,在测量D2 时没有干扰粒子1,U1 和

U2 就有“实在的元素”,这就导致了实在性理论与量子力学的矛盾。
以上证明取决于测得D1=1和D2=1的概率:

 

|NA2B2|2=
(|α|-|β|)|αβ|

1-|αβ|
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2

如果α,β其中之一为0,此概率为0。意为|φ>为乘积态,不是缠绕态。另外,|α|=|β|,这
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是最大缠绕态,概率也为0。因此,Hardy的证明表明对除最大缠绕态以外的任何二粒子缠

绕态,贝尔定理成立。

T.F.Jordan[56]和S.Goldstein[57]分别对二粒子态给出了贝尔定理的证明。

1.10.3 二粒子体系不涉及不等式贝尔定理的实验验证

实验的原理图示于图1.50,该实验是由曼德尔的研究组进行的[58-59]。参量下转换

(图1.50中PDC)的两个光子同时从非线性晶体射出。用旋光器使两个光子偏振正交(以

x 和y 表示)。它们从相反方向射在分束器BS上,并在此混合。两个混合束从方向1和方

向2射出。分束器是非对称的。令T 和T'分别代表方向1和方向2的透射系数,R 和R'
分别代表向2和方向1的反射系数。由于光是接近法线入射的,这些系数可以认为与偏振

无关。离开分束器的光子对量子状态是

|ψ>=TT'|1>1x|1>2y +RR'|1>1y|1>2x +TR'|1>1x|1>1y +
T'R|1>2x|1>2y (1.10.29)

图1.50 实验装置示意图

|1>2y 代表1个光子向方向2传播,偏振为y,其余以此类推。上式等号右侧第三、四项对符

合计数没有贡献。光子经检偏器P1,P2 后分别进入探测器D1,D2。记Pj(θ)为探测器

Dj(j=1,2)探测光子的概率,θ为检偏器设定的角度,θ
-

=θ+π/2是和θ正交的偏振方向。

完全的检偏器和探测器保证Pj(θ)+Pj(θ
-)=1。记P12(θ1,θ2)为检偏器设定角度分别为

θ1,θ2 时两个探测器同时各记录一个光子的概率,P12(θ1,-)代表检偏器P1 设定于θ1、方
向2没有检偏器时的符合计数概率。它满足

P12(θ1,-)=P12(θ1,θ2)+P12(θ1,θ
-

2) (1.10.30)
此处θ2 是任意的。类似地有

P12(-,θ2)=P12(θ1,θ2)+P12(θ
-

1,θ2) (1.10.31)

在给定参数T,T',R,R'的情况下,可以找到θ1,θ2,θ'1,θ'2特定的值,使以下关系成立[59]:
 

P12(θ1,θ
-

'2)=0 (1.10.32a)
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P12(θ
-

'1,θ2)=0 (1.10.32b)

P12(θ'1,θ'2)=0 (1.10.32c)

P12(θ1,θ2)>0 (1.10.32d)
这些是量子力学的结果。从式(1.10.30)和式(1.10.32a)可以得到

P12(θ1,-)=P12(θ1,θ'2) (1.10.33)
这个等式的意义是,在方向1的光子偏振为θ1 时,方向2的光子偏振为θ'2的概率为1。根

据EPR佯谬的前提②,测得方向1光子的偏振不扰动方向2的光子且能预言它的偏振,故
这个偏振是实在性的元素,从式(1.10.31)和式(1.10.32b)可以得到

P12(-,θ2)=P12(θ'1,θ2) (1.10.34)
用与上文同样的推理,可断定θ'1是实在性的元素,这相当于式(1.10.28b)和式(1.10.28c)。
再考虑P12(θ1,θ2)>0。既然θ1 出现,就有Πλ(2)=θ'2,此处Πλ(2)是方向2的光子在隐变

量λ所确定状态中的偏振。由EPR佯谬前提②确定它是θ'2。同理,有Πλ(1)=θ'1。这样就

应有P12(θ'1,θ'2)>0,和式(1.10.32c)矛盾。推理办法与1.10.2节是一样的。在文献[58]
和文献[59]的实验中,|T|2=0.70,|R|2=0.30,算出θ1=74.3°,θ2=15.7°,θ'1=-56.8°,

θ'2=-33.2°。实验测出P12(θ'1,θ2)=P12(θ1,θ'2)=0.98,P12(θ1,θ2)=0.099。根据EPR
佯谬的原则,应有

P12(θ'1,θ'2)=0.099×0.98×0.98=0.095
实验给出

P12(θ'1,θ'2)=0.0070±0.0005
和EPR预言相差45倍标准偏差。

1.10.4 三光子缠绕态的实验实现和对定域实在论的否定

以上描述的三粒子干涉仪实现起来是有困难的。三粒子缠绕态的优越性在于能够对量

子力学与定域实在性理论的矛盾给予“非统计性”的实验证明。“统计性”的证明则需要测量

图1.51 三光子缠绕态产生实验装置示意图

许多对缠绕粒子积累的数据,塞林格的研究组[60]

提出用两对偏振缠绕光子实现三个光子的缠绕

态,余下一个独立光子。这个想法已由同研究组在

实验中实现[61]。在实验装置示意图1.51中,紫外

光短脉冲经过BBO晶体产生两对缠绕光子,每一

对缠绕光子的偏振状态由下式给出:
 

1
2
(|H>a|V>b -|V>a|H>b)

它代表a 与b两束的偏振态的两种可能。H 是水

平偏振,V 是垂直偏振,两种偏振可能是相干叠加

的。束a 射入偏振分束器(图1.51中PBS1),垂
直偏振光子被反射,而水平偏振光子则透射进入探

测器T。束b射入与偏振无关的分束器(图1.51中

BS),50%透射进入探测器D3,50%被反射进入另
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一个偏振分束器PBS2,在此处 H 偏振光子透射进入探测器D1 而V 偏振光子被反射进入

探测器D3。设一个紫外光脉冲产生了两对缠绕光子,而4个光子都分别被4个探测器T,
D1,D2,D3 符合探测到。以下将要证明,由于紫外光脉冲(约200fs)远小于光子的相干时间

(实验中达到500fs),当两对缠绕光子中的一个光子(触发光子)被探测器T记录时,其他三

个光子即构成偏振缠绕光子:
 

不可能区分哪两个光子本属于一对缠绕光子。理由如下:
 

当

符合发生时,探测器T记录的触发光子是 H 偏振的;
 

它的伴侣一定是V 偏振的,沿b束到

达BS。在此它有50%的概率前往探测器D3 并被记录到,另外有50%的概率被反射到达

PBS2,再被反射进入探测器D2。先考虑第一种可能。此时,探测器D1 和D2 记录的必然是

另一对缠绕光子。沿a 束的光子必然是V 偏振的,它在PBS1 处被反射到达PBS2。在此以

前它通过半波片(图1.51中λ/2),偏振被旋转45°,成为V 与H 的等权重相干叠加。沿b
束的光子是H 偏振的,在PBS2 处透射进入探测器D1。当a 束光子到达PBS2 时,其 H 偏

振成分(50%)透射进入探测器D2。这一对分别被D1,D2 记录,与前一对组成四重符合。探

测器记录的是

|H>1|H>2|V>3 (1.10.35)
第二种可能是触发光子与其伴侣分别被探测器T和D2 记录。第二对光子中沿b束的是H
偏振的,它在BS处透射进入D3,而它的伴侣在PBS1 处因其V 偏振被反射,通过半波片λ/2
到达PBS2,并在此处因其V 成分(50%)被反射而到达D1。探测器记录的是

|V>1|V>2|H>3 (1.10.36)
一般来说,两个可能状态式(1.10.35)与式(1.10.36)并不形成相干叠加,因为它们源自两个

独立光子对,它们在原则上是可以区分的,例如根据不同的发射时间。但这种信息可以因紫

外激光的短暂(200fs)和光子相干时间很长而被涂消,此时就形成了3个偏振缠绕光子的

GHZ(Grunberger-Horne-Zeilinger)态:
 

1
2
(|H>1|H>2|V>3+|V>1|V>2|H>3) (1.10.37)

上式两项中间的加号需要证明。初始两对光子的状态为

1
2
(|H>a|V>b -|V>a|H>b)(|H>'a|V>'b-|V>'a|H>'b) (1.10.38)

不带撇的和带撇的极化状态分别指第一对光子和第二对光子。在装置中,式(1.10.38)的各

分量演化为

|H>a →|H>T, |H>b →
1
2
(|H>1+|H>3)

|V>a →
1
2
(|V>1+|V>2), |V>b →

1
2
(|V>2+|V>3)

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1.10.39)

第二对光子的演化与第一对相似。只取对四重符合有贡献的项,得到

1
2
{|H>T(|H>'1|H>'2|V>3+|V>'1|V>2|H>'3)+(|H>1|H>2|V>'3+|V>1|V>'2|H>3)}

(1.10.40)
如果两对光子不能区别,就有

1
2

|H>T(|H>1|H>2|V>3+|V>1|V>2|H>3) (1.10.41)
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这印证了式(1.10.37)。在实验中如何能证明这是3个光子的缠绕态而不是这两项的混合

态呢? 尽管在实验中确证了上式中的两种偏振状态,但这还不够,还要证明它们是相干叠加

的。在D1 前的检偏器置于45°,即|45°>1=
1
2
(|H>1+|V>1),从而将上面的状态投影到

1
2

|45°>1(|H>2|V>3+|V>2|H>3)

将括号中的光子2和光子3的状态用|45°>,|-45°>基表示,有
1
2
(|45°>2|45°>3-|-45°>2|-45°>3)

即光子2和光子3偏振态相同。|45°>2|-45°>3 和|-45°>2|45°>3 态的不存在是光子偏振

缠绕的明证。图1.52给出了三光子缠绕的证明。四重符合记数作为a 束光程延迟的函数

绘于图1.52(a),偏振|45°>1|-45°>2|-45°>3 为实方点,|45°>1|-45°>2|45°>3 为实圆点。
当延迟为0时两条曲线的差别说明相干叠加,即后一种偏振状态不存在。图1.52(b)为D1
偏振置于0°时的情况。测量结果的可见度高达75%。延迟增加,两对光子趋于不能辨认,
相干趋于消失。当然也可以认为,在零延迟时D1 和D3 的光子由于D2 的光子被投影到

|-45°>而被投影到二粒子缠绕态。为了得到进一步的信息,将D1 处的起偏器置于0°(V 极

化)。GHZ态另两个光子应处于|V>2|H>3 态,它在|45°>基上不给出这两个光子的任何关

联。在图1.52(b)中不论延迟大小,方点与圆点没有区别,证明不存在二光子关联。

图1.52 三光子缠绕态的实验证明

(a)
 

D1 偏振置于45°;
 

(b)
 

D1 偏振置于0°

同一个研究组[62]用另一个GHZ态

|Ψ>=
1
2
(|H>1|H>2|H>3+|V>1|V>2|V>3) (1.10.42)

来检验量子非定域性。考虑不同的极化测量:
 

从原来的 H/V 方向转45°,称为“H'/V'测

量”;
 

或测量圆偏振,称为“L/R 测量”。新的极化态与原来的 H/V 态的关系为

|H'>=
1
2
(|H>+|V>), |V'>=

1
2
(|H>-|V>)

|R>=
1
2
(|H>+i|V>), |L>=

1
2
(|H>-i|V>)

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1.10.43)

方便起见,称 H'/V'测量为“x 测量”,L/R 测量为“y 测量”。GHZ态(1.10.42)可以用新
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的基表示,例如对yyx 测量它可以表示为

|Ψ>=
1
2
(|R>1|L>2|H'>3+|L>1|R>2|H'>3+|R>1|R>2|V'>3+|L>1|L>2|V'>3)

(1.10.44)
用循环排列,可以得到对yxy 和xyy 测量的GHZ态。从这样的状态得出,对于两个光子,
例如1和2进行测量,就可以确定地预言相应的第3个光子的极化状态。由于三光子缠绕

态已经有了实验上有力的确证,定域实在论者应该对这些状态给予他们自己的诠释。预言

与在测量中光子的距离和测量的时间顺序无关(假设对三个光子的测量是同时进行的)。
EPR佯谬定域性要求,对任何一个光子测量的结果应该和对另两个光子进行什么样子的测

量及其结果无关。对于GHZ态的现实情况,必须假设每个光子对x 测量和y 测量都有“实
在性的元素”,它们在测量结果中应该体现出来。记这些元素 H'(V')为Xi=+1(-1),元
素R(L)为Yi=+1(-1)。为了和GHZ态|Ψ>的量子理论预言符合,测量yyx 的结果要

求Y1Y2X3=-1,Y1X2Y3=-1,X1Y2Y3=-1。循环排列的结果也类似。根据定域实在

论,任何一个特定的测量x 都必须独立于对其他两个光子进行x 或y测量。由于YiYi=+1,
有X1X2X3=(X1X2Y3)(Y1X2Y3)(Y1Y2X3)=-1。因此定域实在论的结论是,进行xxx
测量的可能结果是V'V'V',H'H'V',H'V'H'和V'H'H'。将|Ψ>表示为 H'/V'基,有

|Ψ>=
1
2
(|H'>1|H'>2|H'>3+|H'>1|V'>2|V'>3+

|V'>1|H'>2|V'>3+|V'>1|V'>2|H'>3) (1.10.45)
因此,量子力学给出的xxx 测量结果和定域实在论直接矛盾,结果示于图1.53。

图1.53 三光子缠绕GHZ态导致量子力学与定域实在论矛盾

取自文献[62]
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1.10.5 在缠绕与非定域性意义下的EPR佯谬

EPR佯谬的原始意图是要说明量子力学是不完备的,因为在二粒子系统的一维运动

中,x2 和p2 的值可以准确决定,因此(Δx2)2(Δp2)2≥ 2/4被破坏。考虑EPR算符x�1+

x�2 和p�1-p�2。联合不确定性乘积 Δ(x�1+x�2) 2 Δ(p�1-p�2) 2 的值决定性地依赖量子态

的性质:
 

是可分离的还是缠绕的。段鲁明等人[63]从可分离性定义出发,证明了一个定理:
 

对可分离的连续变量状态,联合不确定性乘积是有下限的,而它的值是源于不确定性关

系的。因此破坏这个下限就是不可分离性(缠绕)的充要判据。S.Manchini等人[64]证明

了一个定理:
 

对于任意可分离量子态定义算符u=q1+q2,v=p1-p2,考虑到[qj,pj]是

个c数(j=1,2),不等式 <(Δu)2><(Δv)2>≥ <[q1,p1]>2
成立。对我们考虑的情况,这

个定理的特例是:
 

 Δ(x�1+x�2) 2 Δ(p�1-p�2) 2 ≥  2

  最大缠绕EPR态在实验室中不能实现,但一对参量下转换光子在适当条件下可以认为

是这样态的近似。罗切斯特大学的研究组[65]进行了上述光子对的大距离位置和动量关联

测量。BBO晶体用390nm激光束泵浦可产生参量下转换光子对。用棱镜把泵浦光和下转

换光分离。两个光子极化态正交,可以用极化分束器(PBS)将它们分开。滤光器后面的显

微镜物镜将通过的光聚焦到雪崩光二极管(APD)单光子计数装置上。
在测量光子的位置关联时,在分束器前放置一个透镜,将晶体的出射面聚焦在两个狭缝

的平面上成像(图1.54(a))。一个狭缝固定在最大信号强度处,移动另一个狭缝以记录作

为狭缝位移函数的光子符合计数率。要测量光子的横向动量关联,去掉PBS前的透镜,代
以在每一个臂上各放一个透镜,透镜距狭缝平面距离为f(焦距)(图1.54(b))。这两个透

镜将横向动量映射为横向位置,使具有横向动量 k⊥的光子聚集在狭缝平面后落在fk⊥/k
处。将一个狭缝固定,移动另一个狭缝以得到符合计数率分布。

归一化符合分布后,得到条件概率函数为P(x2|x1)和P(p2|p1),绘于图1.55。
这些条件概率密度函数就用以计算在给定光子1的位置或动量条件下,光子2的位置

和动量不确定性:
 

(Δx2|x1
)2=∫x2

2P(x2|x1)dx2- ∫x2P(x2|x1)dx2 2

(Δp2|x1
)2=∫p2

2P(x2|x1)dx2- ∫p2P(x2|x1)dx2 2
􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (1.10.46)

实验数据给出

(Δx2|x1
)2(Δp2|p1

)2=0.01 2 (1.10.47)
这个结果证实了光子的关联性是如此之好,而EPR佯谬定域要求被破坏得如此厉害。但不

要把此关系(1.10.47)当作不确定性关系,因为均方差值是在不同条件下计算的。不确定性

关系(Δx2)2(Δp2)2≥ 2/4并未被破坏,两个均方差值同时为0不可能在任何量子状态上实

现。对可分离态用联合概率P(x1,x2)和P(p1,p2)计算均方差,得到的结果是[Δ(x�1+

x�2)]2[Δ(p�1-p�2)]2≥ 2。
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图1.54 测量光子关联的实验装置示意图

取自文献[65]

图1.55 条件概率分布函数

取自文献[65]

1.10.6 单光子的非定域性

在1.8节中讨论的贝尔不等式实验检验涉及两个缠绕粒子的关联。考虑一个单个光子

打到分束器上。它反向和透射的概率幅相等。状态由下式描述:
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1
2
[|1>T|0>R+|0>T|1>R] (1.10.48)

此处T(R)指分束器的透射(反射)臂。以光子数状态为基,T和R的关联互相排斥:
 

如果

在T臂探测器计数,R臂的探测器必然无反应,反之亦然。但这并非我们感兴趣的量子力

学关联(它涉及和量子数互补的相位)。将式(1.10.48)和式(1.8.6)的贝尔基比较,可以看

 图1.56 信号光子与局域振子(LO)

产生光子的混合

取自文献[67]

出它们在数学上是同构的。意思是一个光子也可以

用来检验贝尔不等式,只要把一个相位适当安排进

去。此时T和R臂的探测器可以表明单个光子的

两个“版本”之间的关联,即使探测器相距很远。实

验研 究 是 由 S.M.Tan,D.F.Walls 和 M.J.
Collett[66]建议的。式(1.8.6)中光子对的关联可以

通过调整起偏器角度设置测量。单光子和局域振子

在分束器上混合(图1.56),探测器无法判断探测到

的光子是来自信号(单光子)还是来自振子所产生的相干态光子αeiθ。相位θ等同于1.8节

中起偏器的角度。实验研究由B.Hessmo等人[67]完成。他们对Tan,Walls和Collett[66]的
原始建议作了一些改动,试验安排示于图1.57。激光源产生飞秒脉冲,波长为90nm,它泵

浦了一个BBO下转换晶体,辅助光子进入探测器DT。DT 收到光子就说明下转换光子对中

的另一个信号光子即将进入分束器。局域振荡的由主激光器分出一束来驱动。设置并调整

延迟线,保证振子光子和信号光子同时达到分束器。强度控制使振子光强度和信号强度相

匹配以得到高度关联的测量可见度。振子光子的极化调整为和信号光子的极化正交。振子

光子的相位由一臂的双折射晶体沿其光轴的转动来调整。D1,D2 和DT 的三重符合作为两

臂相位差的函数记录下来,如图1.58所示。如果信号光子或振子光子遗失,就会得到平坦

的与相位无关的关联曲线。用这个本底关联来修正关联-相移曲线,得到了可见度91%±
3%。贝尔不等式被破坏达到71%。如文献[66]指出的,这个关联是纯量子力学的,其结

果不同于经典波动理论,更不用说经典微粒理论了。

图1.57 实验安排

参量下转换的一个单光子与局域振子的光子在分束器上混合

在分束器的输出两臂各有一个探测器,取自文献[67]
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图1.58 实验数据和曲线拟合

振荡曲线表明单光子两个“版本”的非经典关联(作为相移的函数),取自文献[67]

1.11 量子非破坏性实验简介

科学与技术的发展需要越来越高的精确度,例如引力波探测、压缩光、单原子阱等。在

计算机科学的信息处理与传递中,量子测量也很重要。量子测量的理论也需要发展从而满

足这些需要。量子非破坏性实验(quantum
 

non-demolition
 

experiment,QND实验)和回避

反作用实验(back
 

action
 

evading
 

experiments,BAE实验)都能在不确定原理这一基础性约

束的制约之下提供最佳结果[68]。我们从一个例子开始。引力波探测器由重以吨计的

Al(Si,Nb)棒构成,它们在引力波的驱动之下以极小的振幅(估计为δx≈10-19cm)振动。
如果精确度要求如此之高,那么这样巨大的金属棒也要用量子力学处理。测量的重复频率

是τ≈10-3s。如果从测量振动的振幅来测引力波,则相应的Δx 会有动量的扰动Δp≥
 
2Δx

,亦即有速度不确定性 Δv≥
 

2mΔx
。它在时间τ 内引起位置的不确定性(Δx)'≥

 τ
2mΔx

。代入Δx=10-19cm,m=10t=107g,得(Δx)'≥5×10-19cm,大于位置测量要求的

精确度。这样,下一次测量就无法以需要的精确度完成。将棒做得更重是不现实的,进一步

缩小测量时间间隔会减弱引力波信号。之所以造成这种情况,是因为位置测量是一种仪器

对体系的反作用(back
 

action),它带来了对动量(位置的共轭力学量)的干扰。这种污染被

反馈回体系,在它的演化中造成附加的位置误差,破坏了下一次精确测量位置的可能性。我

们能否更聪明一点呢? 尝试测量金属棒在引力波驱动下获得的动量。令动量测量所需的精

确度为Δp≈10-9g·cm/s。相应的位置测量的不确定性为Δx>
 
2Δp

≈5×10-19cm。在

τ≈10-3s后再进行动量测量。由于悬挂的金属棒在很短的时间(远小于振荡周期)内可以

认为是自由的,它的动量是守恒的,不确定Δx 不能由自由演化引发新的动量不确定性
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(Δp)',因此,下一次动量测量仍能以同样精度进行。当然,一次次的动量测量会使位置不

确定积累,但这不会带来不利影响。另外,引力波是会使金属棒动量变化的,测量动量以判

断引力波的强度正是基于此点。但这是外力脉冲,体系的动力学演化仍是自由物体的。在

自由物体演化中动量是守恒的,污染不能反馈进来。基于以上讨论,自由物体的动量测量可

以是量子非破坏性的,而位置测量不是。或者说自由运动的动量是量子非破坏性的可观测

量,而位置测量不是。综上所述,在位置测量中δx=pτ/m,p 的不确定性通过这个关系产

生x 的新不确定性。在自由运动中,p=const与x 无关,因而动量测量产生的x 的不确定

性反馈不进来。在此,运动常数是起决定作用的。

1.11.1 标准量子极限与反作用回避实验

考虑一个自由粒子。设在t=0时进行的位置测量不确定值是(Δx)1。相应的仪器反

作用带来的动量不确定值是(Δp)ba=
 

2(Δx)1
。记(Δx)2 为在时间t=τ进行的位置测量误

差。在时间τ内反馈的污染造成的位置不确定值是

(Δx)'=
(Δp)baτ

m =
 τ

2m(Δx)1
两次位置测量可以确定动量的值

p=m
x2-x1

τ
(1.11.1)

动量的不确定值为

Δp=
m
τ
(Δx)21+

 2τ2

4m2(Δx)21
+(Δx)22􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/2

(1.11.2)

(Δx)1 取什么值才能使Δp 尽量小呢? 简单的计算给出

(Δx)1 

min=
 τ
2m ≡ΔxSQL (1.11.3)

它使由(Δx)1 导致的Δp=
 m
τ
。定义

ΔpSQL=
 m
2τ

(1.11.4)

式(1.11.3)和式(1.11.4)定义了x 和p 误差的“标准量子极限”(standard
 

quantum
 

limit,

SQL)。式(1.11.4)的定义有一定任意性,它满足

ΔxSQLΔpSQL=
 
2

式(1.11.2)中的Δp 显然比ΔpSQL 大,但属于同量级。这两个量的关系用符号≳表示,即有

Δp≳ΔpSQL (1.11.5)
再考虑谐振子

x(t)=x(0)cosωt+p(0)
mωsinωt

≡x1cosωt+x2sinωt (1.11.6)

x1 和x2 称为谐振子的“求积振幅”(quadrature
 

amplitude),它们实际上是两个积分常数。
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从x 和p 间的不确定关系可知,确定求积振幅的精确度需满足

Δx1Δx2 ≥
 

2mω
(1.11.7)

如果它们有相同的精确度,则有

Δx1=Δx2 ≥
 

2mω
(1.11.8)

而标准量子极限就是

ΔxSQL=
 

2mω
(1.11.9)

谐振子的能量为

E=
1
2mω2A2=

1
2mω2(x2

1+x2
2)

此处A 是振幅。如果振幅为小量,则

ΔE=mω2AΔASQL=mω2 2E
mω2

 
2mω

=  ωE (1.11.10)
标准量子极限可以逾越吗? 答案是肯定的。在得到这个极限时用了不确定关系,但二者不

是等同的。标准量子极限与如何进行测量有关。以谐振子为例,它的能量取决于振幅A,
而和相角ωt无关。在测量求积振幅时,振幅和相角都要测。关于相角的信息对能量是没有

用的,但仪器在测量相角时对体系的反作用会被反馈回体系造成附加的能量不确定性。因

此测量能量最好的办法是不要任何关于相角的信息。这是P.N.Lebedev的办法:
 

通过测

量辐射压力获得辐射能量密度。可以用很长的时间来完成测量,相角的信息是不相干的。
在尺度为d 的腔体中用可移动的壁(动量不确定性Δp)测量电磁能量E,其不确定性为

ΔE ≈
d
τΔp

(1.11.11)

此处τ是测量时间。如果用足够长的时间进行很精确的动量测量,可以使ΔE 足够小,小于

标准量子极限。这类实验称为“反作用回避实验”(BAE实验)。BAE实验的条件可以从考

虑体系和测量仪器间的相互作用得到。体系的可观测量A� 和仪器的可观测量M�(仪器的读

数)耦合哈密顿(Hamilton)量记为 H�I:
 

H�I=f(A�,M�) (1.11.12)

这个相互作用正是仪器对体系的反作用,它通过量子运动方程导致A� 的变化:
 

dA�
dt =

i
 
[H�I,A�] (1.11.13)

因此,如果A� 和H�I对易,则在测量中对A� 就没有反作用。如果 H�I 中不含体系的任何与

A� 不对易的可观测量,它就和A� 对易,即 H�I不会导致A� 的本征态间的跃迁。以上粗略的

讨论在文献[68]中有严格的证明。
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1.11.2 量子非破坏性实验

可观测量A� 的量子非破坏性实验(QND实验)是对A� 的一系列精确测量,在各次测量

之间的演化中没有与A� 不对易的可观测量的污染反馈给A�。只有很特殊的可观测量才能

对污染反馈有免疫性。它们被称为“QND可观测量”。如果,有且只有一个系统在海森堡图

画中自由演化时与在不同时间的A�(t)算符对易,即

[A�(ti),A�(tj)]=0, ti ≠tj (1.11.14)

A� 就是QND可观测量。为了强调QND测量的重要性,仍以引力波探测为例。这个探测需

要多次在不同时间重复对一个可观测量进行测量。如果我们有大量同样的系统处于相同状

态,就可以在不同时间对许多系统进行测量,不必考虑一次测量对一个系统以后演化的影

响。但对于引力波探测器,系统是唯一的。只能对一个棒多次进行测量,因此要求这些测量

彼此不相干扰。QND测量是绝对必须的。令A� 为QND可观测量。在海森堡图画中,在t0

时的测量得到A(t0)。这个测量制备了状态|ψ0>,它是A� (t0)的本征态,相应的本征值为

A(t0)。由于A�(t0),A�(t1),A�(t2),…彼此对易,|ψ0>也是A�(t1),A�(t2),…的本征态,相应

的本征值为A(t1),A(t2),…。即从第一次测量的结果就可以计算出以后任何时间的本征

值。在时间t1,t2,…进行的完全后继测量必须给出已知的本征值。这里至关重要的是以下

两个关系:
 

[A�(t),H�I]=0 (1.11.15)

[A�(ti),A�(tj)]=0, ti ≠tj (1.11.16)

第一个关系保证在测量时没有仪器对可观测量产生反作用。当然对其他可观测量,例如C�,

不满足式(1.11.15)将受到反作用而被污染。第二个关系保证被污染的可观测量C� 等不会

在体系的自由演化(此时仪器的相互作用已关闭)中将污染反馈给A�。C.M.Caves[69]等针

对引力波探测的实际需要(H�I不关闭)研究了A� 仍然成为QND可观测量的条件。引力波

探测器要通过测量判断作用于棒上的力F(t),此过程中的动量要随时间变化。在理论上和

实验上都还有许多更深入的讨论[70]。但从量子力学最基础的要求而言,式(1.11.15)与
式(1.11.16)给出的两个关系是必须满足的。
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第2章
量子缠绕及其在量子信息和量子计算的应用

量子计算的概念是从20世纪80年代初出现的。1982年P.Benioff[1-3]提出计算机在原

则上可以用纯粹量子的方式运行。量子计算机会出错误,纠错会有不少麻烦。既然如此,它
和经典计算机相比又有什么优越之处呢? 经典计算机能存储矢量并旋转它们,将它们投影

到正交基上,等等。实际上它也可以模拟量子过程,但当希尔伯特空间变得很大时,模拟效

率变得越来越低。1982年费曼[4-5]指出,量子计算机模拟量子过程要容易得多,因此可以完

成某些经典计算机无法完成的任务。如果量子计算机有并行结构,就可以实时模仿任何量

子体系,不论其大小如何。相形之下,经典计算机模拟量子体系所需的步骤要随体系的大小

和演化时间长短指数变化。特别是在20世纪90年代,量子信息与量子计算有了迅速发展。
本章将着重介绍与量子信息和量子计算关系密切的量子缠绕的基本性质,也要介绍一些量

子信息的基本概念。在量子信息与量子计算方面已有不少详细的评述文章和专著[6-9],本章

内容参考最多的是J.Preskill的讲义[10]。

2.1 量子计算简介

2.1.1 量子数据和数据处理

  经典比特用两个状态0和1代表。例如可以记为|0>和|1>。经典n-比特用一串n 个

比特代表,每个比特可能是0或1,n-比特总共有2n 个不同的状态,从000…0到111…1。
量子比特(q比特)可以用两能级的微观体系实现,例如原子、核自旋或光子极化。量子比特

和经典比特特征最大的不同在于它可以是α|0>+β|1>状态,α 和β是复数并且满足|α|2+
|β|2=1。一对量子比特(2-q比特)可以是布尔(Bool)比特|00>,|01>,|10>和|11>四者之

一,也可能是它们的组合,例如

1
2
(|00>+|01>)=|0>􀱋

1
2
(|0>+|1>) (2.1.1)

这是一个直积态(可分离为两个q比特的乘积)。下面的q比特则是不能表示为乘积的

组合:

1
2
(|00>+|11>) (2.1.2)



它是不能分离的,称为“缠绕态”。一串n-量子比特(n-q比特)可以表示为

ψ= ∑
(11…1)

x=(00…0)
cx|x> (2.1.3)

此处cx 是复数,满足

∑
x

|cx|2=1 (2.1.4)

n-q比特的量子态用2n 维希尔伯特空间的一个矢量代表,每一维都是一个经典状态。
经典计算可以表示为一系列的1-比特和2-比特操作,例如NOT门(非门)和AND门

(与门)。1-比特操作的NOT门是状态的翻转,即0→1,1→0。作用于a 和b的AND操作

记为x=a∧b,定义为仅当a,b都为1时x=1,否则x=0。量子计算也类似地表示为一系

列的1-q比特和2-q比特量子门。1-q比特状态表示为

|0>
|1>  

作用在它上面的量子门是幺正矩阵

α β
γ δ  

它将|0>映射为α|0>+β|1>,将|1>映射为γ|0>+δ|1>。布尔态|0>和|1>的经典对应是0和

1,但α|0>+β|1>却没有经典对应。2-比特布尔态的第一个比特称为“控制输入”(controlled
 

input),第 二 个 比 特 称 为“靶 输 入”(traget
 

input)。如 果 控 制 输 入 为 1,操 作 CNOT
(controlled

 

NOT)将靶输入翻转;
 

如果控制输入为0,则不做任何事。它将|10>变为|11>,
将|11>变为|10>,保持|00>和|01>不变。对2-q比特,有

CNOT:
 

|a,b>→|a,a􀱇b> (2.1.5)
此处􀱇是模为2的加法。量子门XOR(exclusive

 

OR,异域门)定义为

UXOR|x,0>=|x,x> (2.1.6)
它保持第1个q比特不变,而将第2个q比特改为第1个q比特的复制品。复制行为使人

不禁要尝试一下,能否作用在典型量子比特|ψ>=α|0>+β|1>上将它克隆? 尝试的结果是

|ψ>=α|0>+β|1> (2.1.7)

UXOR|ψ,0>=αUXOR|0,0>+βUXOR|1,0> (2.1.8)

=α|0,0>+β|1,1>
它不等于预期的|ψ,ψ>,而是一个纠缠态。这是对量子态普遍成立的“非克隆定理”的一个

特例。我们将在2.3.3节讨论这个定理。
任何作用在量子数据上的幺正算符都可以由2-q比特操作XOR或CNOT以及1-q比

特的幺正操作
α β
γ δ  构成。

2.1.2 量子并行性与有效量子算法

D.Deutsch[11]将费曼的想法表述为更具体的形式。从一个具体的例子开始。函数

f(x)将一个1-比特x 变为另一个1-比特f(x)。我们想要判断一下,f(0)和f(1)是否相

等。经典计算机要分别计算f(0)和f(1),然后比较它们做出判断。量子计算机能做得更

好吗? 定义一个幺正变换Uf:
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Uf∶|x>|y>→|x>|y􀱇f(x)> (2.1.9)
如果f(x)=1,它将第2个q比特翻转;

 

如果f(x)=0,它就什么也不做。如果|y>=
1
2
(|0>-|1>),就有

Uf∶|x>1
2
(|0>-|1>)→|x>1

2
(|f(x)>-|1􀱇f(x)>)

=|x>(-1)f(x)
1
2
(|0>-|1>) (2.1.10)

在此结果中,f(x)已不再是状态的标志,而是集中到相因子中了。令|x>=
1
2
(|0>+|1>),有

Uf∶
1
2
(|0>+|1>)

1
2
(|0>-|1>)→

1
2
(-1)f(0)|0>+(-1)f(1)|1>  

1
2
(|0>-|1>)

(2.1.11)
将式(2.1.11)中右侧第1个q比特投影到基|±>上:

 

|±>=
1
2
(|0>±|1>) (2.1.12)

结果是:
 

如果f(0)=f(1)就得到|+>,如果f(0)≠f(1)则得到|->。可以把量子计算机想

象成一个黑匣子,将q比特和操作输入,它会进行计算,然后把结果投影到基{|0>,|1>}上。如

果投影给出{1,0},则结果是0;
 

如果投影给出{0,1},则结果是1。在这个例子中,输入的q

比特是1
2
(|0>+|1>)

1
2
(|0>-|1>),操作是Uf。和通常不同的是,投影的基是|0>和|1>的

两个线性组合{|+>,|->}。如果投影给出{1,0},则f(0)=f(1);
 

如果投影给出{0,1},则

f(0)≠f(1)。量子计算机完成计算只用了一步。这个算法由I.
 

L.
 

Chuang等人[12]实现。
这是量子计算并行的一个例子,称为“Deutsch问题”。该算法抽出了与f(0)和f(1)都有关

的整体信息。令f(x)为N-比特的函数,有2N 个可能的宗量。如果用经典计算机计算f(x)
的函数表,则要进行2N 次计算。在N 值很大时,这是不可想象的。用量子计算机执行

Uf∶|x>|0>→|x>|f(x)> (2.1.13)
输入以下状态

1
2
(|0>+|1>)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

N

=
1
2N/2∑

2N-1

x=0
|x> (2.1.14)

运算Uf 一次,可以生成下列状态:
 

1
2N/2∑

2N-1

x=0
|x>|f(x)> (2.1.15)

函数f 的整体性质已经蕴藏在式(2.1.15)中了。巧妙地应用这个性质可以设计出强有力

的算法。其中著名的有:
 

(1)
 

大数的因子化[13]。需要的时间是最好经典时间的对数多项式。指数式会加快是

由于运用了一些并行计算路径的相消干涉。
(2)

 

在未分类的数据库中寻找一个对象[14],这被称为“在草堆中寻找一根针”。在N 个

外观相同的物体中要找一个特定的物体,平均需要找N/2次才能有1/2成功的概率。如果
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用缠绕的q比特,则每一次寻找都会影响下一个操作。这样经过 N 次寻找就有1/2成功

的机会。这个算法已经由I.L.Chuang等人[15]用核磁共振方法在实验上实现。但这个方法

的缠绕性质仍在进一步探讨,量子计算的威力发挥也在进一步研究[16]。
(3)

 

量子模拟。解决多体问题,经典计算机所需时间随粒子数增加而指数上升。

S.Wiesner[17],D.Abrams和S.Lloyd[18]追随费曼的想法,即量子计算机模拟量子系统没有

困难,因为它们遵守的定律是完全一样的。在量子计算机中,根据哈密顿量设计的幺正变换

作用于初态可以直接导致末态,不需要解薛定谔方程。这个办法远比在常规计算机上用数

值方法解薛定谔方程和蒙特卡罗模拟优越。

2.1.3 量子信息

在讨论缠绕的量度、量子数据压缩等实际问题时,都需要涉及经典和量子信息的基础概

念。在经典信息学中遇到的问题是:
 

①
 

为了避免重复,一条信息可以压缩到什么程度;
 

②
 

为

了保护信息不被噪声带来的错误所破坏,需要多少冗余度(redundancy)。香农(Shannon)
在1948年用熵的概念表征冗余度。考虑一条有n 个字符的信息,n≫1,每个字符都从二进

制的数1和0选出,先验概率分别是p 和1-p,0≤p≤1。问题是能否用短一些的字串表

达出基本相同的信息内容。对n 很大时,字串包含大约n(1-p)个0和np 个1。具有相同

数目的0与1的不同字串共有
n
np  个。从斯特林(Stirling)大数公式

logn!=nlogn-n+O(logn) (2.1.16)
可得

log
n
np  =log n!

(np)! [n(1-p)]!
(2.1.17)

≃nlogn-n-[nplognp-np+n(1-p)logn(1-p)-n(1-p)]

=nH(p)
此处

H(p)=-plogp-(1-p)log(1-p) (2.1.18)
称为“熵函数”。对数的底取为2。这类字串(称为“典型字串”)的数目为2nH(p)个。具有不

同数目0和1的字串称为“非典型字串”,它们出现的概率在n→∞时微乎其微。因此,要传

达在n 位比特(0或1)字串中所携带的信息,选用一个框块编码(block
 

code),赋予每一个典

型字串以一个正整数就够了。这个编码有2nH(p)个字符,因此我们将每一个字符用一个长

度为nH(p)的字串表征即可。由于在0≤p≤1情况下有0≤H(p)≤1,而仅在p=
1
2

时

H(p)=1。框块编码在任何p≠
1
2

的情况下将信息压缩。因此在p 和1
2

相差很多时,可以

得到程度相当大的压缩。以上的推论可以从两种字符推广到k 种字符的字符集,字符x 出

现的概率是p(x)。有n 个字符的字串,x 出现的概率是np(x),典型字串的数目是

n!

∏
x

(np(x))!
≃2nH(X) (2.1.19)

此处
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H(X)=∑
x

-p(x)logp(x) (2.1.20)

是字符系综X={x,p(x)}的香农熵。这个系综中一个字符x 平均携带信息H(x)。可以

用{ε,δ}表述把以上的推论变得更加明确。一个特定的n 字符信息x1x2…xn 出现的先验

概率为

p(x1…xn)=p(x1)…p(xn)

logp(x1…xn)=∑
n

i=1
logp(xi) (2.1.21)

中央极限定理给出

-
1
nlogp

(x1…xn)~ <-logp(x)>≡
∑
x

-p(x)logp(x)

∑
x
p(x)

=H(X) (2.1.22)

对于任何ε,δ>0和x 足够大,每个典型字串的概率P 满足

H(X)-δ<-
1
nlogp

(x1…xn)<H(X)+δ (2.1.23)

所有典型字串的总概率超过1-ε。香农的无噪声编码定理判定最佳编码能渐近地将每个

字符压缩到 H(x)比特。
当信息传输通过有噪声的通道时,收到信息中的y 可能与送出信息中的x 不同。噪声

通道由条件概率p(y|x)表征,它代表送出x 而收到y 的概率。对所有可能送出的x,接收

到y 的概率是:
 

p(y)=∑
x
p(y|x)p(x) (2.1.24)

在y 被接收之后,x 的概率分布被刷新,根据贝叶斯法则(Bayes’theorem)

p(x|y)=p(y|x)p(x)
p(y)

(2.1.25)

刷新后的x 分布不再是先验的了,它包括了在收到y 之后的有关x 的知识。替代原有的熵

函数,现在是条件熵:
 

H(X|Y)=<-logp(x|y)> (2.1.26)
它量化了用最佳编码时每个字符所携带的信息。联合概率由下式给出:

 

p(x,y)=p(x|y)p(y)=p(y|x)p(x) (2.1.27)
由此,H(X|Y)变为

H(X|Y)=<-logp(x|y)>=<-logp(x,y)>-H(y) (2.1.28)
从另一方面看

H(Y|X)=<-logp(y|x)>=<-logp(x,y)>-H(x) (2.1.29)
由于知道了Y,我们增获了有关X 的信息。要量化这个概念,在知道Y 以后,标明X 所需

的每字符比特数的减少量:
 

I(X;
 

Y)≡H(X)-H(X|Y)=H(Y)-H(Y|X) (2.1.30)

=H(X)+H(Y)-H(X,Y)
它被称为“相互信息”(mutual

 

information),对X 和Y 是对称的。可以证明

H(X)≥H(X|Y)≥0
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因此I是非负的。I(X;
 

Y)是当我们获取了Y 之后增获的关于X 的每字符的信息量,反之

亦然。如果p(y|x)表征一个噪声通道,I(X;
 

Y)就是在给定先验概率分布p(x)条件下每

个字符的信息量。这就是香农的噪声通道编码定理。当X 与Y 没有关联时,有p(x,y)=
p(x)p(y),因而I(X;

 

Y)=0,即获取Y 对于了解和它没有关联的X 毫无帮助。
上述的考虑可以推广到量子信息。量子状态的系综是制备包含n 个字符信息的源。

每个字符由密度矩阵ρx 表征,先验概率为px。系综的密度矩阵为

ρ=∑
x
pxρx (2.1.31)

它的冯纽曼熵(von
 

Neumann
 

entropy)定义为

S(ρ)=-tr(ρlogρ) (2.1.32)
如选择了使ρ对角化的正交归一基{|a>},则有

ρ=∑
a
λa|a><a| (2.1.33)

以及

S(ρ)=∑
a

-λalogλa =H(A) (2.1.34)

此处 H 是系综A{a,λa}的熵函数。
当x 包含相互正交的纯态时,量子源还原为经典源,S(ρ)=H(x)。若状态ρx 不再是相

互对易的,则量子源变为非平庸的。冯纽曼熵起双重作用,它既量化量子信息内容,即可靠地

编码信息所需的最小每字符信息量,也量化经典信息内容,即在进行最好的测量时能获取的有

关制备的最大每字符信息量(比特)。约化密度矩阵的冯纽曼熵也表征二组分纯态的缠绕度。

2.2 量子缠绕

在讨论贝尔定理时我们见到了EPR-Bell态。下文将在量子信息和量子计算的应用方

面,进一步剖析它们的性质。

2.2.1 缠绕态的密度矩阵表征

考虑一个包含子体系A与B的体系,由关联波函数描述:
 

|ψ>=a|0>A 􀱋|0>B+b|1>A 􀱋|1>B (2.2.1)
此处|0>与|1>是正交的。对A进行力学量MA 的测量。对整个体系而言,它的算符是MA􀱋1B,
它在状态|ψ>中的期望值是

<ψ|MA 􀱋1B|ψ>=(a*
A<0|􀱋B<0|+b*

A<1|􀱋B<1|) (2.2.2)

 (MA 􀱋1B)(a|0>A 􀱋|0>B+b|1>A|1>B)

=|a|2A<0|MA|0>A+|b|2A<1|MA|1>A
此处用了正交性

B<0|1B|1>B=0 (2.2.3)
关系式(2.2.2)可以用密度矩阵ρA 表示:

 

<MA>=tr(MAρA) (2.2.4)

ρA=|a|2|0>A 

A<0|+|b|2|1>A 

A<1| (2.2.5)
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上面的例子可以推广到任何两组分体系的任意状态,它的希尔伯特空间是 HA􀱋HB。体系

的任何纯态可以展开为

|ψ>AB=∑
i,μ

aiμ|i>A 􀱋|μ>B (2.2.6)

并有

∑
iμ

|aiμ|
2=1 (2.2.7)

MA 的期望值是

<MA>=AB<ψ|MA 􀱋1B|ψ>AB (2.2.8)

=∑
jv

a*
jv(A<j|􀱋B<v|)(MA 􀱋1B)∑

iμ
aiμ(|i>A 􀱋|μ>B)

=∑
ijv

a*
jvaiv

 

A<j|MA|i>A

=trMAρA  
此处①

ρA=trB|ψ>AB 

AB<ψ|=∑
ijμ

aiμa
*
jμ|i>A 

A<j| (2.2.9)

ρA 可以对角化,它的本征值是非负的,本征值之和为1:
 

trρA=∑
iμ

|aiμ|
2=1 (2.2.10)

令{φα}代表将ρA 对角化的基,有

ρA=∑
α
pα|φα><φα| (2.2.11)

此处0<pα≤1,∑
α

pα=1。如果ρA 只有一个非零的本征值,使ρ2A=ρA,即ρA 代表的是纯

态。否则trρ2A<trρA,状态是混合态,它包含态φα 的非相干组合,pα ≠0。体系的纯态

|ψ>AB 并不一定意味着子体系A也是纯态。只有在无相互作用子体系直乘态|ψ>AB=|φ>A􀱋
|χ>B 的情况下才会如此。当子体系A与子体系B相互作用时,它们相互关联,或称“缠绕”,
这就是在式(2.2.6)中遇到的情况。即使相互作用只短暂存在,缠绕也摧毁了子体系A状

态间叠加的相干性,使在对子体系A进行测量时,某些相对相位不能被测出。对二能级体

系(|0>,|1>),2×2密度矩阵可以用泡利矩阵(Pauli
 

matrix)和单位矩阵表示:
 

ρ(P)=
1
2
(I+P·σ)

=
1
2
1+P3 P1-iP2

P1+iP2 1-P3  
(2.2.12)

由于泡利矩阵是无迹的,trρ=1的要求得以满足。从式(2.2.12)可以得到

detρ=
1
4
(1-P2) (2.2.13)

令ρ的本征值为p1 和p2,由此detρ=p1p2。ρ具有非负本征值的必要条件是P2≤1。这也

是充分条件,因为trρ=p1+p2 意味着p1 和p2 不可能都为负值。此时detρ≥0就决定了
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p1 和p2 为非负。在0≤|P|≤1条件下的矢量P 的端点必须在半径为1的球内或球面上。
这个球称为“布洛赫球球”(Block

 

ball)。在球面上的点|P|=1,即detρ=0,ρ的本征值为0
和1,它表征一个纯态。P 由单位矢量n�=(sinθcosφ,sinθsinφ,cosθ)给出:

 

ρ(n�)=
1
2
(I+n�·σ) (2.2.14)

ρ(n�)满足关系

(n�·σ)ρ(n�)=ρ(n�)(n�·σ)=ρ(n�) (2.2.15)
即ρ(n�)是n�σ的本征态,本征值为1。它可以被诠释为指向n�(θ,φ)方向的自旋。这个态由

以下本征自旋量表示:
 

|ψ(θ,φ)>=
e-iφ/2cosθ

2

eiφ/2sinθ
2  (2.2.16)

这可以直接由计算验证:
 

ρ(n�)=|ψ(θ,φ)><ψ(θ,φ)|

=
cos2θ2

cosθ
2sin

θ
2e

iφ  
cosθ

2sin
θ
2e

-iφ

sin2θ2  
=
1
2I+

1
2
cosθ
sinθeiφ  

sinθe-iφ

-cosθ 
=
1
2
(I+n�·σ) (2.2.17)

2.2.2 施密特分解

二组分纯 态 可 以 表 示 为 如 式(2.2.6)所 示 的 标 准 形 式,即 施 密 特 分 解(Schmidt
 

decomposition):
 

|ψ>AB=∑
iμ

aiμ|i>A|μ>B (2.2.18)

定义另一组基:
 

|i
~>B=∑

μ
aiμ|μ>B (2.2.19)

它不一定是正交归一的。因此

|ψ>AB=∑
i

|i>A|i
~>B (2.2.20)

此处i
~
与式中的求和指标i有一一对应关系。假设基{|i>A}使ρA 对角化:

 

ρA=∑
i
pi|i>A 

A<i| (2.2.21)

则可以对B取迹得到ρA:
 

ρA=trB(|ψ>AB 

AB<ψ|)

=trB ∑
ij

|i>A 

A<j|􀱋|i
~>B 

B<j
~

|  
=∑

ij
B
<j

~

|i
~>B(|i>A 

A<i|) (2.2.22)
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比较式(2.2.21)与式(2.2.22)得到

B<j
~

|i
~>B=piδij (2.2.23)

基{|i
~>B}是正交的,但未归一。定义

|i'>B= pi |i
~>B (2.2.24)

使基{|i
~

'>B}正交归一,就得到施密特分解的标准形式:
 

|ψ>AB=∑
i
pi|i>A|i'>B (2.2.25)

系数{pi}称为“施密特系数”,而ρA 与ρB 非零本征值的数目称为“施密特数”。
一般来说,两个不同的纯态|ψ>AB 和|φ>AB 不能用 A与 B的相同正交归一化基来展

开。从式(2.2.23)开始,对A取迹,得到

ρB=trA|ψ>AB 

AB<ψ|=∑
i
pi|i'>B 

B<i'| (2.2.26)

可以看到ρA 与ρB 共享相同的非零本征值。因为 A与 B可以有不同的维数,它们的零本征

值数可能不同。如果ρA 与ρB 在0之外没有简并的本征值,|ψ>AB 的施密特分解就唯一地确

定了。我们可以把ρA 与ρB 对角化以找出|i>A 和|i'>B,把它们配起对来求和再乘以pi,求
和之后就得到了|ψ>AB(精确到共同相位)。

暂时回到EPR佯谬。爱因斯坦等三人的反对意见之一就是对B的sz 测量得到|↑z>B
造成的状态塌缩瞬间给A传递了信息,使对A的即刻测量唯一地得到|↓z>A。爱因斯坦等

三人将它诠释为超距的相互作用。考虑总自旋为1的态

|ψ>AB=
1
2
(|↑z>A|↑z>B+|↓z>A|↓z>B) (2.2.27)

对B的测量导致在系综中对A自旋的制备:
 

ρA=
1
2|↑z>A 

A<↑z|+
1
2|↓z>A 

A<↓z| (2.2.28)

它有非零的简并本征态,因此式(2.2.27)的施密特分解不是唯一的。另一个分解

|ψ>AB=
1
2
(|↑x>A|↑x>B+|↓x>A|↓x>B) (2.2.29)

与式(2.2.29)的不同之处在于 A与 B基的选择不同。式(2.2.27)与式(2.2.29)描述了相同

的状态,即自旋为1的二组分缠绕态,区别在于自旋量子化轴的不同。在对|·>A 与|·>B 同

时进行幺正变换时,它们彼此转化。对B进行sx 的测量在系综中制备自旋态{|↑x>A|↑x>B};
 

对A进行sx 测量导致同样的密度矩阵式(2.2.28)。因此对A运行sz 测量并不能显现对B
的测量所发出的信息,即对B测量的量子化轴可以在任何方向。这个性质将结合量子密钥

分布问题进一步讨论。
施密特数用来表征两组分纯态的缠绕。在 A与 B中纯态的直积是可分离的二组分

纯态

|ψ>AB=|φ>A 􀱋|χ>B (2.2.30)
这个态的施密特数是1。对任何施密特数大于1的态,不能表示为这种形式,因为它是缠

绕的。
最后提一下,两个可分辨粒子体系的缠绕是可以确切定义的,它的性质也充分研讨过。
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对两个不可分辨粒子,其性质是非平庸的。J.Schliemann等人[19-20]讨论了二费密子体系的

缠绕,发现可以把可分辨二粒子体系的结果移植过来。对二玻色子体系的研究有不同方法

的结果报告[21-22]。

2.2.3 EPR-Bell态的进一步讨论

在1.3节中讨论过EPR-Bell态,用q比特语言表示:
 

|ϕ±>=
1
2
(|00>±|11>),

|ψ±>=
1
2
(|01>±|10>)

(2.2.31)

它们是“最大限度的缠绕态”,意思是对q比特B取迹导致

ρA=trB(|ϕ+>AB 

AB<ϕ+|)=
1
2IA (2.2.32)

类似地,对A取迹导致ρB=
1
2IB。即如果对自旋A在任何轴方向进行测量,导致自旋B的

结果完全随机,向上和向下为1/2的等概率。在这样的缠绕态中,两个q比特的信息不能通

过对A或B的定域测量获得。
缠绕态(2.2.31)是两个相互对易的算符σ(A)

1 σ(B)
1 和σ(A)

3 σ(B)
3 的同时本征态。σ(A)

3 σ(B)
3 的

本征态被称为“宇称比特”(自旋平行或者反平行),σ(A)
1 σ(B)

1 的本征态被称为“相比特”(在叠

加时取+或-)。每个状态携带的比特信息由表2.1给出。

表2.1 EPR-Bell态的宇称比特和相比特

状态 宇称比特 相比特

ϕ+ + +

ϕ- + -

ψ+ - +

ψ- - -

信息的发信人和收信人相距很远。他们各自分享一个缠绕比特的一个组分,每个人分

别对在A处或B处的信息通过幺正变换进行操作。例如Alice对在A处的q比特作用以

σ3,将|0>A 和|1>A 的相对相位翻转,得到以下变化:
 

ϕ+>↔|ϕ->,

ψ+>↔|ψ->
(2.2.33)

她也可以对q比特作用以σ1,将自旋翻转|0>A↔|1>A,得到以下变化:
 

ϕ+>↔|ψ+>,

ϕ->↔|ψ->
(2.2.34)

这类定域幺正变换将一个缠绕态变为另外一个。Bob也可以对B处的q比特作类似的变

换。在变换过程中ρA=ρB=
1
2I

不变化,即存储于任一个EPR-Bell态的信息不可能由局域

操作来获得,即使Alice和Bob可以对他们的测量结果进行经典信息的交换,了解他们测量

结果的关联。设他们都测量了σ3。因为σ(A)
3 和σ(B)

3 都和算符σ(A)
3 σ(B)

3 对易,测量不干扰宇
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称比特,将测量结果合在一起就得到了宇称比特。另外的选择是测量σ(A)
1 和σ(B)

1 ,他们获得

了相比特的信息,代价是干扰了宇称比特。如果不去分别获得σ(A)
3 和σ(B)

3 的信息,只需测

量乘积σ(A)
3 σ(B)

3 ,就可以不干扰σ(A)
1 σ(B)

1 。这不能由定域的操作得到,而必须通过二人的共同

努力。定义单q比特变换为哈达玛变换(Hadamard
 

transform):
 

H =
1
2
1 1
1 -1  =12(σ1+σ3) (2.2.35)

它具有以下性质:
 

H2=I
Hσ1H =σ3
Hσ3H =σ1 (2.2.36)

在布洛赫球语言中,它代表绕轴n�=1
2
(n�1+n�3)转θ=π角。它将z� 转到x�,x� 转到z�:

 

R(n�,θ)=cosθ
2+in�·σsinθ

2
θ=π
→i
1
2
(σ1+σ3)=iH (2.2.37)

我们还需要在2.1.1节中引入的2-q比特操作CNOT:
 

CNOT:
 

|a,b>→|a,a􀱇b> (2.2.38)
(CNOT)2=1 (2.2.39)

它在量子电路图解中(图2.1)为

图2.1 CNOT图解

图2.2 H 与CNOT
组合图解

把这两种操作组合起来,就有以下图解(图2.2):
 

意思是将 H 用于q比特a,再将CNOT用于其结果。作用于布尔

态,联合变换导致EPR-Bell态①

|00>
H
→
1
2
(|0>+|1>)|0>

CNOT
→|ϕ+>

|01>
H
→
1
2
(|0>+|1>)|1>

CNOT
→|ψ+>

|10>
H
→
1
2
(|0>-|1>)|0>

CNOT
→|ϕ->

|11>
H
→
1
2
(|0>-|1>)|0>

CNOT
→|ψ->

(2.2.40)
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① 直接计算可以得到H|0>=
1
2
1 1
1 -1  1

0  =12 1
1  =12(|0>+|1>),

H|1>=
1
2
1 1
1 -1  0

1  =12 1
-1  =12(|0>-|1>)。



以上操作的逆将EPR-Bell变回布尔基各态。注意CNOT态是非定域操作,它对靶比特的

作用取决于控制比特。现在可以对布尔态进行测量,结果显示出原始两个EPR-Bell态的两

个q比特。

2.3 缠绕在量子信息学的应用

在2.1.3节中给出过一些例子,利用缠绕态完成经典计算很困难,甚至不可能完成。本

节将详细讨论缠绕这个量子力学的基础概念在量子信息方面的一些应用。

2.3.1 致密编码

我们用以下的例子说明,传送量子比特比传送经典比特更为有利。Alice可以制备|↑z>

和|↓z>,Bob可以通过测量判断她的选择。但实际上,Alice可以利用缠绕态进行更有效的

信息传递。她自己保留一个q比特,把缠绕态的另一个q比特传给Bob。他们保留着各自

分享的缠绕对就可以传递简短的信息。Alice可以在她的q比特上进行下列变换之一。
(1)

 

全同变换:
 

1。

(2)
 

绕x� 旋转π∶e
iσ1π/2=iσ1。

(3)
 

绕y� 旋转π∶e
iσ2π/2=iσ2。

(4)
 

绕z� 旋转π∶e
iσ3π/2=iσ3。

这些变换作用于|ϕ+>AB 分别导致|ϕ+>AB,|ψ+>AB,|ψ->AB,|ϕ->AB 各态。每个态携带两个

q比特信息(宇称比特和相比特)。Alice可以根据所需结果态的宇称比特和相比特(这就是

她要传给Bob的信息)选择她的操作。她对自己的q比特进行操作并将操作后的q比特传

给Bob。接收到q比特后,Bob就对现在他所有的一对q比特执行正交测量σ(A)
1 σ(B)

1 和

σ(A)
3 σ(B)

3 ,确定这一对的宇称比特和相比特。在此行动中,Alice送出一个q比特,而Bob获

得了两个q比特,这是经典信息学做不到的。通信的效率取决于应用事先存储的缠绕态。
致密编码由Innsbruck研究组[23-24]实现。

2.3.2 量子密码学,EPR量子钥分布

Alice和Bob的通信是高度保密的。为了避免被窃听,他们要用只有他们二人才知道

的密钥,这样才能对信息编码和解码。但如何才能使密钥绝对安全呢? 最好的办法是在通

信时才建立密钥,而且只使用一次。这种密钥首先由C.H.Bennett和G.Brassard[25]用光

子极化实现,未涉及缠绕。此后的协议都是利用量子缠绕的。设Alice和Bob分享一系列

缠绕对,每一对都制备为|ψ->态。他们达成一个协议以建立密钥。对共同享有的每一对q
比特,每个人自己决定是测量σ1 还是σ3。对于每一对q比特,这个选择是随意的。每次测

量后他们公开宣布自己的选择,但不公开测量的结果。如果他们选择测量的可观测量不同,
就弃置这对q比特不用,因为结果是不相关的。当他们所选的可观测量相同时,他们的结果

是反关联的,但也是随机的。这就建立了密钥,任何窃听者对此都是不了解的。即使窃听者

能够接触到二人共享的某些q比特对,协议也是安全的。当窃听者接触到一个q比特对时,
这对q比特便不再处于|ψ->态,而是和窃听者的q比特缠绕起来了。在Alice和Bob宣布
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所测的可观测量时,窃听者便可以测量自己的q比特以获得Alice和Bob测量的结果。他

能够如愿以偿吗? 最普遍的AB对和窃听者的q比特(E)的状态是:
 

|γ>ABE=|00>AB|e00>E+|01>AB|e01>E+
|10>AB|e10>E+|11>AB|e11>E (2.3.1)

因为|ψ->是σ(A)
1 σ(B)

1 和σ(A)
3 σ(B)

3 的本征态,Alice和Bob可以验证他们所共享的这些q比特

是否仍保持这个性质。他们牺牲一部分共享q比特所掌握的密钥来进行安全检查。如果测

量的结果是肯定的,即q比特具有负的宇称比特和相比特,式(2.3.1)必须满足的要求是:
 

(1)
 

为了σ(A)
1 σ(B)

1 =-1,它必须是

|γ>ABE=|01>AB|e01>E+|10>AB|e10>E (2.3.2)

  (2)
 

为了σ(A)
3 σ(B)

3 =-1,它必须是

|γ>ABE=
1
2
(|01>-|10>)|e>E (2.3.3)

此处

1
2

|e>E ≡|e10>E=-|e01>E (2.3.4)

σ(A)
3 σ(B)

3 =-1的要求产生了式(2.3.3),即AB对和E没有缠绕,窃听者就不可能通过测量

自己的q比特了解到Alice和Bob的测量结果。检查获得的肯定结果使Alice和Bob可以

确信密钥是安全的。如果窃听者得以把他的q比特和Alice/Bob的q比特对缠绕起来,检
查的结果就是否定的,即σ(A)

3 σ(B)
3 ≠-1,Alice和Bob就发现了窃听活动,就可以放弃密钥而

建立新的。以上的协议是主题[26-27],同时也有主题的“变奏①”。协议[26-27]由Innsbruck研究

组实现[28]。在这个实现中 Alice和Bob采用协议[25]建立49984比特密钥。Alice通过

XOR操作用密钥对图像加密,并通过计算机网络传给Bob。Bob用密钥对图像解密。解密

后的图像仅有极少数错误(来自密钥中的比特错误),结果示于图2.3。

图2.3 Willendorf的维纳斯肖像(存于维也纳自然历史博物馆)的安全传送

取自文献[28]
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2.3.3 量子非克隆定理

一个聪明的窃听者本来可以不加干扰地复制Alice和Bob密钥的q比特,通过对复制

品的测量获得他们的密钥。但量子密钥是受保护的,因为要想在没有干扰的条件下获得区

别非正交量子态的信息是不可能的。令|ψ>和|φ>代表在AB的希尔伯特空间中的两个非

正交态,<ψ|φ>≠0。窃听者想要通过执行幺正变换将它们复制:
 

|ψ>􀱋|0>E →|ψ>􀱋|i>E
 
|φ>􀱋|0>E →|φ>􀱋|j>E (2.3.5)

幺正性意味着

<ψ|φ>=(E<0|􀱋 <ψ|)(|φ>􀱋|0>E)

=(E<i|􀱋 <ψ|)(|φ>􀱋|j>E)

=<ψ|φ>E<i|j>E (2.3.6)
对<ψ|φ>≠0,有E<i|j>E=1,即|i>=|j>。窃听者对于|ψ>和|φ>得到同样的复制件,因此他

不能区别非正交态。如果|ψ>和|φ>正交,情况就不同了。正交态|0>和|1>在原则上和经典

比特一样不能免于在不被干扰的情况下被复制。幺正变换的作用如下:
 

U∶|0>A|0>E →|0>A|0>E (2.3.7)

|1>A|0>E →|1>A|1>E
它将在A处的状态复制到E处。但如果在A处的是一个一般的q比特

|φ>A=a|0>A+b|1>A (2.3.8)
就有

U∶(a|0>A+b|1>A)|0>E (2.3.9)

→a|0>A|0>E+b|1>A|1>E
它和原件与复制件的直积|ψ>A|ψ>E 不同。因此对于一个一般的q比特,如果它和|0>或|1>
不正交,就不能被复制。我们还可以将条件再放松一些。在原有的希尔伯特空间 A(原件)􀱋
 E(复制件)的基础上再包括一个辅助的 F,并定义最普遍的复制幺正变换:

 

U∶|ψ>A|0>E|0>F →|ψ>A|ψ>E|i>F (2.3.10)

|φ>A|0>E|0>F →|φ>A|φ>E|j>F
此处|ψ>和|φ>是不同的两个非正交态。幺正变换给出:

 

A<ψ|φ>A=A<ψ|φ>A 

E<ψ|φ>E 

F<i|j>F
即

1=E<ψ|φ>E 

E<i|j>F
对归一化的态有

<ψ|φ>=1 (2.3.11)
意思是|ψ>和|φ>代表同一个射线态(只相差一个相因子的波函数)。没有任何一个幺正变

换能同时复制两个有区别的、非正交的态。这就是量子非克隆定理。

2.3.4 量子远程传态

考虑一个奇特的处境。Alice有一个q比特,但她却不知道它的状态。Bob却需要这样
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一个状态为他所用。二人之间有经典通道,此外他们还共享一个处于|ϕ+>AB 态的缠绕对。

这个缠绕对可以根据以下协议帮助他们完成愿望。Alice对她的未知状态(记为|χ>C)以及

她分享的缠绕态的一个q比特进行2.2.3节描述的贝尔测量,从而把它们投影到4个EPR-
Bell态|ϕ±>CA,|ψ±>CA 的其中之一。她将测量结果(一个宇称比特、一个相比特)通过经典

通道传递给Bob。收到信息后,Bob对自己分享的q比特|·>B 进行幺正变换,变换与收到

的EPR-Bell态的关系根据以下协议(表2.2)规定。

表2.2 量子远程传态协议

幺正变换 EPR态 幺正变换 EPR态

1B |ϕ+>CA
σ(B)
1 |ψ+>CA

σ(B)
2 |ψ->CA

σ(B)
3 |ϕ->CA

这样做了之后,Bob所掌握的正是|χ>B 态,证明如下。令Alice的未知q比特为|χ>C=
a|0>C+b|1>C,直接计算得出

|χ>C|ϕ+>AB=(a|0>C+b|1>C)
1
2
(|00>AB+|11>AB)

=
1
2
(a|000>CAB+a|011>CAB)(b|100>CAB+b|111>CAB)

=
1
2a
(|ϕ+>CA+|ϕ->CA)|0>B+

1
2a
(|ψ+>CA+|ψ->CA)|1>B+

1
2b
(|ψ+>CA-|ψ->CA)|0>B+

1
2b
(|ϕ+>CA-|ϕ->CA)|1>B

=
1
2|ϕ+>CA(a|0>B+b|1>B)+

1
2|ψ+>CA(a|1>B+b|0>B)+

1
2|ψ->CA(a|1>B-b|0>B)+

1
2|ϕ->CA(a|0>B-b|1>B)

=
1
2|ϕ+>CA|χ>B+

1
2|ψ+>CAσ1|χ>B+

1
2|ψ->CA(-iσ2)|χ>B+

1
2|ϕ->CAσ3|χ>B (2.3.12)

结果表明,对Alice的q比特|χ>C 和共享的缠绕对中Alice的q比特|·>A 进行贝尔测量,
结果是4种等概率出现的选择,而每一个都按照表2.2和Bob的q比特|χ>B 相联系。造成

这种结果的正是测量过程,该过程一方面将CA对投影到贝尔态之一,同时改变了Bob的

q比特。表2.2中规定的对应正是为了将B处的q比特经过适当的幺正变换恢复到状态

|χ>。从效果上看,状态|χ>是从A远程传递到B。这看起来有些令人困惑,一个经典通道

如何能够传递关于q比特的信息。实际上起量子通道作用的是二人分享的缠绕对。重要的

是,远程传态是和非克隆定理完全相洽的。q比特|χ>C 在复制品|χ>B 产生前就被测量过程

消灭了。这个妙法被称为“量子远程传态[29]”。
利用光子极化的量子远程传态是由Innsbruck研究组[24]实现的,成功率是25%,此后

由史砚华研究组[30]实现,成功率为100%。连续变量的远程传态是由L.Vaidman[31]建议
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的,在实验上由加州理工大学研究组[32]实现。塞林格研究组[33]实现了跨过维也纳多瑙河

600m远的光子高保真度远程传递。量子通道(光纤安装在河床下面的隧道中)暴露在温度

涨落和其他环境因素干扰下,实验难度是很大的。一个微妙的问题是:
 

Bob要根据Alice的

贝尔测量结果准备幺正变换,换句话说他应该在分享的q比特到达之前准备好仪器。在这

个实例中,Alice的测量结果通过经典的微波通道传递给Bob,比分享的q比特早到1.5μs,

后者是通过光纤传递,速度是2
3c
(c为光速)。Bob可以在这个时间间隔内激活他的电-光调

制器。

2.4 六光子单态———免退相干态之一例

量子叠加态在与环境的各种相互作用中会经受退相干,但在这些相互作用中通常有一

种是最重要的。因此,最好将信息用一种对这种相互作用具有“免疫性”的状态来编码。如

果相互作用具有一种对称性,则不论它有多么强,总会存在一些状态对于相互作用是不变

的。如果两个光子缠绕起来形成单态,则“集体噪声”(可以改变光子偏振态的噪声,但它的

影响对于两个光子是同时并且是等同的)就不会产生退相干。H.Weinfurter等人[51]成功

得到了对于集体噪声不变的二光子和四光子纠缠态。M.Bourennane等人[52]成功合成了六

光子单态,它对于其组成的六个光子同时施加偏振旋转的作用是不变的。实验采用了紫外

光脉冲,在非线性晶体上的参量下变换。M.Bourennane集中观察了变换后产生的三个彼

此不可区分的光子对,见图2.4。每一对的两个光子在不同方向发射,六个光子形成两组,
各有三个光子,在图中用实点表示。这些光子随后用分束器分开并进入偏振分析器,每个分

析器由偏振分束器(图中的PBS)和两个光子探测器组成。

图2.4 产生和分析六光子偏振缠绕态的实验装置示意图

这个缠绕态是一个六光子的Greenberger-Horne-Zeilinger(GHZ)态和两个三光子 W
态乘积的叠加,即
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|Ψ-
6|=

1
2

|GGZ-
6>+

1
2
(|W

~
|3>|W3>-|W3|W

~>) (2.4.1)

此处

|GHZ-
6>=

1
2
(|HHHVVV>-|VVVHHH>)

|W3>=
1
3
(|HHV>+|HVH>+|VHH>)

|W
~
3>=

1
3
(|VVH>+|VHV>+|HVV>)

(2.4.2)

研究者采用了三种不同的偏振基的完全测量来演示“旋转不变性”,即采用了(H,V),(L,R)
和(D,A),此处

|L(R)>=[|H>±i[V>]/ 2

|D(R)>=[|H>±[V>]/ 2 (2.4.3)

所得的三种图样几乎不可区分。实验观测结果和理论预期的重叠度达到了88%。这是走

向量子信息操控的一个重要的进展,因为要编码一个任意的、对集体噪声免疫的二量子比特

的逻辑状态至少需要六个光子。在大洋两岸的信息发送者和接收者对于偏振态 H 和V 的

不同定义实际上就相当于一个作用于六个光子的幺正变换,因此是无关紧要的。
我们知道,每一个光脉冲在参量下变换的过程中会产生不同数目的光子对。如何选出

六光子缠绕单态(而且要非破坏性地!)作为实际应用还是一个远未解决的问题。

2.5 本章小结

量子力学对量子信息学和量子计算的应用已经创建了一个新的方向,理论和实验成果

大量涌现。作为反馈,这个新领域的问题也已经推进了量子力学基础概念、特别是缠绕态的

研究。在上面的讨论中只涉及二组分纯缠绕态。下面简单列举在实现量子计算机的发展过

程中得到推动的新进展。
在这个方向的主要问题之一是,各种干扰会导致叠加态的退相干、缠绕态的退化、在传

输过程中和在q比特操作中发生错误等;
 

而量子计算机在抗干扰方面往往是脆弱的。经典

计算机也会发生错误,应对方法是采用纠错编码:
 

将信息做好备份,当作控制。但由于量子

非克隆定理,在量子计算中不能采用同样的方法。量子纠错编码[34]需要冗余信息,以备数

据通过噪声通道时会有损失。编码将输入信息编为5个q比特的缠绕态①,当任何q比特遭

遇破坏时,解码器就将第一个q比特恢复为原样,而将错误的效应分散在其他4个q比特,接
着把它们抛弃。“容忍错误的量子计算”(quantum

 

fault
 

tolerating
 

computation,见文献[35]评
述)将量子纠错编码用于逻辑状态|ψL>,存储或进行运算,处理信息通过一束平行通道,周
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期性设置有恢复门阵列。在每个阵列中备有清洁的辅助q比特,纠正错误后误差的效应分

散在一些辅助q比特中,此后将它们抛弃。在恢复阵列中也会出现错误,它们可以在下一个

恢复阵列中得到改正。多粒子缠绕态在纠错中起重要作用。在1.10.4节中,三光子缠绕

态[36]被用来检验“定域实在性理论”,它们是8种最大缠绕Greenberger-Horne-Zeilinger态

的例子[37]。同一个实验组获得了四光子缠绕态[38]。五光子缠绕态由潘建伟的中国科学技

术大学实验组实现[39]。五个或更多的缠绕粒子的操控对于普适纠错和开放地址远程传态

是需要的。四个俘获离子的缠绕态由美国国家标准和工艺研究院(NIST)的研究组[40]实

现。在处理和传输过程中的退相干导致混合态缠绕[41]。为了恢复最大缠绕,需要一个纯化

(蒸馏)过程[42],实验过程由Innsbruck研究组[43-44]实现。多粒子缠绕和混合态缠绕的理论

是十分丰富和具有挑战性的,有很多未解决的问题等待进一步研究。
为了保持相干性,可以采用一个体系,将每一个q比特和一个辅助q比特配对,并将它

们编码为保持相干状态[45],或者在无退相干子空间工作[46],它已在实验上实现[47]。
物理学各分支的实验研究往往被理论上的巨大进展所激励。在1995年C.H.Bennett

和D.P.DiVincenzo发表了一篇文章,题为“量子计算———走向工程时代”[48]。在当时怀疑

派还在打赌,“在一个500位的数被因子化以前连太阳都要烧完了”。从那时开始,有利于量

子计算机的依据逐渐增加,但要将其实现还有很长的路要走。D.P.DiVincenzo和 D.
Loss[49]给出了一张表,列出了在达到最终目标以前需要解决的一些问题。对于近期的实验

结果,读者可以参考专著[50]。
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Č,et
 

al.Entanglement
 

purification
 

for
 

quantum
 

communication[J/

OL].Nature,2001,410(6832):
 

1067-1070.https://doi.org/10.1038/35074041.
[45] DUAN

 

L
 

M,GUO
 

G
 

C.Preserving
 

coherence
 

in
 

quantum
 

computation
 

by
 

pairing
 

quantum
 

bits[J].
Physical

 

Review
 

Letters,1997,79:
 

1953-1956.
[46] LIDAR

 

D
 

A,CHUANG
 

I
 

L,WHALEY
 

K
 

B.Decoherence-free
 

subspaces
 

for
 

quantum
 

computation
[J].Physical

 

Review
 

Letters,1998,81:
 

2594-2597.
[47] KWIAT

 

P
 

G,BERGLUND
 

A
 

J,ALTEPETER
 

J
 

B,et
 

al.Experimental
 

verification
 

of
 

decoherence-
free

 

subspaces[J].Science,2000,290:
 

498-501.
[48] BENNETT

 

C
 

H,DIVINCENZO
 

D
 

P.Towards
 

an
 

engineering
 

era? [J].Nature,1995,377(6548):
 

389-390.
[49] DIVINCENZO

 

D,LOSS
 

D.Quantum
 

information
 

is
 

physical[J].Superlattices
 

and
 

Microstructures,

1998,23(3):
 

419-432.
[50] BOUWMEESTER

 

D,EKERT
 

A,ZEILINGER
 

A.The
 

physics
 

of
 

quantum
 

information[M].Berlin:
 

Springer,2000.
[51] BOURENNANE

 

M,EIBL
 

M,KURTSIEFER
 

C,et
 

al.Experimental
 

detection
 

of
 

multipartite
 

entanglement
 

using
 

witness
 

operators[J].Physical
 

Review
 

Letters,2004,92(8):087902.

[52] RA
·
DMARK

 

M,WIES'NIAK
 

M,Z
·
UKOWSKI,M,et

 

al.Experimental
 

filtering
 

of
 

two-,four-,and
 

six-
photon

 

singlets
 

from
 

a
 

single
 

parametric
 

down-conversion
 

source[J].Physical
 

Review
 

A,2009,80(4).

58参考文献



第3章
量子力学中的几何相

考虑一个无限长的磁通管,全部磁通都局限在管内,因此外面的场强B 为0。电子在管

外运动,它们会感到磁通管的存在吗? 对这个问题的第一个反应可能是“不会”。如果仔细

想一下,进入薛定谔方程的是势(A0,A)而不是场强(E,B),可能就会改变“不会”的想法了。
虽然在磁通管外B=0,但矢量势A 却不为0。通过对这个问题的研究发现了著名的阿哈罗

诺夫-玻姆(Aharonov-Bohm)效应。结果是,局域电子态感觉不到磁通管的存在,因为局域

的场强为0,而在通量管附近的波函数为有限的电子延展态,能感受到它的整体效应。这个

结论在当时令不少物理学家感到惊讶,这个研究也得出了著名的结论,即在带电粒子的经典

电动力学中,物理由场强决定;
 

但服从量子力学薛定谔方程的粒子在电磁场中的运动是由

杨振宁和吴大峻引入的不可积相因子决定的,场强是不足以决定物理的,它是欠定的,电磁

势是超定的。关于这个问题将在3.1节~3.3节中介绍。
阿哈罗诺夫-玻姆效应可以用微分几何中的概念如平行输运、连络等诠释,本章将在

3.4节中介绍这些概念,使读者有准备地去接受另一个令人惊讶的概念———贝利相。量子

力学中波函数的相位是一个微妙的概念。考虑与时间有关的薛定谔方程的解。方程中的势

按事先确定好的时间的周期函数演化。当势经过一个周期回到初始的形式时,出现了非平

庸的问题。波函数是否回到了它初始的形式呢? 答案是否定的。出现了与时间有关的相

位,能否将波函数重新定义从而将相因子吸收在其中呢? 为了回答这个问题需要进行仔细

的研究,由此产生的贝利相以及相关问题将在3.5节~3.7节中介绍。贝利相不仅在量子

力学中有重要的意义,而且在物理学的许多分支中都有深远的影响。

3.1 阿哈罗诺夫-玻姆效应

带电粒子(如电子)在给定电磁场中的运动问题在量子力学早期发展中就已得到解决。
经典的例子是电子在库仑场(Coulomb

 

field)场中的运动———类氢原子问题,以及电子在均

匀磁场中的运动———朗道能级(Landou
 

level)问题。电子在电磁场中运动的哈密顿量为

H =
1
2m -i 

Δ

-
e
cA(x)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2+eA0(x) (3.1.1)

此处(A0,A)是电磁场的标量和矢量势。在电动力学中电磁场的场强和势的关系为



B=

Δ

×A, E=-

Δ

A0-
1
c
∂A
∂t

(3.1.2)

在势Aμ(A0,A)的规范变换下

Aμ →Aμ +∂μΛ (3.1.3)
即

A0 →A0-
1
c
∂Λ
∂t
,

A →A+

Δ

Λ
B 和E 是不变的。表征变换的Λ 是时空坐标的任意函数。在经典电动力学中,代表电磁场

的是场强。由于规范变换的自由,势与场强的关系不是一一对应的,而是多对一的。实验直

接确定的是场强。在经典电动力学中势是有用的概念,但被认为是属于“导出的概念”
(derived

 

concept)。在量子力学中,直接进入基本方程的是势,而不是场强。在势的规范变

换式(3.1.3)下,波函数必须作相应变化,即

ψ(x)→ψ'(x)=ψ(x)e
(ie/ c)Λ(x) (3.1.4)

才能使薛定谔方程

i ∂ψ
∂t=Hψ

保持不变。规范变换式(3.1.3),式(3.1.4)中的Λ 是时空坐标的任意函数,这种变换称为

“定域(local)规范变换”。

令ψ0(x)代表 H0=
1
2m
(-i 

Δ
)2+eA0 的本征函数,则它和 H(式(3.1.1))的本征函

图3.1 不可积相因子与

路径有关

数ψ(x)之间存在以下关系:
 

ψ(x)=ψ0(x)exp (+ie/ c)∫
x

A(x')·dx'   (3.1.5)

这个关系可以用直接代入方程 Hψ=Eψ 而导致H0ψ0=Eψ0 得到

验证。式(3.1.5)中,指数上的积分上限为x,下限可以选定任一

空间点x0 作参考,这个下限在积分中就不标出了。从参考点x0

到x 的线积分在一般情况下是和路径有关的。图3.1画出了在磁

通Φ 穿过平面的情况下,从x0 到x 的两条路径1和2。取沿不同

路径的线积分之差,有

1∫
x

x0
A(x')·dx'-2∫

x

x0
A(x')·dx'= 1∫

x

x0
+2∫

x0

x  A(x')·dx'
=∮A(x')·dx'

用斯托克斯定理(Stokes’theorem)可得

∮A(x')·dx'=∫S

Δ

×A·dS=∫S
B·dS=Φ (3.1.6)

此处S 是闭合路径所围的面积,面积元dS 的方向垂直于平面,B 是矢量势A 所决定的场

强,B=

Δ

×A。磁通的存在使空间成为多联通的。由于积分与路径有关,式(3.1.5)的相因

子就不可能写成一个单值函数,这个相因子称为“不可积相因子”。
在量子力学中一个波函数的总体相因子(overall

 

phase
 

factor)是不进入任何可观测量

783.1 阿哈罗诺夫-玻姆效应



表达式的,因此可以任意地设置为1。但如果波函数是由两部分叠加的,即

ψ=ψ1+ψ2

则ψ1 和ψ2 的相对相因子是十分重要的,因为它确定了ψ1 与ψ2 的干涉。

1959年阿哈罗诺夫(Y.Aharonov)和玻姆(D.Bohm)发表了一篇论文(《量子理论中电

磁势的意义[1-2]》),文中考虑了电子双缝衍射实验(图3.2(a))。在缝后有一个很细的磁通

量管,管内磁通为Φ。这可以近似地用一个细长的螺线管来实现。磁场B 被完全限制在管

内,在管外各处B=0。管中磁通量的变化能影响屏幕上的干涉条纹吗? 如果考虑到电子在

衍射过程中没有感受到磁场B,干涉条纹似乎不应受Φ 变化的影响。而如果严格按量子力

学分析,双缝平面后的电子波函数在Φ=0的情况下为

ψ
(0)(x)=ψ

(0)
1 (x)+ψ

(0)
2 (x) (3.1.7)

图3.2 阿哈罗诺夫-玻姆效应

(a)
 

电子波通过有矢势的空间;
 

(b)
 

电子波通过不同电压的导体圆筒

而在有通量Φ 的情况下:

ψ(x)=exp (ie/ c)∫
x

(1)
A(x')·dx'  ψ(0)

1 (x)+exp (ie/ c)∫
x

(2)
A(x')·dx'  ψ(0)

2 (x)

(3.1.8)
式中(1),(2)表示线积分路径通过狭缝1和2。弃去式(3.1.8)中的一个总相因子,有

ψ(x)=ψ
(0)
1 (x)+exp (ie/ c)∮A(x')·dx'  ψ(0)

2 (x)=ψ
(0)
1 (x)+e

(ie/ c)Φψ
(0)
2 (x)

和式(3.1.7)相比,相干两束波的相对相位差改变了e
 cΦ
,它称为“阿哈罗诺夫-玻姆相SAB”:

 

SAB=
e
 cΦ

(3.1.9)

在Φ 变化时,干涉条纹会有所移动,且当ΔΦ=
 c
e2π=

hc
e

时,条纹变化一个周期,还原为ΔΦ=

0时的情况。
考虑电子分开的波束分别进入理想导体板制成的圆柱体,导体上施加电压 A01(t),

A02(t)(图3.2(b))。电子在运动中并没有感受到电场。但相应哈密顿量

H =-
 2

2m

Δ2+eA0(x,t)

H0=-
 2

2m

Δ2

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(3.1.10)

的薛定谔方程的解ψ 与ψ0 有以下关系:
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ψ(x,t)=ψ0(x,t)exp (-ie/ c)∫
t

A0(x,t')dt'  (3.1.11)

对于图3.2(b)的情况,相干的波函数为

ψ(x,t)=ψ
(0)
1 (x,t)+exp (-ie/ c)∫

t
[A02(x,t')-A01(x,t')]dt'  ψ(0)

2 (x,t)

(3.1.12)
因此也应随A01 和A02 的变化观察到干涉条纹的移动。这种在无场强的情况下由电磁势

(A0,A)的变化导致量子干涉条纹移动的效应,称为“阿哈罗诺夫-玻姆效应”(Aharonov-
Bohm

 

effect)。
式(3.1.9)中的相对相因子是规范不变的。因为Φ 取决于B,而B 是规范不变的。

式(3.1.12)中的相对相因子也是规范不变的,因为A01 和A02 改变了相同的1
c
∂Λ
∂t
,它们的

差没有变化。这两种情况可以概括为一个统一的不可积相因子:
 

exp (ie/ c)∫
x

Aμdxμ  =exp (ie/ c)∫
x

A(x')·dx'-∫
t

A0(t')·dt'     
(3.1.13)

  阿哈罗诺夫-玻姆效应的意义是深远的。它明确地显示:
 

在量子理论中,对电磁现象而

言,场强是欠定的(underdetermine),因为Φ 变化时干涉条纹移动而场强却保持不变。以规

范变换相联系的不同势函数却给出了同样的相对相因子。相位 e
 c∫

x

Aμdxμ 相差2π的整数

倍也给出了同样的相因子。因此势对电磁现象是超定的(overdetermine)。电磁现象由不

可积的相因子exp (ie/ c)∫
x

Aμdxμ  完全决定,它包含了对电磁现象必要而充分的描述。

这是杨振宁和吴大峻[3]在1975年表述的。
阿哈罗诺夫-玻姆效应强调了规范势的整体效应,即使场强定域地为0。阿哈罗诺夫-玻

姆相属于几何相,因为积分∫
x

Aμdxμ 不取决于任何运动速度,有别于动力学或运动学效应。

它还是拓扑相,因为连续变化积分的封闭路径并不改变相位的值,只要这个变化不改变路径

包围的磁通。应该着重说明的是,上面讨论的拓扑性质的产生是由于磁通在二维平面上造

成的奇点,使平面成为多连通域。从平面上一点出发经封闭路径回到这一点,路径按照是否

包括奇点在内分类。它们在拓扑上是不等价的。拓扑的性质是二维的,即在垂直于Φ 的平

面上。三维空间的一个奇点并不具有这种性质。
阿哈罗诺夫-玻姆效应完全是从量子力学的基本原理出发的,并未引入新的原理或假

设,但同时又是出乎很多物理学家意料的。费曼在他的《物理讲座》中写道[4]:
 

“像这样的东

西就在我们周围30年之久①,却一直被忽视,是一件有趣的事。之所以被忽视,是由于存在

一些定见,究竟什么是重要的,什么是不重要的。”在薛定谔方程中出现的是电磁势(A0,A),
它在经典力学领域的拉格朗日和哈密顿的描述中同样出现,但在写出运动方程时就被E 和

B 取代了。在量子力学发展过程中,企图以E 和B 完全取代(A0,A)的尝试一直没有成功,
原来这里蕴藏了深刻的原因。

983.1 阿哈罗诺夫-玻姆效应

① 指从量子力学建立到1959年这段时间。



阿哈罗诺夫-玻姆效应和磁通量子化有类似之处。1961年Deaver和Fairbank,以及Doll和

Näbauer发现中空超导体圆柱内通过的磁通是量子化的,磁通量子值为hc/2e。拜尔斯(N.Byers)
和杨振宁[5]指出,这是在超导体内形成库珀对(Cooper

 

pair)的结果。设库珀对波函数①ψ为

ψ= ρeiS (3.1.14)

并设在图3.3所示的大块超导体内ρ为常数,S 为实函数。ψ 是正则动量算符p�=-i 

Δ

图3.3 穿过超导环的磁通量子化

(a)
 

磁通穿过中空超导圆柱;
 

(b)
 

封闭积分路径Γ

的本征态:
 

p�ψ= ρ

Δ

SeiS = 

Δ

Sψ (3.1.15)
本征值 

Δ

S 就是库珀对的正则动量值。因此其动力学动量2m􀱆(m 是电子质量,􀱆为速度,
库柏对质量为2m)为

2m􀱆= 

Δ

S+2
e
cA (3.1.16)

此处e是电子电荷的绝对值。在超导环体内选择一封闭路径Γ 对式(3.1.16)积分,有

2m∮Γ
􀱆·ds=∮Γ

Δ

S·ds+2
e
c∮Γ

A·ds (3.1.17)

超导圆柱厚度比穿透深度大得多,在Γ 上􀱆=0,因为超导电流只存在于表面。库珀对波函

数是单值的,故有

∮Γ

Δ

S·ds=2πn (3.1.18)

即相角从一点出发沿Γ 走一圈回到原处,其值只能改变2πn(n 为整数或0)。式(3.1.17)
此时变为

∮Γ
A·ds=Φ=

 c
2e2nπ=

hc
2en

(3.1.19)

Φ 是穿过柱心的磁通,它是磁通量子hc/2e的整数倍。由于迈斯纳效应(Meissner
 

effect),
超导体内没有磁场。库珀对在超导体内没有感受到磁场,但其波函数的单值性却对电磁场

的整体性质(穿过圆柱心的通量值)产生了影响。

3.2 阿哈罗诺夫-玻姆效应的实验验证

阿哈罗诺夫-玻姆效应使许多物理学家感到震惊,也有不少人感到难以接受。最早的验证

来自1960年R.G.Chambers的实验[6](图3.4)。点源发出的电子束入射到电子双棱镜上。它
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① 请参阅本书6.1节和9.3节。



的结构是两个接地平板间有一处于正电位的细丝。入射的电子波从丝的两侧经过,被吸引而

会聚发生干涉,在下面的平面上形成干涉图像。一个直径约1μm的磁化铁尖细丝,在一端是

锥状尖端,其内部和外面的磁力线示于图3.4(b)。在没有尖细丝时,两束电子波会聚于垂直于

双棱镜细丝的平面内。由于尖细丝外的磁场,两侧的电子受到相反方向的磁场偏转力。它们

会聚的平面和双棱镜细丝不再垂直而成一定角度,因而干涉条纹就倾斜了(图3.4(c)上面一对

箭头)。在锥状尖端前方(没有磁通)和后侧(磁通限于尖细丝内)没有磁场,干涉条纹仍然平行

于细丝。中间的倾斜正好在两端和平行的条纹相连,表示了由尖细丝内磁通产生的条纹移动。

图3.4 Chambers的实验

(a)
 

电子光学系统;
 

(b)
 

细丝内及附近的磁力线;
 

(c)
 

干涉条纹

Möllenstedt和Bayh在1962年的实验[7-9]也用了电子双棱镜,在两束电子波的中点放

置细长的螺线管(图3.5(a))。他们用了一个巧妙的办法,使螺线管内的电流连续增加(磁
通随之连续增加),同时使记录干涉条纹的底片连续移动,并用一个细缝使干涉图样只有一

小部分落在底片上。这样便把磁通从0增到最大值的过程中导致的条纹移动连续记录了下

来(图3.5(b))。条纹倾斜源于磁通变化产生了感应电场。在磁通停止增加后,条纹相对于

原来的位置有了移动,说明了阿哈罗诺夫-玻姆效应的存在。

图3.5 Möllenstedt和Bayh的实验

(a)
 

电子光学系统示意图;
 

(b)
 

干涉图像

193.2 阿哈罗诺夫-玻姆效应的实验验证



自阿哈罗诺夫-玻姆效应提出以来,在30年中争论始终不断。一方面有许多工作集中

在对实验的重新解释上。由于磁体的磁力线一般总要外泄,螺旋管的磁通在两端也要在空

间中散开,电子也会进入螺线管等,这就有可能把观察到的效应和这些问题联系起来。另外

一些理论则设法从根本上推翻阿哈罗诺夫-玻姆效应,甚至宣称它是“数学的编造”①。一直

到1986年情况才产生了根本的变化。“判定性”的实验是殿村和他的合作者用超导体包围

的环形磁体所作的电子全息干涉图[10-12]。这项研究充分反映了实验技术和工艺对基础物

理研究的重要作用。用光刻微制造工艺及真空蒸发工艺制备了完全由超导体Nb包围的小环

形坡莫合金磁体,厚度是200Å,Nb层厚2500Å(图3.6)。制备完成之后将磁体从Nb桥上切

下(桥是为了保证在制造过程中良好的导热)。另在磁体外蒸镀一层500~2000Å的铜。在

实验时处于超导的Nb因迈斯纳效应将磁通全都限制在坡莫合金磁体内,而铜金属层能阻

挡电子进入。这两个问题正是许多对阿哈罗诺夫-玻姆效应持怀疑态度的物理学家的意见

集中之处。电子全息图②是用图3.7(a)所示的设备拍摄的。150kV的场发射电子显微镜

(电子的德布罗意波长为0.030Å)提供了高度相干的电子波源。这是用良好的准直度(准直

角度为10-8rad)保证的。和热电子源相比,该装置使电子双棱镜产生的干涉条纹数从300
增至3000。电子波的一半通过样品,环内和环外的波产生了相差,这部分称为“物波”。另

一半称为“参考波”。物波和参考波通过电子双棱镜后交叠而产生干涉图样。由于通过环内

和环外的物波有相差,它们和参考波产生的干涉条纹就有了相对移动。产生了全息图之后

还要进行重构。重构是用He-Ne激光进行的,见图3.7(b)③。殿村研究组检验了磁通漏泄,
用干涉电子显微术进行测量,只选用通量小于hc/20e的封闭环形磁体,注意这是在常温下的

数值。当Nb进入超导态后,磁通泄漏的值应当比这个值小得多,Nb的厚度是2500Å,而磁场

的穿透深度只有1100Å。关于电子可能进入有磁场区域的估计,由于Cu层和Nb层的厚度分

别约是1000Å和2500Å,只有10-6 的电子波能进入。Cu层能有效阻止电子进入,这也可以

通过在Cu层厚度从500Å变到2000Å时,超导Nb包围磁体的干涉图像没有变化得到证实。

图3.6 殿村实验所用的环形磁体

(a)
 

环形磁体的扫描电子显微图;
 

(b)
 

结构示意图
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①

②

③

请参阅文献[1]51页和殿村的文章。
和光学全息学类似,电子全息学用电子形成全息图。在重构干涉图像时用光学方法。电子全息方法是由殿村

发展的[14],关于原理的介绍可参阅文献[1]。
关于重构不在此叙述了,请参阅文献[1],文献[11],文献[12]。



图3.7 电子全息干涉图

(a)
 

电子光学系统;
 

(b)
 

全息图激光重构

用超导Nb包围的磁体所产生的电子全息干涉图示于图3.8。虽然原来磁体的磁通

量在连续范围内变化,但在环外和环内通过的电子波与参考波的干涉条纹相差π(上图)

或0(下图)。这可以从环孔内外干涉条纹的移动看到。图中虚线是为了帮助看清条纹移

动画上的。磁通Φ 产生的相差是e
 cΦ=π

Φ
hc/2e

,当Φ=n
hc
2e

时,相差是nπ。因此,超导体

包围的磁通量子化只能给出相差π(n 为奇)或0(n 为偶)。如果在实验中将样品温度升

到Nb超导临界温度Tc(9.2K)之上,干涉条纹移动立刻发生变化,例如图3.9相当于

Φ=(0.32+2n)π。从T<Tc到T>Tc,干涉图的变化完全是可逆的。这个系列的实验

不仅验证了阿哈罗诺夫-玻姆效应,也印证了超导体包围的磁通是量子化的。此外,用殿

村的方法还能直接观测单个磁通量子[1]。以上讨论的几个实验在专著[1]中有更详细的

介绍。

图3.8 超导Nb包围的环状磁体的

电子全息干涉图

 

图3.9 T=15K时一个样品的电子全息干涉图

相位放大2倍

393.2 阿哈罗诺夫-玻姆效应的实验验证



3.3 阿哈罗诺夫-卡舍尔效应

产生阿哈罗诺夫-玻姆效应的长螺线管可以看作由许多磁偶极矩沿轴线垒积而成。电

子沿螺线管两侧不同路径会获得不同相位(图3.10(a))。根据电磁理论的对偶性,将磁偶

极矩换成沿轴的电荷,而一中性粒子(例如中子)带有磁矩(与轴平行),在线电荷两侧不同路

径通过(图3.10(b))也会获得不同相位。这是阿哈罗诺夫(Y.Aharonov)和卡舍尔(A.
Casher)在1984年提出的[13]。这里有一个细致的问题:

 

磁矩在运动中会感受到线电荷的磁

场,但它的方向由􀱆×E 决定。E 在与直线垂直的平面内,磁矩的速度也在这个平面内。因

此􀱆×E 和直线平行,亦即与磁矩平行,所以磁矩不受力。考虑一个螺线管(质量为 M,位于

R,速度为V)和一个带电粒子(质量为m,位于r,速度为􀱆)相互作用。体系的拉格朗日量

(Lagrangian)是

L=
1
2m􀱆2+

1
2MV2+

e
cA(r-R)·(􀱆-V) (3.3.1)

图3.10 阿哈罗诺夫-玻姆效应和它的对偶阿哈罗诺夫-卡舍尔效应
 

它导致粒子的运动方程为

mv·j +
e
c
∂
∂ri

Aj(vi-Vi)-
e
c
∂
∂rj

Ai(vj -Vj)=0

即

m􀱆·=
e
c
(􀱆-V)×(

Δ

r×A(r-R)) (3.3.2)

类似地,还可以得到螺线管的运动方程,-MV
·

正好等于式(3.3.2)的右侧,即

MV
·
+m􀱆·=0 (3.3.3)

因此有

MV+m􀱆=const (3.3.4)
拉格朗日量和运动方程都是伽利略不变和平移不变的。从式(3.3.1)有

p=
∂L
∂􀱆=m􀱆+

e
cA,

P=
∂L
∂V =MV-

e
cA (3.3.5)

49 第3章 量子力学中的几何相



由此,并用式(3.3.4)得

p+P=m􀱆+MV=const (3.3.6)
即动量守恒。在拉格朗日量式(3.3.1)中并没有明显显示出m 和M 哪一个是电荷,哪一个

是磁矩,A 只与相对位置矢量r-R 有关。系统有互换对偶性,拉格朗日量描述的也可以是

在R 处质量为M 的电荷和在r处质量为m 的磁矩,在两种情况下螺线管的方向是相同的。
因此一个磁矩在直线均匀带电体的场中运动时没有感到受力,但在两侧通过的波会有一个

相差,即阿哈罗诺夫-卡舍尔相:
 

SAC=-∮e
 cA
(r-R)·dR=

e
 cΦ

(3.3.7)

由于通量Φ 就是偶极矩μ 除以螺线管长度ξ,有

SAC=
1
 c

e
ξμ=

1
 cλμ

此处λ是电荷的线密度。中子的磁矩是g
e  
2Mc

,故有

SAC=
λ
eg2πα

 
Mc

(3.3.8)

α=e2/4π c是精细结构常数,作一估计:
 

g=O(1),康普顿波长(Compton
 

wavelength)
 

Mc=

2×10-14cm。如果要产生易观测到的相差SAC=π/2,则所需的电荷线密度甚大:
 

λ≈e/10-15
 

(cm-1) (3.3.9)
因此在实验室条件下所能观察到的相移是很小的。墨尔本大学和密苏里大学的合作研究组在

1989年报道了观测结果[14]。他们使反应堆热中子进入硅晶体中子干涉仪,干涉仪的两臂之间有

一中央电极置于45kV,该装置示于图3.11。对于这个装置,理论预计的相差是1.5mrad。为了积

累足够的中子计数,数据获取用了几个月的时间。最后的结果是2.19mrad±0.52mrad。

图3.11 中子束干涉仪中的剖面图

593.3 阿哈罗诺夫-卡舍尔效应



3.4 平行输运,连络,曲率和非完整性

在物理学中首先应用微分几何概念的是爱因斯坦的广义相对论。规范场理论以其内部

对称性提供了更丰富的与微分几何-纤维丛的联系。
外尔(H.Weyl)在广义相对论建立的引力与几何关系的鼓舞下,在1919—1921年尝试

赋予电磁场以几何意义。他设想时空各点都有不同的尺度。从一点xμ 到xμ+dxμ,尺度变

化为1+Sμdxμ。今有时空坐标函数f(x),在从xμ 到xμ+dxμ 时的变化是

f(x)→ (f+∂μfdxμ)(1+Sμdxμ)≈f+(∂μ +Sμ)fdxμ (3.4.1)
外尔尝试把尺度函数Sμ 和电磁势Aμ 联系起来,然而他的努力未获成功。量子力学诞生之

后,人们了解到在哈密顿量中有 -i∂μ-
e
cAμ  作为动力学动量算符。和式(3.4.1)相比,原

来Sμ 和iAμ 相当。电磁势并未提供一个实的尺度,而是由于虚数i使它与式(3.1.13)的不

可积相因子有关。外尔在此基础上发展了电磁场的规范不变性理论,然而他并没有改变原

来用于“尺度”不变性(gauge
 

invariance)的名词,这个词就沿用至今了。
在弯曲空间中首先要介绍“平行输运①”的概念。在任何空间中要比较不同点处的矢量

场Vμ(x)和Vμ(x'),先要把Vμ 从x“平行输运”移到x'。在平直空间中,这不需要特殊定义

(图3.12(a))。假如空间是弯曲的,坐标轴在各点都不相同,平行输运的定义就是在将矢量

移动时要使它保持与路径的切线间的角度不变。平行移到x'之后,矢量场变为Vμ+δVμ。
如果x'=x+dx,δVμ 就线性依赖于Vν 和dxλ:

 

δVμ =Γν
μλVνdxλ (3.4.2a)

图3.12 平行输运

(a)
 

平直空间;
 

(b)
 

弯曲空间

式(3.4.2a)是Γν
μλ的定义,它被称为“仿射连络”,是时空坐标函数。对平直空间,Γν

μλ=0。
由δ(VμVμ)=0,有

δVμ =-Γμ
νλVνdxλ (3.4.2b)

在x 和x+dx 两点间矢量场的协变微分记为DVμ,定义为

DVμ =Vμ(x+dx)-[Vμ(x)+δVμ]

=(∂λVμ -Γν
μλVν)dxλ

(3.4.3)

括号中的量称为“协变导数”或“协变微商”。等价地有

DVμ =Vμ(x')-[Vμ(x)+δVμ]

=(∂λVμ +Γμ
νλVν)dxλ

(3.4.4)
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① 平行输运(parallel
 

transport)在文献中也称“平行位移”(parallel
 

displacement)。



  通过将一个矢量沿一个封闭曲线平行移动可以定义曲率。图3.13(a)是平直空间,平
行输运矢量1→2→3→4没有变化。而在球面上(图3.13(b))相应的平行输运回到起点,矢
量转了π/2。讨论一般情况,在图3.14中从P 出发沿PP1P2 和沿PP3P2 平行输运的矢

量Vμ 将得到不同结果。图中PP1 是矢量aα,PP3 是矢量bβ,P1P2 是平行输运的b,即
b+δb,此处的δb是

δbβ =-Γβ
ξηbξdxη (3.4.5)

图3.13 沿封闭曲线平行输运矢量

(a)
 

平直空间;
 

(b)
  

球面 图3.14 沿不同路径平行输运矢量场

P3P2 是平行输运的a,即a+δa,此处δa 是

δaα =-Γa
ξηaξdxη (3.4.6)

经PP1P2 输运的矢量场其输运的变化是

δVμ =(Γν
μαVν)Paα +(Γν

μβVν)P1(b
β +δbβ) (3.4.7)

经过PP3P2 输运的矢量场其输运的变化是

δV'μ =(Γν
μβVν)Pbβ +(Γν

μαVν)P3(a
α +δaα) (3.4.8)

在P1 和P3 处取值的(Γν
μβVν)可以通过在P 处取值的量表示:

 

(Γν
μβVν)P1 =(Γν

μβ+∂αΓν
μβa

α)(Vν +Γσ
μαVσaα)

(Γν
μαVν)P3 =(Γν

μα+∂βΓ
ν
μαbβ)(Vν +Γσ

μβVσbβ)
(3.4.9)

将式(3.4.5),式(3.4.6),式(3.4.9)代入式(3.4.7),式(3.4.8),并取其差,得

ΔVμ =δVμ -δV'μ =Rν
μαβVνaαbβ (3.4.10)

此处

Rν
μαβ =∂αΓν

μβ-∂βΓ
ν
μα+Γλ

μβΓ
ν
λα-Γλ

μαΓ
ν
λβ (3.4.11)

式(3.4.10)表明沿不同路径平行输运矢量变化之不同ΔVμ 与路径所围面积σαβ=aαbβ 以及

被输运的矢量Vμ 成正比,而比例常数就是曲率张量Rν
μαβ(式(3.4.11))。

在阿贝尔规范场(Abelian
 

gauge
 

field)(例如电磁场)的条件下,费米子(fermion)波函

数的协变微商是

Dμψ= ∂μ +i
e
cAμ  ψ (3.4.12)

在非阿贝尔规范场的条件下①有

793.4 平行输运,连络,曲率和非完整性

① 本书7.6节有关于非阿贝尔规范场的介绍,此处只从数学关系了解即可。



Dμψ=(∂μ +igAμ)ψ (3.4.13)

此处ψ 为一具有内部对称性的n 分量波函数。例如对SU(2)对称,它是二分量波函数。Aμ

是n×n 矩阵。对于SU(2)对称,它是Aμ=
τa

2A
a
μ,a=1,2,3;

 

对于重复指标求和,τa 就是泡

利矩阵。从x 到x+dx 平行输运ψ 带来的变化是

δψ=igAμψdxμ (3.4.14)

和式(3.4.4)类比,规范势就相当于仿射连络,而从x 到x'的变化是

P(x',x)ψ=expig∫
x'

x
Aμ(y)dyμ  ψ (3.4.15)

由于Aμ=
τa

2A
a
μ,而

τa

2
正是SU(2)群的生成元,每一个路径x→x'就相当于一个SU(2)群元

素。P(x',x)正是不可积相因子,它就相当于平行输运。在非阿贝尔规范场理论中,规范场

强和规范势的关系是

Fμν =∂μAν -∂νAμ -[Aμ,Aν] (3.4.16)

此处Fμν 和Aμ 一样,也是n×n 矩阵。将式(3.4.16)和式(3.4.11)相比,规范场强就相当

于曲率,规范场理论几何意义的讨论涉及纤维丛理论。文献[3]中将规范场和纤维丛的概念

作了对应。
阿哈罗诺夫-玻姆相实际上也是一个平行输运的例子。电子所在的空间没有场强,但有

规范势。没有场强,空间曲率为0,是平直的。在磁通管周围的空间相应于一个圆锥面,各
处曲率为0,除去其顶点之外。在顶点处曲率为∞,这是磁通集中之处。阿哈罗诺夫-玻姆

相因子就是在锥面上绕一周的平行输运。如图3.15(a)所示,圆锥面可以沿通过顶点A 的

虚线切开展成平面(图3.15(b))。在平面上的矢量平行输运不会导致它旋转。但在虚线上

的一点○P 在锥面展开后却在锲面上成为两点(仍标为○P)
 

。矢量沿C 输运一周后和初始位

置差了α,即圆锥的锲角,它的值和磁通量有关。这个角称为“非完整角”(又译为“非和乐

角”。holonomy音译“和乐”,完整之意)。封闭曲线C 可以任意扭曲,只要不触及奇点A,
绕行一周的角度非完整仍是α。因此这是一个拓扑效应。

另一个非完整现象是傅科摆(Foucault
 

pendulum)。它摆动的方向以单位矢量e� 表示。

它总是和所在地的铅直线(实际是地心到当地连线方向的单位矢量r�)保持垂直,并必须满

足约束条件:
 

即不能沿r� 转动。当一昼夜后r� 矢量转了一圈(沿当地的纬度小圆C),e� 却没

有回到起始的方向(图3.16中ei和ef分别是起始和终结方向)。这种“局域没有变化(指e�

和r�保持垂直,不沿r� 转动)却带来整体的变化(指e� 转一圆后与起始值差一个角度)”就是

e� 在球面上平行输运一周所导致的角度非完整性。e� 输运一周后的角度之差等于C 在地心

处所张的立体角:
 

Ω=2π(1-cosθ)=2π(1-sinϕ)
此处θ是小圆的极角,ϕ 是纬度。这个角度的非完整和沿C 转一圈的速率无关,因此是几何

相,但与立体角的大小有关,不是拓扑效应。
本节其他内容请参阅文献[15]。
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图3.15 在圆锥面上矢量的平行输运 图3.16 e� 的平行输运一周带来的

角度非完整
 

3.5 贝利相

在一些量子力学问题中可以把力学量分为两个集合。一个集合是随时间快变化的,一
个集合是随时间慢变化的。在解这类复杂体系问题时,可先将慢变量固定,求解有关快变量

的量子力学问题,然后允许慢变量变化,得到整个体系的解。玻恩-奥本海默近似(Born-
Oppenheimer

 

approximation)就是用这个方法求解分子问题的。令P 和R 为慢变量(例如

原子核的动量和位置),p 和r为快变量(例如电子的动量和位置)。体系的哈密顿量为

H =
P2

2M +p2

2m +V(R,r) (3.5.1)

先将慢变量冻结。快问题的哈密顿量为

h=p2

2m +V(R,r) (3.5.2)

此处R 是作为参数出现的。设h 的能量本征问题已经解决:
 

h(p,r,R)|m;
 

R>=εm(R)|m;
 

R> (3.5.3)
此处|m;

 

R>是快问题的一个本征态,量子数为m,R 作为参数进入本征矢和本征值。|m;
 

R>(不同的m)组成分立、非简并态的正交归一完备集。现在将R 当作随t慢变化的参数,
求快变量问题中波函数随时间的演化。薛定谔方程为

i ∂ψ
∂t=hψ (3.5.4)

将ψ 用|m;
 

R>展开:
 

ψ=∑
m
am(t)exp -i/ ∫

t

0
εm(t')dt'  |m;

 

R> (3.5.5)

指数因子是动力学相因子,εm 随时间的变化是由参数R 随时间的慢变化造成的。将式(3.5.5)
代入式(3.5.4)并用式(3.5.3),将结果从等号左侧乘以<k;

 

R|,就得到展开系数am(t)的时
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间微商①:

a·k(t)=-∑
m
am<k; 

R ∂
∂tm

;
 

R>exp-i/ ∫
t

0
[εm(t')-εk(t')]dt'  (3.5.6)

∂
∂t m;

 

R>可以用式(3.5.3)通过∂h
∂t

表示:
 

将式(3.5.3)对t微商,并从左侧乘以<k;
 

R|,对

k≠m 情况就得到

<k; 

R ∂
∂tm

;
 

R>= 1
εm -εk

<k; 

R ∂h
∂t m;

 

R>, k≠m (3.5.7)

对k=m,则从归一化条件<k;
 

R|k;
 

R>=1得

<k; 

R ∂
∂tk
;

 

R>+<∂∂tk;
 

R k;
 

R>=0
即

<k; 

R ∂
∂tk
;

 

R>=iαk(t) (3.5.8)

上式等号右侧为纯虚数。设体系在t=0时位于某定态|n;
 

R(0)>,即am(0)=δmn。那么,
有限时间体系在不同状态上的概率振幅是什么? 设对k≠n 的各态,式(3.5.6)右侧随时间

慢变各量为常数,用式(3.5.7)和am=δmn,得

a·k =
1

εk -εn
<k; 

R ∂h
∂tn;

 

R>exp i (εk -εn)t􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , k≠n

积分后有

ak(t)≈
1

i (εk -εn)2
<k; 

R ∂h
∂tn;

 

R>exp i (εk -εn)t􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , k≠n (3.5.9)

k≠n 的各态概率振幅都随时间振荡,并没有表现出长时间稳定增长的趋势。尽管随时间推

移,εn(R)和|n;
 

R>都已发生了很大变化,但原位于任何一个定态的体系,现在仍然位于时

间t的那个状态。在历史上,爱因斯坦和埃伦费斯特在量子力学诞生以前的1911年就设想

到了这个结论,在1928年玻恩和福克证明了它。
哈密顿量 H(t)随时间缓慢演化的条件可以包含在以下不等式中[30]:

 

 <n;
 

R ∂
∂tm

;
 

R>
εn(t)-εm(t)

≪1, n≠m, t∈ [0,T]

此处T 是演化的时间。K.-P.Marzlin和B.C.Sanders[31]指出,对于绝热本征态变化显著的体

系,不慎重地使用量子绝热定理会导致不自恰。仝殿民等人[32]指出,必须在<n; 

R
∂
∂tm

;
 

R>
和εn(t)-εm(t)二者的时间依赖都可以忽略时,上述条件对于量子绝热定理的成立才是足
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① 对定态问题薛定谔方程的解是

ψ =∑
m
ame

-(i/ )Emt
|m>

此处am 与t无关。但在当前问题中|m;
 

R>通过R 与t有关,因此exp -i/ ∫
t

0
εm(t')dt'  |m;

 

R>并不满足薛定谔方

程 。在展开式(3.5.5)中,am 就必须是t的函数。从式(3.5.6)看a· 不为0是因为
∂
∂t|m

;
 

R>的存在。



够的。否则在演化足够长的时间之后,绝热本征态的变化就会变得显著,以至于某些本征态

之间的跃迁就会由动力学所驱动。当考虑更为普遍的量子体系时,还要有附加的条件使量

子绝热定理成立[11-12]。
上面的论据说明了状态|n;

 

R(0)>随时间演化,到了时间t仍然保持在|n;
 

R(t)>。核

心的问题是:
 

当哈密顿量随时间缓慢变化时,波函数如何随时间演化。举一个例子来说明

思路。在磁场大小不变,但方向随时间变化时,带电粒子的自旋跟随磁场进动。当磁场回到

初始方向时,粒子的自旋是否也回到初始方向? 为了回答这个问题,我们要仔细分析在磁场

方向缓慢变化的情况下,自旋状态如何随时间演化。对精确的本征态|n>,随时间演化由动

力学 相 因 子 exp(-iεnt/ )决 定。随 时 间 缓 慢 变 化 的 本 征 值 εn (t)可 以 推 广 为

exp -
i
 ∫

t

0
εn(t')dt'􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。 因此状态随时间的演化可以写作

ψ(t)=exp -
i
 ∫

t

0
εn(t')dt'􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 |n;
 

R(t)> (3.5.10)

此处|n;
 

R(t)>为绝热本征态。这就是量子绝热定理。将这个表达式代入薛定谔方程,
得到

i ∂
∂tψ
(t)=H(t)ψ(t)+exp -

i
 ∫

t

0
εn(t')dt'􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 i ∂
∂t|n;

 

R(t)>

等号右侧第二项在绝热极限下趋于0:
 

∂
∂t|n;

 

R(t)>=
∂R
∂t
·∂R|n;

 

R(t)>→0

当我们考虑绝热循环过程R(0)=R(T)时,就要考虑到式(3.5.10)在t=T 时是否成立。
贝利[16]加了一个相因子:

 

ψ(t)=exp -
i
 ∫

t

0
εn(t')dt'􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 e
iγn(t)|n;

 

R(t)> (3.5.11)

对于此,往往会提出问题:
 

定义本征函数的式(3.5.3)并没有定出相因子,可以在等号两侧

乘以一个相因子通过重新定义本征函数而把它吸收进去。为什么不能把式(3.5.11)中的

e
iγn(t)吸收到|n;

 

R(t)>中去呢? 在研究了γn(t)的性质后才能真正明白这一点,从而理解贝

利加进这个相因子是关键的一步。相γn 就被称为“贝利相”,贝利诠释这个相是参数空间的

几何性质。将式(3.5.11)代入式(3.5.4)就得到γ·n(t)的方程:
 

γ·n(t)=i<n; 

R ∂
∂tn
;

 

R>=iR·(t)·<n; 

R

Δ

Rn;
 

R> (3.5.12)

最后,等式的根据是|n;
 

R>只通过R(t)依赖时间。

Δ

R代表对R 取的梯度。正如式(3.5.8)

所示,<n; 

R
∂
∂tn
;

 

R>是纯虚数,因而γ·n 为实数,即只要γn 的初始值为实数,它就一直保

持为实数。它是个相角。令

A(R(t))≡i<n;
 

R|

Δ

Rn;
 

R> (3.5.13)
式(3.5.12)即变为

γ·n(t)=R
·(t)·A(R) (3.5.14)

贝利提出问题:
 

令R(t)随时间慢变化从R(0)变到R(T)=R(0),即经一周期回到初始值,
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是否γn(T)也回到初始值γn(0)? 计算一下,有

γn(T)-γn(0)=∫
T

0
dtγ·n(t)=∫

T

0
dtR
·(t)·A(R)

=∮C
dR·A(R)

此处C 是R(t)从0到T 回到初始值所描述的封闭路径。用斯托克斯定理,并记沿C 的这

个封闭积分为γn(C),有

γn(C)=∫S
dS·

Δ

R×A=i∫S
dS·

Δ

R×<n; 

R

Δ

Rn;
 

R> (3.5.15)

这就是贝利相。S 为C 所围出的表面。一般情况A 不是无旋的,因此封闭积分不为0,即

γn(T)≠γn(0),或∫
R2

R1
dR·A(R)与路径有关。γn(t)是不可积的,它不能表示为R 的函数。

由于|n;
 

R>只通过R 和t有关,因此它不能把相因子e
iγn(t)吸收进去。这说明了在式(3.5.11)

中包括相因子的必要性。因式(3.5.15)γn(C)的值不依赖R 完成封闭路径所需的时间(只

要足够长以满足绝热近似),所以贝利称之为“几何相”,这是和动力学相 -
1
 ∫

T

0
εm(t)dt对

应的。这个几何相是参数空间的性质。R 可以是体系的任何慢变量。封闭积分是沿抽象参

数空间进行的。与此形成对照的,阿哈罗诺夫-玻姆相以封闭积分-
ie
 e∮A·dS 表示,因此

是实空间的几何相。
式(3.5.13)定义了一个矢量函数,符号A 不是偶然使用的。考虑将|n;

 

R>的相做一

改变:
 

|n;
 

R>→eiΘ(R)|n;
 

R> (3.5.16)
则相应的改变有

|

Δ

Rn;
 

R>→ (i

Δ

RΘ)eiΘ
(R)|n;

 

R>+eiΘ(R)|

Δ

Rn;
 

R>,

A →-

Δ

RΘ+i<n;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>=A-

Δ

RΘ (3.5.17)
式(3.5.16)和式(3.5.17)正是一种规范变换。由于γn(C)和

Δ

×A 相关(见式(3.5.15)),
在这一变换中它是不变量。这也是相位成为可观测量的必要条件。A 和

Δ

×A 相应地是一

种规范连络和曲率。从式(3.5.12)可知,<n;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>也是纯虚数。式(3.5.13)和
式(3.5.15)给出

γn(C)=i∫S

Δ

R×<n;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>·dS

=-Im∫

Δ

R×<n;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>·dS

=-Im∫<

Δ

Rn;
 

R|×|

Δ

Rn;
 

R>·dS

=-Im∫∑m≠n<

Δ

Rn;
 

R|m;
 

R>×<m;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>·dS (3.5.18)

写出最后一个等式时插入了∑
m

|m;
 

R><m;
 

R|=1。求和只包括m≠n,是因为<n;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>

为纯虚数,故有Im<

Δ

Rn;
 

R|n;
 

R>×<n;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>=0。
对本征方程h|n;

 

R>=εn(R)|n;
 

R>取

Δ

R,有
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Δ

Rh|n;
 

R>+h|

Δ

Rn;
 

R>=

Δ

Rεn|n;
 

R>+εn|

Δ

Rn;
 

R>
在等号左侧乘以<m;

 

R|并利用本征函数的正交性(m≠n,非简并),得
<m;

 

R|

Δ

Rh|n;
 

R>+<m;
 

R|h|

Δ

Rn;
 

R>=εn<m;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>
即

<m;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>=
<m;

 

R|

Δ

Rh|n;
 

R>
εn(R)-εm(R)

(3.5.19)

将式(3.5.19)代入式(3.5.18),即将γn(C)用

Δ

h 的矩阵元表示:
 

γn(C)=-∫dS·Im∑m≠n
<n;

 

R|

Δ

Rh(R)|m;
 

R>×<m;
 

R|

Δ

Rh(R)|n;
 

R>
[εm(R)-εn(R)]2

≡-∫dS·ImV(R) (3.5.20)

贝利的贡献在于证明了在循环绝热过程中不可积相因子的存在,并提示了它的几何意义。
考虑贝利给出的二能级系统的例子,它的哈密顿量是2×2矩阵:

 

h=
1
2

R3 R1-iR2

R1+iR2 -R3  =12σ·R

将哈密顿量对角化后给出本征值:
 

E+ (R)=-E- (R)=
1
2
(R2

1+R2
2+R2

3)1
/2=

1
2R

容易看出在R=0时出现了偶然简并,E+(0)=E-(0)=0。从h 的表达式得出

Δ

h=σ/2,

V(R)=R/2R3。在此情况下,V 是在偶然简并发生时参数空间R=0处的一个磁单极所产

生的磁场。γC 就是参数空间中R 的循环变化一周期描绘的封闭曲线所围面积上通过的磁

通量,它正比于封闭曲线在R=0处所张的立体角。最后考虑贝利的观点对玻恩-奥本海默

近似的修正。现在不再对慢变量R 规定既定的变化R(t),而将它作为力学量处理,总体系

的波函数是

Ψ(R,r)=ψ(R)|n;
 

R> (3.5.21)
将它代入

HΨ =
P2

2M +p2

2m +V(R,r)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 Ψ =EΨ (3.5.22)

并用式(3.5.3)

p2

2m +V(R,r)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 |n;
 

R>=εn(R)|n;
 

R>

即得到

-
 2

2M

Δ2
Rψ(R)|n;

 

R>+ψ(R)εn(R)|n;
 

R>=Eψ(R)|n;
 

R> (3.5.23)

将第一项算出,整式用<n;
 

R|左乘,得

-
 2

2M

Δ2
Rψ(R)-

 2

2M2
<n;

 

R|

Δ

Rn;
 

R>·

Δ

Rψ(R)-
 2

2Mψ(R)<n;
 

R|

Δ2
Rn;

 

R>+

εn(R)ψ(R)=Eψ(R)

再用 1
2M
(P- A)2 的具体形式,上式可以写作如下形式:
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1
2M
(P-  A)2+  (R)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ψ(R)=Eψ(R) (3.5.24)

其中

 (R)=εn(R)+
 2

2M
(<

Δ

Rn;
 

R|

Δ

Rn;
 

R>-A2) (3.5.25)

式(3.5.24)是慢变量波函数的薛定谔能量本征方程。为慢变量运动提供有效势能 (R)的

主要是快运动的能量本征值εn(R),
 2

2M
是修正项。和过去教科书中推导结果的不同之处在

于A 的存在①。如果把γn“吸收”到本征函数|n;
 

R>内,使它在任何时间t都能为实数,A
就为0。但上文已经分析过,在一般情况下这是不可能的。

容易验证 (R)即式(3.5.25)在式(3.5.16)和式(3.5.17)所示的变换下是不变的。因

此只要要求ψ(R)→e-iΘψ(R)就能使方程(3.5.24)不变。ψ(R)的这个相变换和|n;
 

R>的相

变换(式(3.5.16))的相角正好反号。它们使体系总波函数Ψ=ψ(R)|n;
 

R>在变换中不变。
如果本征态有简并,则相应的同一个εn 还有以a,b,…标出的若干状态。其结果是连

络以矩阵元形式出现:
 

Aab =i<n,a;
 

R|

Δ

n,b;
 

R> (3.5.26)
其相应的场强则是

Bab =

Δ

×Aab +i(A×A)ab (3.5.27)

和非阿贝尔规范场相对应[17-19]。
阿哈罗诺夫-玻姆相出现之后25年,贝利相的出现情况有一些类似。贝利相在物理学

各个分支中的体现已经有很多报道。
自从贝利提出几何相以来,在物理学的许多领域都发现了它的存在,并进行了大量的研

究工作。有趣的是:
 

早在1956年S.Pancharatnam在光的偏振研究方面,1963年和1976年

G.Herzberg和H.C.Longuet-Higgins在分子结构研究方面,1979年C.A.Mead和D.E.
Truhlar在 玻 恩-奥 本 海 默 近 似 研 究 方 面 都 有 过 存 在 几 何 相 的 结 论。A.Shapere和

F.Wilczek主编的Geometric
 

Phases
 

in
 

Physics[20]一书包含评述性的章节和关于在物理学

各分支中几何相的研究。
当循环过程并不是很慢时,可以对绝热近似做高阶修正[21]。

3.6 阿哈罗诺夫-阿南丹相

1987年阿哈罗诺夫和阿南丹(Anandan)[22]研究了循环演化一般条件下量子力学态的

几何相。一个物理体系的状态随时间变化,在一段演化时间τ后回到原来的状态,称为“循
环演化”。在量子力学中循环演化的始末态矢量之间的关系是

|ψ(τ)>=eiϕ|ψ(0)> (3.6.1)
相因子eiϕ 可以有可观测效应。在希尔伯特空间H中,ψ(τ)与ψ(0)在ϕ≠0时并不是同一
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在(包括规范势描述的)有效核哈密顿量中,是(Journal
 

of
 

Chemical
 

Physics,1979,70:
 

2284)。



矢量,故态矢的循环演化在H中描出的路径C 并不是封闭的。H的投影希尔伯特空间P不

区分|ψ>与eif|ψ>(f 为实数),因此|ψ(τ)>与|ψ(0)>在P中是同一个矢量,而循环演化在P

中所描述的路径C� 是封闭的。用 P描述循环演化是更方便的。设|ψ>∈H在哈密顿量

H(t)的驱动之下按薛定谔方程演化:
 

H(t)|ψ(t)>=i d
dt|ψ(t)> (3.6.2)

并在时间τ完成一个循环。|ψ(t)>与|ψ(0)>的关系由式(3.6.1)给出。定义

|ψ
~(t)>=e-if(t)|ψ(t)> (3.6.3)

因此有

|ψ
~(τ)>=e-if(τ)|ψ(τ)>=e-i[f(τ)-ϕ]|ψ(0)>

=e-i[f(τ)-f(0)-ϕ]|ψ
~(0)>

(3.6.4)

如果要求

f(τ)-f(0)=ϕ (3.6.5)
就有

|ψ
~(τ)>=|ψ

~(0)> (3.6.6)

|ψ
~(t)>就是P中的矢量,它在一个循环中描绘出一个封闭曲线。将式(3.6.3)代入式(3.6.2)

就能求出f(t)所满足的方程:
 

H|ψ>=i d
dte

if|ψ
~>=- df

dte
if|ψ

~>+i eif ddt|ψ
~>

左乘以1 <ψ|=
1
 e

-if<ψ
~|并移项,得①

-
df
dt=

1
 
<ψ|H|ψ>-<ψ

~
|i
d
dt|ψ

~> (3.6.7)

ϕ=f(τ)-f(0)=-
1
 ∫

τ

0
<ψ|H|ψ>dt+∫

τ

0
<ψ

~
|i
d
dt|ψ

~>dt (3.6.8)

在确定贝利相时需把动力学相去掉。对于定态,动力学相是-
1
 Et;

 

对于绝热定态,它是

-
1
 ∫

t

0
E(t')dt'。现在考虑的是一般情况,动力学相是

ϕd(t)=-
1
 ∫

t

0
<ψ(t')|H|ψ(t')>dt' (3.6.9)

式(3.6.8)等号右侧的第一项正是ϕd(τ),因此第二项就是循环演化的几何相β,有

β=∫
τ

0
<ψ

~
|i
d
dt|ψ

~>dt (3.6.10)

这个几何相是普适的,意思是对于投影到P中一个封闭路径C� 的无穷多的H中的循环演化

路径C,对应无穷多的 H(t),它们的驱动状态沿着C 演化,几何相式(3.6.10)是唯一的。
它被称为“阿哈罗诺夫-阿南丹相”。
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① 和绝热情况ϕd= -
1
 ∫

t

0
E(t')dt'相比,E(t)是绝热能量。在一般情况下将E(t')置换为<ψ(t')|H|ψ(t')>。



3.7 贝利相的实验显现

贝利相的出现分为两类情况:
 

一类是参数R 能在实验中控制,这种情况可以通过不同

相的状态间的干涉测出贝利相;
 

另一类情况是,R 是更大体系的力学量,例如在分子结构的

玻恩-奥本海默近似中,就需要将实测的本征值与式(3.5.24)和式(3.5.25)的理论结果相比

较,反过来对贝利相的存在做出判断。以下只讨论第一种情况。
贝利[16]分析了粒子自旋慢变化一个循环后出现的几何相。自旋为S 的粒子与慢变化

的磁场B 相互作用,其哈密顿量是

h(B)=κ  B·S� (3.7.1)

κ是与回转磁比值有关的常数,S� 是自旋算符。其能量本征值是

En(B)=κ  Bn (3.7.2)

n 是自旋在B 方向的投影,取值自-S 到S,-S≤n≤S。式(3.5.18)给出贝利相

γn(C)=-∫dS·Vn (3.7.3)

其中Vn 是

Vn =Im
1
B2∑

m≠n

<n;
 

B|S�|m;
 

B>×<m;
 

B|S�|n;
 

B>
(m-n)2

(3.7.4)

为了计算上式的矩阵元,将B 的方向定为z轴,并用

(S�x ±iS�y)|n>=[s(s+1)-n(n±1)]
1
2|n±1>,

S�n|n>=n|n>
(3.7.5)

在计算Vnx 和Vny 时,因矢量积都涉及S�z 的矩阵元,而S�z 的非对角矩阵元(m≠n)为0,所
以Vnx=Vny=0。当计算Vnz 时,只有m=n±1才有贡献。因此有

Vnz(B)=Im
1
B2
[<n|S�x|n+1><n+1|S�y|n>-<n|S�y|n+1><n+1|S�x|n>+

 <n|S�x|n-1><n-1|S�y|n>-<n|S�y|n-1><n-1|S�x|n>]=
n
B2

(3.7.6)
在一般坐标轴取向情况下,有

Vn(B)=nB
B3

(3.7.7)

因此

γn(C)=-∫dS·Vn =-nΩ(C) (3.7.8)

在B(Bx,By,Bz)参数空间中,∫dS·B
B3 正是B 描述一个封闭曲线C 在空间原点处所张的

立体角Ω(C)。贝利相因子是e
iγn(C)=e-inΩ(C)。这是自旋随着磁场(通过磁矩与磁场相互作

用)慢变化一个周期产生的几何相,且它和n 成正比。在实验上如果能制备粒子作为两个
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不同n 值的叠加态,则两部分的贝利相不同,发生干涉就能使贝利相显现。

3.7.1 光子贝利相的量子干涉现象

乔瑞宇和吴讠永时[23]建议采用绕成螺旋形的光纤(图3.17)。光沿光纤传播,其波矢k 连

续变化。当光纤方向再次回到初始值时,k(kx,ky,kz)空间中的代表矢量在球面上描出一

个圆。如果这个圆在原点处张成一个圆锥,半顶角为θ,则它所张的立体角为

Ω(C)=2π(1-cosθ) (3.7.9)

图3.17 光在螺旋光纤中的贝利相

(a)
 

螺旋光纤实验示意图;
 

(b)
 

打开圆柱面上的光纤路径

由于光子没有质量,保证了自旋沿k 方向sk 只能为+1或-1。由于自旋跟随k 慢变化,完
成一循环时的贝利相是

γ(C)=-2πsk(1-cosθ) (3.7.10)
富田(Tomita)和乔瑞宇在此基础上进行了实验[24]。如图3.17(a)所示,He-Ne激光经线偏

振器进入光纤,线偏振是sk=+1与sk=-1的等量叠加。通过光纤后k 恢复最初方向,两
种偏振间由于贝利相符号相反有了相差,致使合成的线偏振方向有所改变。均匀缠绕的螺

旋线在打开了的圆柱面上如图3.17(b)中斜线所示。光纤长为l,圆柱长为p,光纤方向与

螺旋轴(圆柱轴)方向的夹角为θ,称为“顶角”(apex
 

angle),则有

cosθ=p
l

(3.7.11)

因此

γ(C)=-2πsk 1-p
l  (3.7.12)

图3.18 偏振旋转角与立体角Ω(C)关系

在实验中也采取了不同绕制光纤的几何条件。实

验结果示于图3.18。线偏振的旋转角与立体角成

线性关系,和理论值符合得很好。曲线上不同形状

的点代表不同绕制的几何条件,即均匀的和不同程

度的非均匀绕制,这是为了验证在参数空间中封闭

路径连续扭曲时γ(C)是否始终与Ω(C)成正比。
该验证是对贝利相的第一个实验验证。

采用光子进行实验是很巧妙的。由于光子是

玻色子(Bose),所以对于个别光子的实验可以通过

大量光子流来实现。光子自旋跟随动量循环出现
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几何相的现象可以用经典物理的观点解释。偏振方向的旋转相当于在传播方向慢变化时,
光波电矢量的平行输运产生的角度非完整,这只要通过麦克斯韦方程组(Maxwell􀆳s

 

equations)
就能得到[25]。因此,这个现象可以理解为一个在过渡到经典情况( →0)后仍能存在的量子

现象。

3.7.2 螺旋磁场中中子自旋旋转的贝利相实验

T.Bitter和D.Dubbers[26]进行了中子自旋慢旋转产生贝利相的测量。如何使中子能

处于一个慢旋转的磁场中呢? 办法是让中子通过一个在空间按螺旋变化的磁场,这时中子

图3.19 磁场矢量B 沿封闭曲线C 的输运

(a)
 

原理图;
 

(b)
 

产生B1 的螺旋线圈

所看见的就是随时间旋转的磁场。中子通过

其磁矩与磁场的耦合使其自旋跟上慢变化,完
成一个循环后就产生了贝利相。图3.19(a)
给出了磁场矢量B 沿封闭曲线C 的绝热输

运。图3.19(b)给出了产生在xy 平面旋转的

磁场分量B1 的螺旋线圈,另有线圈产生Bz。
令中子在t=0处于状态|m>,m 为自旋z 的

分量。令T 代表B1 转一周的时间(中子通过

B1 在空间转一周的距离所需的时间),在此时

间内中子的动力学相是

ϕd =κ∫
T

0
B(t)dt=κBT

根据式(3.7.8),贝利相的相位是-2π(1-
cosθ),由此得到总相位ΦT 是①

ΦT =κBT-2π(1-cosθ) (3.7.13)
上式等号右侧两项分别为动力学相和贝利相。实验是用Grenoble的Laue-Langevin研究

所反应堆提供的中子(可以得到极化束)进行的。令Pα(0)和Pβ(T)代表中子在t=0和T
时的极化分量;

 

α,β=x,y,z。实验测出的始末态极化用

Pβ(T)=GβαPα(0)

确定系数Gβα 并和Dubbers的理论结果比较[27]。
在Bz=0(此时θ=π/2,γ=-2π)时测出的Gyy 示于图3.20(a),从数据得出的ΦT 和

理论的比较示于图3.20(b)。定出的γ 值为2π,在Bz≠0时定出的贝利相γ 和立体角Ω 的

比较示于图3.20(c)。

D.J.Richardson,A.I.Kilvington,K.Green和S.K.Lamoreaux[28]所进行的正好是一

个“互补”的实验。用Laue-Langevin研究所反应堆的极化超冷中子在旋转磁场中进行实

验。超冷中子是速度≲5m/s的中子,对它们可以用“瓶子”来装。因为Be或BeO表面的费

米势很高,以任何角度入射到表面的超冷中子几乎都会被反射。只要表面足够纯,储藏时间

就是中子衰变寿命量级。他们验证了贝利相与参数空间(B)的立体角关系,此外,还验证了

多次循环的贝利相的相加性。
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图3.20 横向自旋在螺旋场B1 中的旋转

(a)
 

中子极化;
 

(b)
 

总相角和贝利相;
 

(c)
 

贝利相γ的理论(曲线)与实验(点)的比较

3.7.3 自旋绝热旋转造成的核四极共振频率分裂

R.Tycho[29]报道了一项核自旋的绝热旋转造成的核四极共振频率分裂研究,验证了贝

利相。他选择了NaClO3 单晶,35Cl核自旋为s=3/2。自旋以晶体对称轴(记为z')取向。
这是四极耦合,其哈密顿量是

h=ωQS2
z' (3.7.14)

式中,ωQ 是表征耦合的参量。用射频脉冲激发,35Cl核即处于不同Sz 态的叠加态上。用在

z轴方向绕制的螺线管线圈探测衰变信号得到核四极共振谱。不同的|Sz|值给出了两个能

9013.7 贝利相的实验显现



级,共振只有一条谱线(约29.94MHz)。如图3.21所示,使晶体对称轴z'与z轴成θ角,并
将晶体沿z轴以角频率ωR 慢速旋转(ωR≪ωQ),Sz'随时间的变化是

Sz'(t)=Szcosθ+SxsinθcosωRt+SysinθsinωRt (3.7.15)

H(t)=ωQS2
z'(t) (3.7.16)

图3.21 自旋绝热旋转导致核四极共振劈裂实验示意图
 

用Sz'本征态表示的与时间有关的一组基是:
 

|a>=
3
2>,

|b>=cosξ
2
1
2>-sinξ

2 -
1
2>,

|c>=sinξ
2
1
2>+cosξ

2 -
1
2>,

|d>= -
3
2>

(3.7.17)

此处

tanξ=2tanθ
考虑到算符Sz'和它的某些本征态与θ有关,贝利相写作

β=2π∫
θ

0
dθ'sinθ'<ψ|Sz'|ψ> (3.7.18)

对式(3.7.17)各态,相应的贝利相是

βa =3π(cosθ-1),

βb =-π[(4-3cos2θ)1/2-1)],

βc =π[(4-3cos2θ)1/2-1)],

βd =-3π(cosθ-1)

(3.7.19)

实验在cos2θ=1/3条件下进行。这样可能的相差就是-23π,0,23π(mod2π)。考虑两

个本征态|ψ1>和|ψ2>,在t=0时由射频脉冲产生。在时间T=2π/ωR 后,两个态间的相对

贝利相相差是γ1-γ2。但这个相差是随时间连续积累的,也就相当于频移

Δω=
γ1-γ2

2π ωR (3.7.20)

这样,原来的一条共振谱线就分裂成三条,Δω 分别为- 3ωR,0,3ωR。实验结果证实了这

个分析。图3.22(a)是谱线随ωR 的变化,谱线的总体移动是因样品温度变化造成的。

图3.22(b)是两条边线频差随ωR 的变化,直线的斜率正是23。
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图3.22 35Cl核四极共振劈裂

(a)
 35Cl核四极共振谱随ωR 的变化;

 

(b)
 

两条边线频差劈裂与ωR 的关系
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第4章
量子力学与经典力学的界限,缠绕与退相干

在量子力学教程中,我们了解到量子力学是从原子和分子开始的微观世界的理论。作

为更精确和更普遍的理论,它也应对宏观世界适用,而经典力学只是量子力学在涉及的作用

量比 大得多时的极限情况。从1925年量子力学初创时开始,对如何能演示上叙情况一直

存在激烈的讨论和争议,更不用说去严格证明了。
从一个简单的问题说起。量子力学中谐振子本征态和经典振子的行为极度不同。量子

力学的谐振子是否具有和经典振子相似的状态呢? 在1926年,薛定谔从本征态构成了一个

模拟经典振子往复运动的波包。在其鼓舞下,他致力于从氢原子本征态构成一个模拟开普

勒运动(Kepler
 

motion)运动的波包。因为谐振子的能量状态是等间距的,所以波包不扩

散,但氢原子却不是这样,他并没有取得成功。考虑到氢原子的能级在量子数n 越来越大

时也越来越趋近等间距的情况,在20世纪70年代中期构成了高激发态的氢原子圆轨道波

包。它确实模拟了开普勒圆轨道运动,但作为一个量子力学的客体,这个波包要变宽并扩

散。为了形成椭圆轨道波包,需要找出能表征轨道形状的经典Runge-Lenz矢量的量子力

学守恒量。研究者们在20世纪80年代末期完成了这个任务,构成了高激发的椭圆轨道波

包。以上讨论将在4.1节,4.2节和4.4节详细介绍。
能不经过解薛定谔方程就求出量子力学的能量本征态问题吗? 答案是肯定的,只要能

确切知道问题的动力学对称。对于氢原子,这个对称是SO(4)。在一些局限条件下可以用

角动量算符和量子力学Runge-Lenz算符构成这个群的生成元。这样氢原子的束缚态能谱

除一个乘数因子外就完全确定了。4.3节将对此详细介绍。
量子力学中的线性叠加原理起着极为重要的作用。对微观世界,它的推论是非常正确

的。但对日常的经典现实,这个原理能给出荒谬的结论。它允许在日常生活中永不能共存

的状态叠加,例如一只活猫和它自己的尸体叠加。它们不仅能同时存在,还要能相互干涉。
这就是有名的“薛定谔的猫”的理论。当叠加的各项代表宏观状态时,必须存在某种机制能

淬灭各项之间的干涉,即使它们不再相干。这时就有状态的各种结局以相应的概率出现,在
经典意义上是完全可以接受的。几十年来,退相干的机制始终是集中研究和争论的课题,物
理学家用模型演示这种机制,逐渐取得共识的是影响退相干的根源是环境。在4.5节~4.8
节将介绍退相干机制和一个动力学退相干模型,以及如何到达量子力学的经典极限。最后

在4.9节中将讨论在实验室中实现的“薛定谔的猫”,即将两个宏观可区别的状态相干地叠



加起来,亦即宏观缠绕态。
从量子力学诞生起,它和经典力学的关系就一直是热门研究的课题。早期的理解是,经

典力学适用于宏观客体,粒子运动遵循确定的轨道。量子力学适用于微观客体,其规律是概

率性的。但作为物理学的基本规律,量子力学也应适用于宏观客体。在这种情况下它应给

出经典力学的规律作为它的极限情况。超流与超导的发现告诉人们,某些宏观体系是服从

量子力学规律的,这将在第6章中探讨。至于量子力学如何在极限情况下归结为经典力学,
多年的研究已有不少成果,近10年来又有新的发展。

量子力学中力学量的平均值随时间的变化给出,在一维势V(x)中的质量为m 的粒子,

其波函数为ψ①,则其坐标的期待值 <x>=∫ψ*xψdx 满足下式:
 

m d2

dt2
<x>=-<∂V∂x>

这就是埃伦费斯特定理。在形式上它和经典运动方程类似。但量子力学中坐标期待值的运

动和由-∂V/∂x 所决定的经典粒子运动只能在一定条件下才有相似之处。和经典粒子相

似的是量子力学中的波包,它的波函数ψ(x)只在x-=<x>附近的小区域内才显著地不为0,

x- 是波包中心的坐标。即使如此,x- 的运动是否由经典方程

m d2

dt2
x- =-

∂V(x-)
∂x-

给出? 即是否有<∂V∂x>x-
=
∂V(x-)
∂x-

? 在一般情况下,双方是不相等的,设V(x)是慢变函

数,将∂V
∂x

在x- 附近展开,准确到<(x-x-)2>≡<Δx2>项:
 

∂V
∂x=

∂V(x-)
∂x-

+
1
2
∂3V(x-)
∂x-3

<Δx2>

因此,只有在

∂V(x-)
∂x-

≫
1
2
∂3V(x-)
∂x-3

<Δx2>

时,波包中心的运动才近似于经典粒子。但一般情况下波包总是要弥散的。即使在开始时

上式成立,随着时间的流逝也会失效,波包中心的运动会越来越偏离经典运动。
我们将从薛定谔在1926年提出的谐振子波包开始,在这里量子力学和经典力学的对应

是直接的。然后讨论氢原子的量子力学波包,这里它和经典开普勒轨道的相似和对应已经

是不完全的了。除对应以外,还有作为量子力学特点的波动性的明确显示。
量子力学与经典力学的一个基本差异是线性叠加原理。在从量子力学到经典力学过渡

时,是什么机制使叠加的各态间的相位关系丧失,从而使这些态不再相干而只贡献独立的概

率? 这个问题被称为“退相干问题”。除一般讨论外,我们还将介绍 W.Zurek提供的一个答

案,最后还将讨论实验室中实现的“薛定谔的猫”。
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① ψ是x 与t的函数,在必要时会写出它对宗量的依赖。



4.1 薛定谔的谐振子波包,相干态

在创立量子力学的过程中,海森堡的观点是:
 

类似电子轨道的这类概念应该完全否定,
薛定谔却更多地考虑了量子力学和经典力学间的联系。量子力学中的一维谐振子是很好的

例子。在低激发态,粒子的位置概率分布和经典分布差别极大,而当量子数n 变得相当大

时,量子力学分布逐渐接近经典分布,这是玻尔对应原理的体现。但能量本征态是定态,位
置分布是和时间无关的。能否找到能模拟经典振子运动的量子力学的含时波函数? 即能否

找出能满足

<Ψ(t)|x|Ψ(t)>=Acos(ωt+α) (4.1.1)
关系的波函数Ψ(x,t)呢? 这个问题是薛定谔在1926年解决的[1],Ψ(x,t)应满足薛定谔

方程

i ∂Ψ(x,t)
∂t =-

 2

2m
∂2Ψ(x,t)
∂x2 +

1
2mω2x2Ψ(x,t) (4.1.2)

构成方程解的方法是:
 

将Ψ(x,0)用谐振子能量本征态展开,将展开的各项分别乘上相应

的动力学相因子e
-iEnt/ ,结果就得到满足起始条件Ψ(x,0)的方程式(4.1.2)的解。一维谐

振子的能量本征函数和本征值是

ψn =Cne-(mω/2 )x2Hn  

mω
 
x  (4.1.3)

En = 
 

ωn+
1
2  (4.1.4)

此处Cn 是归一化常数

Cn =2-n/2(n!)-1/2 mω
 

 

π  
1/4

(4.1.5)

Hn 是埃尔米特多项式(Hermite
 

polynomial)。将Ψ(x,0)用ψn 展开,有

Ψ(x,0)=∑
∞

n=0
cnCne-(mω/2 )x2Hn  

mω
 x  (4.1.6)

展开系数cn 由下式决定:
 

cn =∫
∞

-∞
ψn

*(x)Ψ(x,0)dx (4.1.7)

在时间t的波包就是

Ψ(x,t)=∑
∞

n=0
cnψn(x)e

-in+
1
2  ωt (4.1.8)

波包的中心坐标是

<x>=∫
∞

-∞
x|Ψ(x,t)|2dx

=∑
∞

n=0
∑
∞

k=0
cn

*cke-i(n-k)ωt∫
∞

-∞
ψn

*(x)xψk(x)dx

记上式最后一行的积分为xnk,则上式可以写作

5114.1 薛定谔的谐振子波包,相干态



<x>=∑
∞

n=0
∑
∞

k=0
cn

*ckxnke-i(n-k)ωt (4.1.9)

用本征函数式(4.1.3)可算出

xnk =
 

mω
n
2δk,n-1+

n+1
2 δk,n+1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (4.1.10)

将式(4.1.10)代回式(4.1.9)得

<x>=
 

2mω∑
∞

n=1
n(c*

ncn-1eiωt+c*
n-1cne-iwt) (4.1.11)

为了令Ψ(x,t)能够模拟经典运动式(4.1.1),需对波包的初态Ψ(x,0)做一些限制。令它

的展开系数cn=|cn|e
iϕn,令|cn|随n 缓慢变化,|cn|≈|cn-1|,ϕn-1-ϕn=α与n 无关,并令

cn 只在n 较大的情况下才显著地不为0(因此En≈n 
 ω),此时式(4.1.11)即变为

<x>=
2

mω2 ∑
∞

n=0
En |cn|2  cos(ωt+α)

=
2

mω2
<E>cos(ωt+α) (4.1.12)

在以上推导中用了

<E>=∑
∞

n=0
En |cn|2 (4.1.13)

式(4.1.12)正是经典谐振子的轨道。
回过来再考虑式(4.1.8),这是一个周期函数。在t为经典周期T=2π/ω 或其整数倍

时,Ψ(x,tj)=Ψ(x,0)。波包并不随时间的变化而扩散。
上面构造的状态是一种相干态(coherent

 

state)。在量子力学中这是一个重要概念,在
物理学许多领域都有应用[2]。以下对它做一个简单介绍。

4.1.1 相干态的基本性质

相干态是希尔伯特空间H的矢量|l>,其标记l一般是多分量的。相干态有不同的定

义,但它们之间有两点是共同的,即连续性和完全性(单位元分解)。定义矢量|ψ>的范数

(norm)为‖|ψ>‖≡<ψ|ψ>
1
2。对|l>≠0,‖|l>‖为正实数。相干态的连续性是:

 

当标记l
连续变化趋近l'时,有‖|l'>-|l>‖→0。这个条件决定了在一般情况下|l>和|l'>并不会

因为l≠l'而正交。连续性质决定了分立的正交矢量集{|n>:
 

n=0,1,2,…}不可能是相干

态,因为n 标记不是连续的。此外,归一为δ函数的连续正交矢量{|x>:
 

-∞<x<∞}也
不是相干态。虽然标记x 是连续的,但<x|x'>=δ(x-x')即矢量不是连续的:

 

当x 连续地

趋向x'时,只要它们在x'的开邻域,‖|x'>-|x>‖就不连续趋向极限0。因此,通常的自

伴随算符的本征矢量并不构成相干态集合。
相干态的完全性是:

 

存在正值的测度δl,使得单位算符I可以分解为

I=∫|l><l|δl (4.1.14)

积分是在标记空间L(l∈L)中进行的。这个性质和自伴随算符本征矢量的完全性不同,后
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者自动满足正交归一态|n>的完全条件∑
n

|n><n|=I,而相干态满足式(4.1.14)需要具体

验证。如果式(4.1.14)得到满足,它就诱导出希尔伯特空间 H的一个表示,称为“连续表

示”。H中的矢量|φ>和算符B 可以表示为

|φ>=∫|l><l|φ>δl (4.1.15)

<φ'|B|φ>=∫<φ'|l'><l'|B|l><l|φ>δlδl' (4.1.16)

<l|φ>和<l'|B|l>分别是矢量|φ>和算符B 在连续表示中的代表。对范数有限的矢量|φ>

(<φ|φ>为有限),其连续表示的代表<l|φ>是平方可积的,即 <φ|φ>=∫<φ|l><l|φ>δl=

∫|<l|φ>|2δl为有限。连续表示的函数<l|φ>满足积分方程

<l|φ>=∫<l|l'><l'|φ>δl' (4.1.17)

积分方程的核

K(l;
 

l')=<l|l'> (4.1.18)
称为“复制核”(reproducing

 

kernel)。由于连续性条件,核<l|l'>是联合连续的,由于它在

l=l'时不为0,因此在l的开邻域中的所有l'处都不为0。从‖|l>-|l'>‖2=<l'|l'>+
<l|l>-2Re<l'|l>看,连续性条件和复制核的联合连续是互为因果的。这点和通常的基不

同。对通常的基,也有类似的积分方程。但由于正交归一性,它变为一个平庸的等式,不对

函数给出任何限制,而式(4.1.17)是函数的真实条件。和通常的基不同,相干态是线性相

关的:
 

|l'>=∫|l><l|l'>δl' (4.1.19)

即任何相干态都可以表示为其他相干态的线性和或积分。因此,相干态可以称为“过完全”
(overcomplete)的态的一族。

最后,我们注意到:
 

‖|l>-|l'>‖2=<l'|l'>+<l|l>-2Re<l'|l>
因此,矢量的连续性是复制核的联合连续性的简单结果。

上述连续性和单位元分解的两个性质及其推论,对各种相干态都适用。具体到某一类

相干态,还会有其特定的性质。

4.1.2 正则相干态

正则相干态是消灭算符a 和产生算符a† 生成的①。它们满足对易关系

[a,a†]=I (4.1.20)
归一的基准态(或称“真空态”)|0>满足

a|0>=0 (4.1.21)
将a† 重复作用在|0>上得到的各态张成状态空间,它的正交归一的基矢量为
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|n>=
1
n!

(a†)n|0> (4.1.22)

从对易关系式(4.1.20)可知,|n>是数算符

N =a†a (4.1.23)
的本征态,相应的本征值是n:

 

N|n>=n|n> (4.1.24)

a 和a† 分别是减少和增加数本征值1个单位的算符:
 

Na|n>=(n-1)a|n>,

Na†|n>=(n+1)a†|n>
(4.1.25)

正则相干态是在基准态|0>上做幺正变换得到的:
 

|z>=eza
†-z*a|0> (4.1.26)

量子力学中最有用的公式之一是Baker-Campbell-Hausdorff公式①:
 

eA+B =eAe
-
1
2[A,B]eB =eBe

1
2[A,B]eA (4.1.27)

该公式的另一形式是

eABe-A =B+[A,B]+
1
2!
[A,[A,B]]+…+

1
n!

[A,[A,[…[A,B]]…]]+…

(4.1.28)
如果[A,B]与A 和B 对易,就有

eA+B =eAeBe
-
1
2[A,B]=eBeAe

1
2[A,B] (4.1.29)

由于[za†,z*a]=-zz*是c数,式(4.1.26)可以用式(4.1.29)写作

|z>=e
-
1
2|z|

2

eza
†
e-z*a|0> (4.1.30)

再用式(4.1.21)和式(4.1.22),有

|z>=exp-
1
2|z|2  eza†|0>=exp-

1
2|z|2  ∑

∞

n=0

1
n!

zn|n> (4.1.31)

在定义式(4.1.26)中,z*开始是出现的,但由于式(4.1.21),zn 最后并没有进入式(4.1.31)。
因此,标记正则相干态只用z已经足够。从式(4.1.31)直接得到

<z2|z1>=exp-
1
2|z2|2+z*

2z1-
1
2|z1|2  (4.1.32)

它是z1 和z2 的连续函数,对任意两个复数z1 和z2 都不为0。下面验证单位元的分解成

立。对复数z的积分测度是(用极坐标)
d2z=d(Rez)d(Imz)=|z|d|z|dθ (4.1.33)

因此

1
π∫|z><z|d2z=

1
π∑n,m

1
n! m!∫e

-|z|2z*nzm|m><n|d2z

=∑
n

1
(n! )∫e-|z|2|z|2n|n><n|d|z|2
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=∑
n

|n><n|=I (4.1.34)

在上面的推导中用到了z*nzm=|z|m+nei(m-n)θ 和∫
2π

0
dθe-i(m-n)θ=2πδmn,最后的等式是因为

|n>(式(4.1.22))是正交归一完备集而成立的,验证完毕。

经常会遇到计算对易子 e-za
†,a  这类问题。如果函数f(a†)可以通过a† 表示

(例如展开为幂级数),则有

f(a†),a  =
∂f
∂a† a†,a  =-

∂f
∂a†

(4.1.35)

f(a),a†  =
∂f
∂a a,a†  =

∂f
∂a

(4.1.36)

从以上关系可得

e-za†,a  =ze-za†

因此有

e-za†aeza
†

=a+z (4.1.37)
将式(4.1.37)等号左右双方作用于|0>,得

e-za†aeza
†

|0>=(a+z)|0>=z|0>
使用|z>的定义式(4.1.31),有

e-za†aeza
†

|0>=e-za†ae|z|2/2|z>=e-za†e|z|2/2a|z>
令上面两式等号右侧相等,得

a|z>=eza
†
e-|z|2/2z|0>=z|z> (4.1.38)

正则相干态是消灭算符a 的本征态,本征值是z,这是正则相干态的一个重要性质。它的标

志z就是a 的本征值。从式(4.1.38)得
<z|a|z>=z

正则相干态的标记z就是消灭算符在相干态的平均值。算符a 和a† 的不确定关系是

<a†a>≥ <a†><a> (4.1.39)
对正则相干态,有①

<z|a†a|z>=z*z=<z|a†|z><z|a|z> (4.1.40)
即式(4.1.39)的等式成立。因此正则相干态是最小不确定态。

正规排序算符要求所有的消灭算符要位于所有产生算符的右侧。表示方法是在算符左

右加上“∶”。例如,∶aa†∶≡a†a。对正规排序算符取相干态的矩阵元,有
<z|∶F(a†a)∶|z'>=F(z*,z')<z|z'> (4.1.41)

最后回到谐振子问题。谐振子可以用产生和消灭算符描述:
 

a=
mω
2 q+ip

mω  (4.1.42a)

a†=
mω
2 q-ip

mω  (4.1.42b)
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此处q和p 是谐振子的坐标和动量算符。哈密顿算符变为

H =
1
2mp2+

1
2mω2q2= ωa†a+

1
2  (4.1.43)

粒子数算符N=a†a 的本征值为n(z=0,1,2,…),谐振子的量子数n 成为粒子数表示的粒

子数n。正则相干态表示为谐振子本征态

|z>=exp-
1
2|z|2  ∑

∞

n=0

1
n!

zn|n> (4.1.44)

这个相干态随时间如何变化呢? 只要将e-(i/ )H
�t 作用于|z>即可。暂时略去零点能1

2
 ω,它

最终提供一个相因子ei(1/2)ωt,不影响相干态的结果。演化算符e-(i/ )H
�t=e-iωa

†at。当它作用
于|z>时有

e-iωa†at|z>=exp-
1
2|z|2  ∑

∞

n=0

1
n!

zne-iωnt|n>

=exp-
1
2|z|2  ∑

∞

n=0

1
n!

(ze-iωt)n|n>=|e-iωtz> (4.1.45)

结果是一个新的相干态,其标记为e-iωtz。谐振子的正则相干态随时间的演化归结为其标记随
时间的演化。它的演化过程是稳定的,即仍保持为相干态,且仍是最小不确定态。薛定谔给出
的谐振子波包(式(4.1.6))及其演化(式(4.1.8))正是这种相干态。将x 用a和a† 表示,有

x=
 

2mω
(a†+a) (4.1.46)

因此

<z(t)|x|z(t)>=
 

2mω
<z|eiωta

†a(a†+a)e-iωta†a|z>

利用Baker-Campbell-Hausdorff公式

<z(t)|x|z(t)>=
 

2mω
<z|a†|z>eiωt+<z|a|z>e-iωt  

=
 

2mω z*eiωt+ze-iωt  

=
2 
mω|z|cos(ωt-ϕ)

这就是薛定谔的谐振子波包。
对受迫谐振子,外力可以线性依赖于振子的坐标q与动量p,或等价地线性依赖于a 与

a†,正则相干态的特点仍能保持①。
有关自旋相干态将在第6章中讨论。

4.2 氢原子圆轨道波包与径向波包

薛定谔在1926年发表的文章[1]中提到,氢原子中的电子运动轨道也可以用类似谐振子

的办法处理,即用叠加能量本征态得到的量子力学波包来模拟。但在1929年他致函洛伦兹
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(Lorentz)时说,在这个问题上遇到了计算上的极大困难,之后便再没提及此事。分析一下

谐振子波包的构成,就不难明白构成氢原子开普勒轨道波包的困难。式(4.1.8)是严格的周

期函数,它在经过一个周期T=2π/ω 或其整数倍后总要恢复原状。这是由于动力学相因

子是

e
-i(En/ )t=e-i(n+1/2)ωt

对n 求和的叠加不会改变其周期性。这只在谐振子能级随n 的变化是严格线性的情况下,
即各能级是等距的情况下才会出现。氢原子的能级远不是等距的,对低激发态更是如此。
要想模拟电子在氢原子轨道中的量子力学波包,只能利用很高激发态的能级。氢原子的能

量本征值是

En =-
(Ze2)2m
2 2

1
n2

(4.2.1)

由此得
∂En

∂n =
(Ze2)2m

 2
1
n3≡ ωcl (4.2.2)

此处ωcl 是电子在轨道n 上的经典角频率①。在n 值很大时,两个相邻能级间距的差别是

O(n-3),用n 值很大的波函数叠加有望获得模拟经典运动的波包。

L.S.Brown[3]在1973年构成了沿氢原子圆轨道运动的波包。量子力学氢原子的波函数

最接近圆轨道的是n,l=n-1,m=±l态。l=n-1态的波函数在径向没有节点,(l,m=±l)
的球谐函数有(sinθ)l 因子,使ψ 在θ=π/2(xy 平面)有极大值。m=±l与m=-l由于相

应的波函数为e±ilϕ,可以和动力学相因子配合分别作为正反向运动的波包。在径向波函数

方面,l=n-1的解是

unl(r)=const·rne
-κnr, κn =

Ze2m
 2n

(4.2.3)

令κnr≡x,则上式的函数形式为

f(x)=xne-x

是泊松分布。它在x=n 处有极大值。实际上在n 较大时,它会变为高斯分布(Gaussian
 

distribution,又名正态分布,normal
 

distribution)。令x=n+ξ,此处ξ≪n,在n 较大时有

x=n1+ξ
n  ≈nexp ξ

n -
1
2

ξ
n  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

并有

f(x)≈nne-nexp -
1
2n
(ξ/n)2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , n≫1 (4.2.4)

回到式(4.2.3)②,并用l=n-1作为指标,写出常用的1
rul+1,l 形式:

 

1
rul+1,l(r)=const·exp -

1
2ll-

r
la  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , l≫1 (4.2.5)
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①

②

从玻尔理论有
Ze2

r2
=mrω2cl,rn=

n2  2

Ze2m
,故有ωcl=

(Ze2)2m
n3  3

。

在式(4.2.4)中将最后的指数因子写成e-(1/2l)(κr-l)
2
,κ=

1
na
(a为玻尔基态半径 2/Ze2m)。最后在式(4.2.5)

中只保留指数上和r直接有关的部分,其他都并入常数因子。



它显示出高斯形式,r在rp=l2a 处有极大值,分布的均方根值为Δr=(2l)-1/2rp。角度的

球谐函数是

Yl
l(θ,ϕ)=const·eilϕ(sinθ)l

在l较大时可取近似:
 

sinθ=cosθ-
1
2π  ≈1-

1
2θ-

1
2π  

2

≈exp -
1
2θ-

1
2π  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

总的波函数结果是

ψl+1,l,l(r)=const·e-(r-l2a)2/2l3a2eilϕexp -
1
2l
(θ-π/2)2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (4.2.6)

这是一个在xy 平面上半径为l2a 的环状定态波包。要得到在这个环上以角频率ωcl 转动

的球形波包,就需取在平均值l-(很大)附近的这类波函数叠加:
 

ψ(r,t)=∑Ale
-i(El/ )tψl+1,l,l(r) (4.2.7)

系数Al 在l- 处有很高的峰值。在l- 附近求和用指标s实现:
 

l= l-+s, s≪l- (4.2.8)

El =El
- +
∂El

∂l l
-s+

1
2
∂2El

∂l2 l
-s2+… (4.2.9)

从En=-(Ze2)2m/2 2n2 可得

∂El

∂l =
(Ze2)2m
 2(l+1)2

= ωcl (4.2.10)

此处

ωcl=
(Ze2)2m
n3  3

(4.2.11)

是玻尔经典轨道的角频率。此外还有

1
2
∂2El

∂l2
=-

3(Ze2)2m
2 (l+1)4

=-
3
2

 ωcl

l+1
(4.2.12)

将式(4.2.8)~式(4.2.12)代回式(4.2.7),得

Ψ(r,t)=e
-i(E

l
-/ )t

ψl
-

+1,l
-,l

-(r)F(ϕ-ωclt,t) (4.2.13)
此处

F(ϕ-ωclt,t)=∑
s
Al

-

+se
is(ϕ-ωclt)expi

3
2

ωclt
l-+1

s2  (4.2.14)

上式等号右侧第二个指数因子在t值很小时(ωclt≪l-)接近于1,暂时把它当作1,这样就有

F(ϕ-ωclt,t)≈f(ϕ-ωclt)=∑
s
Al

-

+se
is(ϕ-ωclt) (4.2.15)

此处F 只通过ϕ-ωclt与t相关。如果选择Al
-

+s
使f(ϕ)函数在ϕ=ϕp 处有峰值,则波包

在时间为t时就在ϕ=ϕp+ωclt处有峰值。这相当于在圆轨道上的匀速转动,且是完全周

期性的。但当时间足够长,在ωclt≈l
-

时,第二个指数因子便起作用,使波包弥散。这个因子

来源于
∂2El

∂l2 l-
,它反映了即使l- 很大时能级也有对等距的偏离。这个相位随l的变化导致
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弥散。考虑高斯模型

Al-+s=const·e-s2[Δϕ(0)]
2 (4.2.16)

式(4.2.14)给出

F(ϕ-ωclt,t)=const∫
∞

-∞
ds

 

e-s2[Δϕ(0)]
2
e
is(ϕ-ωclt)expi32

ωclt
ls2  

=const·exp -14 (ϕ-ωclt)2

[Δϕ(0)]2-
3
2iωcl/l- (4.2.17)

因此

|F(ϕ-ωclt,t)|2=const·exp-
(ϕ-ωclt)2

2[Δϕ(t)]2  (4.2.18)

其中

[Δϕ(t)]2=[Δϕ(0)]2+
3ωclt
2l-Δϕ(0)  

2

(4.2.19)

式(4.2.14)给出的分布保持了高斯形式,但它的宽度Δϕ(t)是随时间增加的(式(4.2.19))。
关于用原子高激发态(里德伯态,Rydberg

 

state)波包的讨论,从20世纪80年代后期又

兴旺起来。原因是短脉冲激光器的发展,使在实验上产生波包成为可能。J.Parker和

C.R.Srroud
 

Jr.[4]的计算表明,皮秒(ps)激光短脉冲具有相当宽的频谱,能将原子相干地激

发到相当数量的里德伯态上。脉冲过后形成的波包自由振荡,并发出辐射而衰变。这和经

典轨道上的电子一样。此处波包还会扩展、弥散和恢复,显示出非经典的波动性质。波包的

形成可以用半经典模型描述。令基态和激发态的相互作用绘景振幅为ag(t)和an(t),它们

满足方程

a·g =-
1
2i∑n Ωnan(t)f(t)e

-iΔnt (4.2.20)

a·n =-
1
2iΩnag(t)f(t)e

iΔnt (4.2.21)

此处f(t)是激光脉冲的包络线,脉冲频率中心对g→n 跃迁的失谐为Δn。Ωn 是跃迁的拉

比频率①。将式(4.2.20)和式(4.2.21)对一些例子进行数值积分,用6~10ps(半峰值处全

宽度)脉冲,中心频率激发n=85的里德伯态。令此n 值为n-。计算表明,此脉冲可显著地

激发在n- 附近的5~10个能级。因此在形成波包时计算60≤n≤110的里德伯态是安全

的。在自发衰变计算中考虑从g(基态)一直到n=59作为可能的末态。里德伯电子的波函数

ΨR(r,t)=∑
n
an(t)e

-iωntun(r) (4.2.22)

ωn 是从基态到各态的跃迁频率,un(r)是径向波函数。只用径向波函数叠加形成的波包称

为“径向波包”。它在rmin 到rmax 之间振荡。由于角动量选择定则,激光不能激发足够数量

的角动量态,因此在角度上波包是非定域的。图4.1(a)绘出了波包r2|ψR(r,t)|2 在激光

脉冲后的发展。曲线上的数值代表时间(ps)。波包形成,同时向经典转向点运动并变窄。
用高斯脉冲包络线进行计算,在转向点处波包的不确定性是ΔpΔr=0.53 ,接近最小不确定
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① 体系t=0时位于态i,在t时仍位于态i的概率为P=cos2Ωijt。Ωij 即为跃迁i→j的拉比频率。



波包。由于转向点相当于轨道的远日点,在它附近电子速度最小,故波包变高、变窄。图4.1
(b)绘出了波包返回的情况。当波包趋近核的所在地时,会被库仑势散射。波包的往返周期

正是n-=85态相应的开普顿轨道周期,测得为93.4ps。波包在几个往返之后会弥散,但经

过相当长时间后又会重新恢复。如果增加激光脉冲频率使n- 值增加,同时又不改变Δn 的

数值(这需要较窄的频谱,即更长的脉冲时间),则波包能持续更长时间。

图4.1 径向波包的运动

取自文献[4]

(a)
 

波包向经典转向点运动;
 

(b)
 

波包返回

原子偶极的自发辐射功率为

P(t)=
4e2

3c3
<ΨR|r

‥(t)·r‥(t)|ΨR>

=
4e2

3c3<ΨR
e2r
mr3

·e2r
mr3

ΨR> (4.2.23)

波包ΨR 加速度平方的期待值显然是在近日点附近最大,在远日点附近最小。图4.2给出

421 第4章 量子力学与经典力学的界限,缠绕与退相干



了自发辐射强度,时间间隔为3ns,约为32个周期。开始时辐射强度明显地显示出在近日

点附近的峰值,间隔正好为93.4ps。在2.6ns附近再现了这种规律性,意为波包重新恢复。
在它们之间出现复杂的图样:

 

峰值出现的频率为基本频率的2倍、3倍和4倍。欲求辐射功

率随时间的变化,用式(4.2.21)的积分代入式(4.2.22)和式(4.2.23),得出结果如下:
 

P(t)∝|Φ(t)|2

其中

Φ(t)∝∑
n
e
i(n-n-)ωcltexpi

3
2

ωcl

n-
(n-n-)2t

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 (4.2.24)

图4.2 自发辐射强度

取自文献[4]

图4.3 波包恢复

取自文献[4]

求和只取在n- 附近的少数能级(如上所述6~10个能级)已经足够。式(4.2.24)右侧的第

一个因子是周期性的,第二个指数因子代表能级间距偏离常数的效应。在上面的式(4.2.14)

也曾出现过这个因子,它导致波包弥散。波包弥散后经过较长时间t=
n-

3
2π
ωcl
≡
n-

3T0(T0 为

经典运动周期),第二个因子变为e
iπ(n-n-)2,波包重新恢复,P(t)也恢复原值。恢复周期是

Trev=
n-

3T0 (4.2.25)

在Parker和Stroud计算的例子中,n-=85,Trev=2.636ns。在两次恢复之间还有“分数恢复”,
这将在4.4节讨论。在图4.3中可看出波包的恢复。在式(4.2.24)中没有写出的还有En 随

(n-n-)变化的高次项。相应的恢复时间分别与n-2T0,n-3T0,…成正比。例如t=n-3T0=

57352ns能保证在(n-n-)4 之前的各项都是周期性的。图4.3显示了这一更高阶的恢复。

4.3 氢原子的SO(4)对称性,LRL矢量,开普勒椭圆轨道波包

在组成椭圆轨道波包时,起关键作用的是与椭圆轨道直接有关的守恒量,即LRL矢量。
它在量子力学中的推广成功构造了椭圆轨道波包。

更重要的是,量子力学的LRL矢量还使对氢原子问题的理解更为深入,即它具有SO(4)
动力学对称性。在量子力学中确定一个体系的能谱,通常要解哈密顿量的本征函数和本征

5214.3 氢原子的SO(4)对称性,LRL矢量,开普勒椭圆轨道波包



值问题,但也可以从对称性出发。如果对体系的对称性有充分的了解,就能够求得与对称性

相应的守恒量完备集,则体系的性质,包括其能谱在内,就被完全解出了。称这类体系为“完
全可积的”,氢原子就是这样一个体系。泡利[5]首先发现了氢原子具有比SO(3)(三维旋转

对称)更高的对称性(SO(4)),之后福克[6]也得到了同样结果。量子力学的LRL矢量算符

就是将SO(3)扩充到SO(4)所需的附加生成元①。

4.3.1 经典开普勒运动的LRL矢量

经典开普勒运动是质量为m 的质点在有心势场②

V(r)=-
k
r

(4.3.1)

中的运动。对类氢原子,k=Ze2。运动轨道是圆锥曲线,用极坐标(r,θ)表示,其方程是

1
r =

mk
l2
(1+ecosθ) (4.3.2)

此处l是角动量L=r×p 的大小,e是轨道离心率,它和l以及能量E 的关系是

e= 1+
2El2

mk2  
1/2

(4.3.3)

E 和L 都是运动常数。对E>0的轨道,e>1,是双曲线;
 

对E<0的轨道,e<1,是椭圆。

椭圆轨道的特例e=0是圆轨道,相应的能量为E=-
mk2

2l2
。椭圆轨道的一个重要特性是,

其半长轴a 只取决于能量,证明如下。记长、短径③为r2 和r1,在这两点径向速度为0,方位

角方向速度为l/mr,因此能量守恒关系是

E=-
k
r +

1
2

l2

mr2
(4.3.4)

式中,r取值为r1 或r2。整理为r满足的方程,得

r2+
k
Er-

l2

2mE=0 (4.3.5)

方程的两个根之和应是

r1+r2=-
k
E

它给出

a=
r1+r2
2 =-

k
2E

(4.3.6)

证明了上面的提法。椭圆偏心率e与半长轴a、半短轴b的关系是

e=(a2-b2)1/2/a (4.3.7)
从式(4.3.3)与式(4.3.6)可得

e= 1-
l2

mka  
1/2

(4.3.8)
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①

②

③

用LRL矢量算符和角动量算符还可以构造更广泛的代数结构Yangian,见本书第11章。
关于经典粒子的开普勒运动可参考 H.Goldstein的Classical

 

Mechanics(第2版.Addison-Wesley.1980)。关于

LRL矢量和它的量子力学推广,可参考L.Schiff的Quantum
 

Mechanics(第3版.Magraw-Hill.1968).
从焦点到轨道上最远和最近的距离。



在运动常数E,L 给出后,轨道的形状及轨道平面都已确定,平面与L 垂直。但轨道在平面

上的方位并未确定,实际上还有一个运动常数存在。从运动方程

p
·
=-

k
r3

r (4.3.9)

出发,取它与L 的矢量积,得

p
·
×L=-

k
r3

r×(r×mr·)=mk
r·

r -
r·r
r2  

由于dL
dt=0

,上式左侧可以写作d
dt
(p×L),右侧可改写作mk

d
dt

r
r  。因此有

d
dtp×L-mkr

r  =0 

(4.3.10)

定义

M =
1
mp×L-kr

r
(4.3.11)

前式给出

dM
dt =0 (4.3.12)

即M 是守恒量,被称为“LRL矢量”。一个显然成立的关系是

M·L=0 (4.3.13)
即M 位于轨道平面内。再计算

M·r=
1
mr
·p×L-kr=

1
ml

2-kr

令M 与r的夹角为θ,就有

Mrcosθ=
1
ml

2-kr

或

1
r =

mk
l2
1+

M
kcosθ  (4.3.14)

与式(4.3.2)比较,发现这正是轨道方程,θ正是方位角。故M 的方向是沿长轴的,且有

M =ke (4.3.15)
从式(4.3.9)可直接算得

M2=
2H
mL2+k2 (4.3.16)

此处 H 是哈密顿量:
 

H =
1
2mp2-

k
r

(4.3.17)

4.3.2 量子力学中的LRL矢量,动力学对称与氢原子能级

将LRL矢量(式(4.3.11))推广成为量子力学的算符,会遇到p 与L 的排序问题。泡

利[5]采取对称化的排序,引入了

M =
1
2m
(p×L-L×p)-kr

r
(4.3.18)
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依此定义,仍有

L·M =M·L=0 (4.3.19)
从式(4.3.18)可得

M2=
2H
m
(L2+  2)+k2 (4.3.20)

上式和经典关系式(4.3.16)相比,多了一项 2。
在物理学中,守恒量是与对称性联系在一起的。在讨论与LRL算符有关的守恒量以

前,先要弄清楚算符的代数关系(对易关系)。在开普勒问题中,L2 和Lz 守恒是与三维空间转

动SO(3)相联系的,这属于时空对称性。在推导守恒量 M 时会用到库仑作用(式(4.3.1))。
这是哈密顿量 H 的性质,这种对称性被称为“动力学对称性”。现在有6个算符Lx,Ly,

Lz;
 

Mx,My,Mz。已知对易关系

[Lx,Ly]=i Lz (4.3.21)
和另两个循环排列关系。M 与L 分量的对易关系是

[Mx,Lx]=0 (4.3.22)
[Mx,Ly]=i Mz (4.3.23)
[Mx,Lz]=-i My (4.3.24)

和另外6个循环排列的关系。M 分量间的对易关系比较复杂,涉及 H,它们是

[Mx,My]=-
2i 
m HLz (4.3.25)

和另外两个循环排列的关系。因为 H 出现在代数关系中,6个算符的L 和M 并不封闭。
但如果将 H 局限于一个与本征值E 有关的希尔伯特子空间中,H 就可以被E 代替。进行

重新标度,定义M':
 

M'= -
m
2E  

1
2

M (4.3.26)

就有

[M'x,M'y]=i Lz (4.3.27)
和另两个循环排列关系。因式(4.3.22)、式(4.3.23)和式(4.3.24)对 M 的分量是线性的,
它们对 M'也是成立的。由此可见,局限于一个固定本征值E 并进行重新标度化就得到了

封闭的李代数(Lie
 

algebra)。正因为标度化包括了因子E,由代数关系便能决定能谱。
考虑四维空间旋转群SO(4),其生成元是

Lij =ripj -rjpi, i,j=1,2,3,4 (4.3.28)
共有6个独立的生成元,因为对角元i=j为0,而Lij=-Lji。令

L 为(L23,L31,L12)
 
M'为(L14,L24,L34) (4.3.29)

即可由

[ri,pj]=i δij, i,j=1,2,3,4 (4.3.30)
实现L,M'分量的对易关系。so(4)代数①包含两个su(2)子代数:
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so(4)⊃su(2)􀱇su(2)
定义

I=
1
2
(L+M')

K=
1
2
(L-M')

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(4.3.31)

容易验证任意I的分量与任意K 的分量对易,而I与K 分别组成两个su(2)代数,即有

[Ix,Iy]=i Iz (4.3.32a)
[Kx,Ky]=i Kz (4.3.32b)

以及以上两式的循环排列关系。这两个代数是相互独立的:
 

[I,K]=0 (4.3.33)
此外还有

[I,H]=0, [K,H]=0 (4.3.34)
对易关系式(4.3.32)导致

I2=i(i+1) 2
 
K2=κ(κ+1) 2 

 

i,κ=0,
1
2
,1,…(整数或半整数) (4.3.35)

so(4)是二秩代数,有两个卡西米尔算符(Casimir
 

operator):
 

它们由生成元构成,但和所有

生成元对易,可以选择I2 和K2,也可以选择它们的组合

C=I2+K2=
1
2
(L2+M'2)

C'=I2-K2=L·M'

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (4.3.36)

由于开普勒问题的特殊性,L·M'=0,它相应的so(4)是个特殊的例子I2=K2,即量子数

i=κ。因此

C=2κ(κ+1) 2, κ=0,
1
2
,1,… (4.3.37)

从式(4.3.20)和式(4.3.26)有

C=
1
2 L2-

m
2EM2  =-

mk2

4E -
1
2

 2

和式(4.3.37)相比,解出E,得

E=-
mk2

2 2(2κ+1)2
(4.3.38)

令n=2κ+1,由κ的取值0,
1
2
,1,…(式(4.3.35))得到n 的取值n=1,2,3,…,再代入k=

Ze2,就有

En =-
mZ2e4

2 2n2
(4.3.39)

这正是氢原子的能级。这里没有解薛定谔方程,仅依靠动力学对称的代数性质就得出了能

谱。福克[6]也提出了氢原子的SO(4)对称性,可参考文献[7]和文献[8]。
动力学对称性在分析原子核的集体运动中起了重要作用,这就是“相互作用玻色子模型”。
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4.3.3 开普勒椭圆轨道波包的构成

M.Nauenberg[9]用量子LRL矢量构造了开普勒椭圆轨道的量子力学波包。经典开普

勒轨道位于xy 平面,离心率为e。相应的两个M 分量Mx,My 和Lz 组成与库仑势束缚态

哈密顿量SO(3)对称的生成元①:
 

[Mx,My]=-2iHLz, [Lz,Mx]=iMy, [Lz,My]=-iMx (4.3.40)

此处 H=p
2

2-
1
r

(4.3.41)

我们考虑的实际上是二维氢原子问题②,它的能量本征值是

En =-
m(Ze2)2

2 2n2
, n=

1
2
,3
2
,… (4.3.42)

相应的本征函数是

ψ(ρ,ϕ)∝eilϕρ|l|e-ρ/nF(-nρ,2|l|+1,2ρ/n) (4.3.43)
此处(ρ,ϕ)是极坐标,F 是合流超几何函数,三个量子数中只有两个是独立的:

 

l=0,±1,±2,…
nρ =0,1,2,…

n=nρ +|l|+
1
2=

1
2
,3
2
,5
2
,…

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(4.3.44)

从式(4.3.40)中Mx 和My 的对易关系可以得到相应力学量的不确定关系:
 

ΔMxΔMy ≥
1
2|<-2HLz>| (4.3.45)

以下要证明,构成模拟经典轨道的量子波包的波函数是 H 的本征态并使ΔMxΔMy 涨落最

小,即等式(4.3.45)成立。这些状态满足以下本征方程:
 

(Mx +iδMy)ψ=ηψ (4.3.46)
此处δ是实参数(将和离心率e联系起来),η是非厄密算符Mx+iδMy 的本征值,因此可以

是复数。由于Mx 与My 不对易,ψ 并非它们的同时本征函数。ψ 同时还是H 的本征函数:
 

Hψ=Enψ (4.3.47)
构成波包的基石便从式(4.3.46)和式(4.3.47)的解中选择,它们和椭圆轨道的离心率e有

关。式(4.3.46)给出

<Mx>+iδ<My>=η (4.3.48)
用算符Mx-iδMy 左乘式(4.3.46),得

(M2
x +iδ[Mx,My]+δ2M2

y)Ψ =(M2
x +2δHLz +δ2M2

y)ψ
=η(Mx -iδMy)ψ

此式进一步给出

<M2
x>+2δEn<Lz>+δ2<M2

y>=η(<Mx>-iδ<My>)

=<Mx>2+δ2<My>2

最后一个等式根据式(4.3.48)得到。将右侧两项移往左侧,有
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①

②

在文献[9]中用原子单位Ze2= =m=1,本节(4.3.3节)内容依此。
参阅H.Mavomatis的Exercises

 

in
 

Quantum
 

Mechanics(第2版Kluwer,1992)例8.3。式(4.3.42)中m,Ze, 都
被恢复以便与三维情况比较。



(ΔMx)2+δ2(ΔMy)2+2δEn<Lz>=0 (4.3.49)
记ΔMxΔMy=K,式(4.3.49)能给出K 为极小的条件:

 

(ΔMx)2=δK, (ΔMy)2=
K
δ

(4.3.50)

代回式(4.3.49),得

K =-En<Lz>
因此,最小不确定性可以在以下条件下达到:

 

(ΔMx)2=-Enδ<Lz>

(ΔMy)2=-
En

δ
<Lz>

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (4.3.51)

它说明式(4.3.46)和式(4.3.47)的共同解能达到最小不确定性,即式(4.3.45)的等式成立。
引入升降算符A±:

 

A±=±
1

(-2H)1/2
(δMx +iMy)-(1-δ2)1/2Lz (4.3.52)

参数δ的范围是0≤δ2≤1。考虑A+ψ:
 

A+ψ=
1

(-2H)1/2
(δMx +iMy)-(1-δ2)1/2Lz

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ψ (4.3.53)

左乘以(Mx+iδMy),并将此算符和A+交换,利用对易关系式(4.3.40),得
(Mx +iδMy)A+ψ=A+ (Mx +iδMy)ψ+A+ (-2H)1

/2(1-δ2)1/2ψ
=ηA+ψ+(-2En)1

/2(1-δ2)1/2A+ψ
={η+[-2En(1-δ2)]1/2}A+ψ

这个过程可以对A2
+ψ,A3

+ψ,…重复:
 

(Mx +iδMy)Am
+ψ={η+m[-2En(1-δ2)]1/2}Am

+ψ (4.3.54)
即Am

+ψ 仍是Mx+iδMy 的本征态,相应的本征值为η+m[-2En(1-δ2)]1
/2。类似的推演

证明Am
-ψ 仍是Mx+iδMy 的本征态,相应的本征值为η-m[-2En(1-δ2)]1

/2。LRL矢

量的方向为椭圆轨道长轴,大小是(原子单位)e。因此,如果选择η为实数,从式(4.3.48)就有

<Mx>=η, <My>=0 (4.3.55)
从η=0的解开始,用A+在本征函数上作用m 次就得到

e=<Mx>=m[-2En(1-δ2)]1/2, <My>=0 (4.3.56)
的解。显然,升降算符的作用会导致最高(最低)的e值。考虑H 与Mx+iδMy 的共同本征

态ψδ
n,它满足

A+ψδ
n =

1
(-2H)1/2

(δMx +iMy)-(1-δ2)1/2Lz
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ψδ

n =0 (4.3.57)

从式(4.3.57)可知,ψδ
n 态的有关期望值满足以下关系(先设定<My>=0):

 

δ<Mx>=(-2En)1
/2(1-δ2)1/2<Lz> (4.3.58)

从定义式(4.3.54)可知,ψδ
n 态的<Mx>已达最大可能值,此时式(4.3.56)中的m 已达最大

值,记为ln,即<Mx>=ln[-2En(1-δ2)]1
/2。从式(4.3.58)有<Lz>=lnδ。至此,ψδ

n 的性质

已经完全确定:
 

它是 H 的本征态,本征值是-
1
2n2;

 

它是 Mx+iδMy 的本征态,本征值是
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ln

n
(1-δ2)1/2。此外还有<Mx>=

ln

n
(1-δ2)1/2,<My>=0,<Lz>=lnδ,它也是最小不确定态。

这就是构筑椭圆轨道波包的基石。量子数ln 是和最大离心率联系的,而从索末菲椭圆轨道

理论(Sommerfeld’s
 

elliptical
 

orbis
 

theopy)可知,最大离心率轨道的角动量量子数是

ln =n-1,  (三维氢原子)

ln =n-
1
2
,  (二维氢原子)①

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (4.3.59)

当n 值很大时,e=<Mx>→(1-δ2)1
/2,与ln 无关。这一点对将来叠加不同n 值(不同ln

值)的态得到模拟同一经典轨道(固定e 值)的波包是十分重要的。从ψδ
n 的<Lz>值可得,

δ=
<Lz>
ln

。当n 值很大时,δ→
<Lz>
n =(-2En)1

/2<Lz>,因此有

e=(1-δ2)1/2=(1+2En<Lz>2)1
/2 (4.3.60)

和氢原子经典轨道的离心率,即式(4.3.3)(用原子单位)

e=(1+2El2)
1
2

相比,正好符合。
到此为止,还没有具体解出ψδ

n。将ψδ
n 用氢原子本征函数ψn,l(r)(式(4.3.43))展开:

 

ψδ
n(r)=∑

ln

l= -ln

Cδ
n,lψn,l(r) (4.3.61)

要求ψδ
n 满足

(Mx +iδMy)ψδ
n =

ln

n
(1-δ2)1/2ψδ

n (4.3.62)

即决定了式(4.3.61)的展开系数:
 

Cδ
n,l =

1
2

ln

(2ln)!
(ln +l)! (ln -l)!  

1/2

(1-δ2)
ln/2 1+δ
1-δ  

1/2

(4.3.63)

当ln 很大时,Cδ
n,l 可以用l的高斯分布近似:

 

Cδ
n,l ≈

π
2ln(1-δ2)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1/4

exp -
(l-δln)2

ln(1-δ2)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (4.3.64)

 图4.4 相干能量本征态的空间

概率分布

取自文献[9]

ψδ
n(r)是“相干能量本征态”,能量值为-

1
2n2,n 是

固定值,它是l态的叠加以给出δ参数,它的空间分

布在相 应 离 心 率 的 开 普 勒 轨 道 上 有 显 著 峰 值。
图4.4画出了ψδ

n 的空间概率分布,ln=40,δ=0.8
相应于e=0.6,<Lz>=32。在远日点处的峰也和经

典分布相符,在此处轨道速度最小。这还不是在运

动中的波包,因为它是定态波函数。
要得到定域的波包,取相干能量本征态对n 的

线性叠加:
 

Ψδ(r,t)=∑
n
anψδ

n(r)e
-iEnt (4.3.65)
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① 见式(4.3.44),此处的ln 是式(4.3.44)的nρ+|l|。



对系数an,可以取高斯分布:
 

an =(2πσ2)-1/4e
-(ln-l0)

2/4σ2 (4.3.66)
在图4.5(a),(b)中画出了二维情况的波包运动(数值计算结果):

 

e=0.6,<Lz>=32,δ=0.8,

l0=40,σ2=3.0。图(a)中的t=0,图(b)中的t=0.5T0(T0 为开普勒周期)。从图中看出,
从近日点开始,波包的运动变慢,形状收缩,到远日点处变得更陡。当波包转回近日点时,宽
度比t=0时增加,经过两个周期以后(图4.6),波包已经展宽得“首尾相接”了。量子力学

的干涉效应使波包振幅在轨道上有了非均匀性的变化,出现了波包弥散、分数恢复相间以至

整体恢复等量子力学的固有现象。

图4.5 波包的运动

取自文献[9]

(a)
 

t=0;
 

 (b)
 

t=0.5T0

图4.6 t=2T0 波包变宽

取自文献[9]

4.3.4 量子力学中的卢瑟福原子

所谓卢瑟福原子,是指在当年的卢瑟福原子模型(Rutherford
 

atomic
 

model)中,电子围

绕原子核做开普勒运动,其轨道是非量子化的。那么,有可能构造一个不扩散的量子力学波

包模拟电子在原子中的开普勒运动吗? 答案是:
 

在一个配角的协助下是可能的。这个配角

可以是外场,或是作为第三体的另一个电子。故事要从在太阳-木星体系的稳定拉格朗日点

处围绕太阳运动的特洛伊小行星(Trojan
 

asteroids)说起。拉格朗日点是在一个局限的三体

问题(太阳、一个行星以及一个质量为m 的第三个物体———称为“试验质量”)中的平衡点。行

星围绕太阳(或更准确地说,围绕太阳和行星的质量中心)以角频率ω 转动。在和行星共同
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转动的坐标系中有平衡点,在此处太阳与行星的引力正好和离心力平衡。试验质量位于此

点可以在转动系中静止,或在太阳-行星惯性系中以角频率ω 转动。如果拉格朗日点是稳定

平衡点,试验质量可以在它附近做小振动。在转动系中,行星作用于试验质量的引力是一个

常数矢量,它在惯性系中是绕太阳-行星质心以角频率ω 转动的矢量。I.Bialynicki-Birula,
M.Kalinski和J.H.Eberly[10-11]提出,这样的体系可以通过位于角频率ω 的圆极化电磁场

中的氦原子来实现。在库仑场和圆极化电磁场中有电子的稳定圆轨道存在,但它不是定态。
在原子单位(e=m= =1)中①,体系的哈密顿量是[12]:

 

H =p2

2 -
1
r +εx-ωLz (4.3.67)

此处ε是电场强度,角频率ω 的方向沿z 轴,场的方向沿转动坐标系的x 轴。这个哈密顿

量的本征函数(相应本征值Ej(ε))用氢原子波函数展开如下式:
 

ψε(r,θ,ϕ)=∑
nlm

cnlmRnl(r)Ylm(θ,ϕ) (4.3.68)

定态薛定谔方程给出展开系数所满足的方程:
 

ε∑
n'l'm'

xnlm
n'l'm'cj

n'l'm' = Ej(ε)-En +mω  cj
nlm (4.3.69)

此处用j表示式(4.3.67)的能量本征值,En=-1/2n2 是氢原子的能量本征值,xnlm
n'l'm'是

偶极矩阵元。如在4.2节中讨论的,波包可以用圆里德伯态|n,n-1,n-1>构造。考虑用

k和s表示的多重态|n,n-1-k,n-1-k-s>,此处k≪n,s≪n。偶极矩阵元的形式是已

知的[13],而在条件k≪n,s≪n 时,不同多重态间矩阵元的值远小于相同多重态间的值,相比

之下可以忽略。此外,我们将注意力集中在旋转坐标系中的本征函数,它们在角动量空间局

限于展开式(4.3.68)中以某个值n0 为中心的有限数量的一些态。在上述条件下可以取所

有非零的矩阵元为xnlm
n'l'm'=n0

2/2=r0/2,此处r0 是量子数为n0 的玻尔轨道半径。n 值的

局限可以允许将氢原子能量本征值在n0 附近展开到二阶,即有

En =-
1
2n0

2+ωcδn-
3
2
δn2

r20
(4.3.70)

此处ωc=1/n0
3 是轨道n0 的开普勒频率,δn=n-n0。本征方程式(4.3.69)化简后就是在

傅里叶空间的马蒂尔方程(Mathieu
 

function)。用以eiδnϕ 为基的位形空间方程表示为

3
2
1
r20
∂2

∂ϕ2+εr0cosϕ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 f= Ej(ε)-En0 +(n0-k-s)ω  f (4.3.71)

这是质量为-1/3的量子摆的库仑方程。本征值Ej
ks(ε)对强场和弱场情况都有解析表达

式[12],量子数k和s与角动量有关,j代表量子摆的激发状态。对比不进行细节讨论,只简

单给出结果。在文献[11]中,作者用数值计算证实了里德伯形状不变的波包的存在。图4.7
给出了在惯性系中波包随时间演化的等值图。每个周期取三幅图,分别是第1,2,3,5,7,10
周期。参数如下:

 

ω=209.049GHz, ε=-2243.36V/m, r0=3394.71(玻尔半径)
该图给人以波包形状保持的强烈印象,这是库仑能谱的非线性被压制的结果。文献[12]的
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① 在原子单位体系中,长度单位是玻尔轨道半径a0=
 2

e2me
=5.29×10-11m,能量单位是氢原子结合能

mee
4

2 2
=

13.6eV。其他单位均可由此导出。例如时间单位是光传播玻尔轨道半径长度所需的时间,即1.765×10-19s。



一个很重要的结果是:
 

特洛伊波包可以通过从圆轨道开始将电磁场绝热引入而得到。图4.8
显示了电子概率密度的角度局域化。它在t=0以及在6个、14个、20个和24个周期时的

4幅快照,表明了在场指数增加时角度的局域化增强。初态是n=20的圆轨道。

图4.7 在惯性系中波包随时间的演化

取自文献[11]

图4.8 电子概率密度的角度局域化

取自文献[12]

图4.9 电子经典轨道的数值模拟

取自文献[15]

原子中电子的不扩散的波包也可以不用外场的帮助而

作为特洛伊小行星的模拟而实现[14-15]。在2-电子原子中,
两个电子非对称激发到里德伯态:

 

<r1>≪<r2>,电子1和电

子2分别代表内电子和外电子。在经典绝热模型中,当外

电子旋转一周时,内电子已经旋转了许多周。时间尺度的

差别允许我们在此时应用绝热近似。外电子可以感受到内

电子对于库伦势的展蔽效应,因而Zeff≪1。外电子提供了

旋转电场,可使核心(原子核和内电子)极化,使内电子的椭

圆轨道进动。两个电子的转动方向相反,内电子椭圆轨道

的长轴绝热地跟随外电子,如图4.9所示。2-电子原子的含
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时哈特里方程(Hartree
 

equation)是:
 

Hiψi=i
∂ψi

∂t
, i=1,2 (4.3.72)

此处

Hi=-
ᗁ2

2 -
2

|r|+∫ρj(r,t)
|r-r'|

dr, i≠j (4.3.73)

ρ(r,t)=ρ1(r,t)+ρ2(r,t)=|ψ1(r,t)|2+|ψ2(r,t)|2 (4.3.74)
忽略变换势(福克项)是安全的,两个电子相距很远,因此ψ1(r)ψ2(r)对所有的点r都几乎

为0。这种情况允许我们在 H1 的多极展开中对外电子保留偶极项,对内电子保留单极项。
这样哈特里方程就成为两个独立电子的薛定谔方程:

 

H1=-
ᗁ21

2 -
1

|r1|
+
d(t)·r1
|r1|3

(4.3.75)

H2=-
ᗁ22

2 -
2

|r2|
+

1
|r2-R(t)|

(4.3.76)

此处

R(t)=∫ψ*
1 (r1,t)r1ψ1(r1,t)dr1

d(t)=∫ψ*
2 (r2,t)r2ψ2(r2,t)dr2

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (4.3.77)

对于R 和d 以相同角频率ω 以及同样相位转动,有
R(t)=R(x�cosωt+y�sinωt)
d(t)=d(x�cosωt+y�sinωt) (4.3.78)

将式(4.3.75)和式(4.3.76)中与时间有关的项线性化以后,耦合定态哈特里方程变为

-
ᗁ2

2 -
1

|r|-E1x-ωLz
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ϕ1=ε1ϕ1

-
ᗁ2

2 -
2

|r|+E2x-ωLz
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ϕ2=ε2ϕ2

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(4.3.79)

耦合通过E1 和E2 实现,此处E1=
2d
R3,E2=

1
R2。

我们看到了两个图画的等价性,一个是借助于外场,另一个是借助于第三个粒子。我们在此

不叙述波包的构成过程,只给出结果[15]。两个电子与时间有关的概率密度的频闪快照示于

图4.10。外电子处于特洛伊波包态,n1=60,无量纲参数q=1/R3ω2=0.9562;
 

内电子处

于椭圆轨道,离心率ε=0.25,n2=21。外电子外接正方形占据空间10800×10800(任意单

位),内电子轨道是经过放大的,给出的时间数字以旋转周期为单位。
在实验方面,H.Meada和T.F.Gallagher[16]得到了Li原子里德伯态在微波场中的不

扩散波包。他们还进一步将实验提高到用微波操控波包的水平[17]。此前的讨论强调了波

包形状的保持,实际上波包的轨道是经典的,即轨道是非量子化的。轨道的玻尔半径r0 和

旋转角频率ω 都是非量子化的,即它们能连续变化。在实验[17]中通过在13~19GHz增减

微波频率就能使电子的结合能和轨道大小连续变化。
氢原子的结合能是En=Ry/n2,此处Ry 是里德伯常数。能级间距是ΔE=-2Ry/

n3。设波包包含Δn 个状态。经典的开普勒频率是
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图4.10 两个电子的概率密度随时间的演化

取自文献[15]

fK=
ΔE
h =

2Ry
hn3 =6.6×1015

1
n3Hz

图4.11 微波频率连续调节时电子

轨道的变化

取自文献[17]

n=70,fK=19.2GHz,属于微波范围。在x 轴方向线性

极化的微波场中,最局域化的波包是当电子(和场的频

率同步)运动在一个沿x 轴具有高度离心率的轨道上实

现的,如图4.11所示。Li原子的价电子被激发,再用微

波照射原子。微波频率最初调谐在开普勒频率上,此后

连续调高或调低。微波场先将电子运动锁相,此后在连

续调高或调低频率时增加或减小开普勒频率,同时改变

轨道大小和结合能。当频率增高(降低)时,轨道增大

(减小),结合能减小(增加)。在实验中观察到n 的变

化,并观察到在频率连续调整的过程中,电子运动与微

波场保持锁相。当微波频率从19GHz调到13GHz时,
最初在n=70状态的原子转变为n=79状态。

进行电子轨道的操控过程如下。用激光脉冲将Li
原子价电子激发到65<n<90,微波场最初调整到开普

勒频率。微波频率的连续变化和电子轨道的变化示于

图4.11。n 的变化和锁相的持续可以从分析微波脉冲照射后的终态得到。对原子施加直

流电离场,在1μs时间内从0V/cm增到40V/cm,过程示于图4.12(b)。当电离场将原子一

侧的势垒降得足够低时,电子就可以逸出。高n 态的电子比低n 态的电子逸出得早。场电

离的电子被探测,时间分辨的场电离信号就可以用来推断终态的分布,如图4.13所示。当

n=70的原子被19GHz脉冲照射时(图4.13(a)),它们基本停留在这个状态上。在电离场

达到27V/cm时,这个终态被电离。当微波场变得太强(约4V/cm)时,原子被完全电离。
当n=79的原子被19GHz脉冲照射时(图4.13(b)),原子停留在这个状态上,这是因为微

波频率和n=79态的开普勒频率相差太多,不易将原子状态重新分配。原子在电离场达到

18V/cm时被电离。当n=70的原子被频率连续调低(19~13GHz)的脉冲照射时(微波场

为0.5~1.4V/cm,图4.13(c)),大多数原子从n=70被转移到n=79状态。以上结果演示了
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连续变频的微波场将电子运动锁相,并将电子轨道的开普勒频率从19GHz减到13GHz,将
量子数从70增到79的过程。锁相还可以用动量选择电离进一步证实,利用亚皮秒(sub-
picosecond)半周脉冲(half

 

cycle
 

pulse,HCP),如图4.12所示。电子轨道是沿着x 轴方向

高度离心的,这个方向也是微波的极化轴。HCP给予电子在+x 方向的动量转移Δp。如

果电子沿+x 方向运动,它会得到足够的能量从原子逃逸。如果它沿-x 方向运动,将损失

能量,不发生电离。在微波连续变频过程中,不同时间分几次用 HCP对原子进行照射,以
验证电子动量与微波场同步。具体分析证实了锁相的保持。

图4.12 实验中各种脉冲的时间安排

取自文献[17]

图4.13 照射微波脉冲后的终态分布

取自文献[17]

4.4 波包恢复和分数恢复

Z.D.Gaeta和C.R.Stroud
 

Jr.[18]计算了氢原子圆轨道波包的传播、扩散、分数恢复和恢复
过程,并给出了一个清楚的图像。按L.Brown[3]的做法,把ψn,n-1,n-1(r)对n的高斯分布叠加:

 

Ψ(r,t)=
1

(2πσ2n)1
/4∑

∞

n=1
e

-(n-n-)2/4σ2nψn,n-1,n-1(r)eit/2n
2 (4.4.1)

此处n- 和σn 是高斯分布的平均值和标准偏差,仍用原子单位。为了得到较窄和扩散较慢的波

包,采用了较大的n- 值(计算采用n-=320,σn=2.5)。波包的传播、扩散、恢复和分数恢复都源

于动力学相因子。这在式(4.2.14)和式(4.2.24)也遇到过。将t/2n2 在n- 附近展开:
 

t
2n2=

t
2n-2

1-2
Δn
n-

+3
Δn
n-  

2

-4
Δn
n-  

3

+…  (4.4.2)

此处Δn=n-n-。如只取括号中的线性质,就有(只标出时间变量)

Ψcl(t)=∑
∞

n=1
wnψn,n-1,n-1e

-2πiΔnt/T0 (4.4.3)
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wn 是高斯分布因子,T0 是相当于n- 的轨道经典周期,T0=2πn-3。这是完全周期的“经典”
波函数。波包在0≤t≤T0 的传播情况示于图4.14。由二阶项造成的波包扩展由式(4.4.19)

给出。用式(4.2.25)Trev=
n-

3T0(Trev 是恢复时间)可将式(4.2.19)改写为

[Δϕ(t)]2=[Δϕ(0)]2+
π2

[Δϕ(0)]2
t
Trev  

2

(4.4.4)

当上式右侧等于π2/3(随机变量在图上均匀分布时的方差)时,波包就扩展到整个圆轨道。
对现在的情况,这个弥散时间记为Tsp,且

Tsp=Trev/8.713=12.2T0

图4.15画出了波包扩展到整个圆轨道的情况,从此波包首尾相接,出现了量子力学特征的
干涉现象。波包的恢复已在4.2节讨论过。I.Sh.Averbuch和N.F.Perelman[19]给出了部

分恢复的条件,在任何时间t=
k1
k2

Trev(k1 与k2 互为质数)都可以发生分数恢复。在分数恢

复时波包分裂成K 个几乎相同的小波包:
 

Ψ(t)=∑
K-1

k=0
akΨclt+

kT0

K  (4.4.5)

图4.14 波包在初期演化阶段(t≤T0)
取自文献[18]

图4.15 波包扩展到整个圆轨道

取自文献[18]
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ak 是相因子,ψcl定义见式(4.4.3)。图4.16画出了K=2,3,4,5,6,7的分数恢复和完全恢

复的情况,注明了发生的时间。如果K 值过大,分数恢复将不明显。
在实验方面,J.A.Yeazell和C.R.Stroud,Jr.[20]首先观测到在角度上定域的波包,并

观测到分数恢复。径向波包实验的发现较早。G.Alber,H.Ritsch和P.Zoller[21]用时间延

迟法二光子实验(第一个光子激发原子到里德伯态,第二个光子进行探测)测到径向波包,也
发现了分数恢复现象。

图4.16 波包的分数恢复

取自文献[19]

由里德伯态波函数所构成的开普勒轨道波包显示出许多经典性质,但它本质上是量子

力学的。经典性质在波包弥散前(t<Tsp)及在波包恢复时(t=Trev 及此后的高阶恢复)是
明显的。它表现为一个定域波包沿开普勒轨道传播。弥散和分数恢复是量子行为的体现。
波包恢复所占据的时间之于整个波包的运动时间就像有理数嵌入实数中一样。

在薛定谔提出相干态是经典粒子运动的量子力学对应时,对量子力学的诠释问题还没

有解决。当时物理学家曾寄希望于任何量子体系都能找到与经典轨道的对应。当量子力学

诠释问题解决之后,这方面的努力就中止了。以上轨道波包的讨论有助于阐明经典性质及

其局限。

4.5 态叠加原理与量子退相干

最突出地表明量子物理与经典物理不同的原理是态叠加原理。由于薛定谔方程是线性

的,量子体系的波函数在最一般的初始条件下会演化为哈密顿量本征态的相干叠加。以最

简单的二能级体系为例,在任意时间,波函数可以写作
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ψ=c1ψ1+c2ψ2 (4.5.1)

|c1|2+|c2|2=1 (4.5.2)

对体系的状态进行测量,结果是ψ1(概率|c1|2)或ψ2(概率|c2|2)。状态ψ 用密度矩阵ρ表

示,是

ρ =|ψ><ψ|=|c1|2|ψ1><ψ1|+c1c*
2 |ψ1><ψ2|+c2c*

1 |ψ2><ψ1|+
 |c2|2|ψ2><ψ2| (4.5.3)

测量改变了体系的状态,从状态ψ 变成了混合态,它的密度矩阵是

ρm =|c1|2|ψ1><ψ1|+|c2|2|ψ2><ψ2| (4.5.4)
用矩阵形式表示,则有

ρ =
|c1|2 c1c*

2

c*
1c2 |c2|2  (4.5.5)

ρm =
|c1|2 0

0 |c2|2  (4.5.6)

在测量过程中非对角元消失,这称为“波函数的编缩”。纯态与混合态的区别在于叠加态间

的相对相位(出现于ρ的非对角元)。在电子通过双缝的衍射过程中,双缝后面的波函数由

式(4.5.1)给出,两项的相干给出了干涉条纹。如果在缝后面放置计数器尝试确定电子从哪

个缝通过,则式(4.5.5)的非对角元会和干涉图样一并消失。
在经典物理理论中,体系的演化不会有相干叠加出现。由于某些原因,例如初始条件的

不确定,对体系状态的预言可以有概率的论断。但那是类似式(4.5.6)混合态的预言,而不

可能有两个态的相干叠加,如式(4.5.5)。问题是,如果认为量子力学是普遍的,它对于宏观

体系也应成立,态的叠加也不例外。是什么原因使密度矩阵的非对角元消失呢? 在量子力

学初创时期,这就是“薛定谔的猫”问题。他描述了一个“魔鬼的盒子”,其中有一个放射源,
它在一小时后有50%的概率衰变。如果它衰变,放出的辐射将会启动一个装置放出剧毒物

质,关闭在盒中的猫就一定会中毒而死。放射源的衰变服从量子力学规律,因此一小时后它

的状态是1
2
(|↑>+|↓>),此处|↑>代表未衰变的状态,|↓>代表衰变了的状态。以|

⌒

>和|⌒>

分别代表活猫和死猫。一小时后总体系的状态就是

1
2
(|

⌒

>|↑>+|⌒>|↓>) (4.5.7)

薛定谔巧妙地把量子体系(核)的叠加和宏观的猫的生与死缠绕在一起:
 

猫就成为活猫和死

猫的叠加。式(4.5.7)不仅表明猫的生、死概率各为50%,这对于经典物理领域来说是可以

接受的;
 

同时还显示了活猫和死猫的相干叠加,这是经典物理理论中从未出现的。是什么

机制把这个相干去掉的呢? 从量子力学(可能状态的相干叠加)到经典力学(允许不同的可

能状态,但它们是互相排斥的)的过渡是从量子力学初创时期就不断引起激烈争辩的问题。
玻尔给出第一个解释。他认为应在量子领域和经典领域间划出明显界线。在进行测量

时用的仪器是经典的,因此应使用经典定律。玻尔自己也知道不存在一个很固定的界限,因
为仪器本身也可以作为量子体系,而被另一个经典仪器所测量。这个解释在物理角度不能

令人满意,因为宏观物体的组成部分都是服从量子力学规律的。在适当的条件下,它们的集
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合体所满足的经典规律应该能从其基础———量子力学规律———自然得出。此外也不能把宏

观和经典、微观和量子等同起来。因此问题归结为:
 

量子理论是普遍的,它本身应能解释量

子系统各种可能状态的叠加,如何能在测量过程中实现这些可能状态的其中之一。近年来

各种观点趋于一致:
 

和环境的相互作用导致退相干(decoherence),它使纯态转变为混合态。
根据量子力学观点,一个宏观体系状态一般也是若干宏观状态的线性叠加。由于和环境的

相互作用,部分关于叠加的信息(在密度矩阵非对角元中包含的部分)会泄漏给环境。泄漏

的速率应依赖于体系的大小,或两个粒子间的距离。对于宏观体系,这个速率应该非常大,
以致退相干可以“即刻”完成。在退相干完成后,密度矩阵仅有对角元,即体系处于混合态。
在如何实现退相干方面,还有不同的模型或理论。下面的讨论基于Zurek的研究[22-25]。和玻

尔不同,冯·诺依曼在1932年[26]提出,仪器的行为也遵守量子力学规律,Zurek采纳了这个观

点。考虑体系S,它的希尔伯特空间由正交归一态|↑>和|↓>所张成。也可以采取其他的基:
 

|􀱇>=
1
2
[|↑>+|↓>]

|􀱋>=
1
2
[|↑>-|↓>]

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4.5.8)

或

|→>=
1
2
[|↑>+i|↓>]

|􀲓>=
1
2
[|↑>-i|↓>]

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4.5.9)

如果|↑>和|↓>是σz 的本征矢,则|􀱇>和|􀱋>是σx 的本征矢,|→>和|􀲓>是σy 的本征矢。
探测器的希尔伯特空间由|

⌒

>和|⌒>张成。其可以替代的基有

|+>=
1
2
[|

⌒

>+|⌒>]

|->=
1
2
[|

⌒

>-|⌒>]

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4.5.10)

或

|∧>=
1
2
[|

⌒

>+i|⌒>]

|∨>=
1
2
[|

⌒

>-i|⌒>]

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4.5.11)

体系和探测器本身的哈密顿量在测量过程中不起重要作用①,它们之间由相互作用耦合:
 

HSD=g[|∧><∧|-|∨><∨|]􀱋 [|↑><↑|-|↓><↓|]

≡gH
(4.5.12)

SD意为体系与探测器相互作用,g 是耦合常数。直积号􀱋后面的算符作用于体系的状态,
前面的算符作用于探测器的状态。可以算出
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更现实的情况提供引导,4.6节最后有关于这个问题的讨论。



(HSD)2=g2H2=g2[|∧><∧|+|∨><∨|]􀱋 [|↑><↑|+|↓><↓|]

=g2ID 􀱋IS≡g2I (4.5.13)
此处I是单位算符,计算中利用了基的正交性和完全性。体系和探测器的复合体的演化算

符是(用式(4.5.13))

exp-i
HSD

 t  =exp-ig tH  = cosg
 t  I-ising

 t  H (4.5.14)

根据式(4.5.12),有
H =-i[|

⌒

><⌒|+|⌒><

⌒

|]􀱋 [|↑><↑|-|↓><↓|]
令复合体从t=0开始演化:

 

|Ψ(t=0)>=[a|↑>+b|↓>]􀱋|

⌒

> (4.5.15)
有

|Ψ(t)>=exp-ig tH  |Ψ(0)>=cosg
 t
[a|↑>+b|↓>]􀱋|

⌒

>-

sing
 t
[a|↑>-b|↓>]􀱋|⌒> (4.5.16)

为了看到演化的结果,在上式中代入t=π /4g,得

Ψt=
π 
4g  >=a|↑>􀱋|->+b|↓>􀱋|+> (4.5.17)

体系和探测器间的相互作用所带来的幺正演化导致了它们状态间的关联! 但幺正演化并不

能解决测量问题,因为如果代入两倍的时间,就会有

Ψ t=
π 
2g  >=-

1
2
[a|↑>-b|↓>]􀱋|⌒> (4.5.18)

关联又不见了。如果代入三倍的时间,有

Ψt=
3π 
4g  >=-[a|↑>􀱋|+>+b|↓>􀱋|->] (4.5.19)

关联和式(4.5.17)正好相反! 仔细想一下倒也没有什么奇怪,因为幺正演化算符式(4.5.14)
本来是时间的周期函数。此外还有一个问题,探测器知道它该测什么量吗? 从式(4.5.17)
看,它像是在测量|↑>或|↓>,但可以把式(4.5.17)改写为

Ψt=
π 
4g  >=

1
2
[a|↑>+b|↓>]􀱋|

⌒

>-
1
2
[a|↑>-b|↓>]􀱋|⌒>

(4.5.20)

对a=b=
1
2
,它是

Ψt=
π 
4g  >=

1
2
[|􀱇>􀱋|

⌒

>-|􀱋>􀱋|⌒>] (4.5.21)

探测器和体系的|􀱇>和|􀱋>发生了关联,即探测器测的是|􀱇>和|􀱋>,这说明连如何选

基函数都还不确定,这正是量子关联的特点。为了强调量子关联和经典关联的区别,惠
勒[27]举了一个例子。将一个硬币一劈为二,一个带有正面|h>,一个带有反面|t>。将它们

各装入一个信封,送交距离为任意远的两个观测者。这里,选择观测的对象是肯定的:
 

正面

或反面,而且两个观测的结果是相互关联的。这个经典关联情况可以用混合态的密度矩阵
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表示:
 

ρ=
1
2
[|h1><h1||t2><t2|+|t1><t1||h2><h2|] (4.5.22)

量子关联的选择(测量什么)都是不确定的。作为量子关联的特点,在测量之前不仅两个自

旋状态是未知的(这点和经典关联类似),而且连状态都是未定的(究竟是Sx 的、Sy 的还是

Sz 的本征态)。这正是量子力学的特征。这个状况是EPR佯谬的玻姆版本(本书1.7节)。
冯·诺依曼了解这个问题,因此他引入了非幺正的态矢量(波函数)的编缩。纯态(见式(4.5.17))
的密度矩阵是

ρc =|a|2|↑><↑||-><-|+ab*|↑><↓||-><+|+
a*b|↓><↑||+><-|+|b|2||↓><↓||+><+| (4.5.23)

态矢编缩的结果是非对角元的消失,从而得到混合态的约化密度矩阵ρr:
 

ρc →ρr =|a|2↑><↑||-><-|+|b|2|↓><↓||+><+| (4.5.24)
这样对角元的系数|a|2 和|b|2 可以给以经典解释:

 

它们是出现|↑>与|↓>的概率。放弃

存储在非对角元中的信息,换来的是测量的选择已经确定:
 

是|↑>或|↓>而非|􀱇>或|􀱋>。
如果将对应式(4.5.22)的密度矩阵的非对角元去掉,测量选择的便是|􀱇>和|􀱋>。

冯·诺依曼的“非幺正过程”是外加的,并非量子理论本身的结果。量子退相干的原因

应是宏观体系与环境的相互作用。

4.6 与环境相互作用导致的退相干

宏观量子系统永不能与其环境隔绝。考虑环境E,它也是量子体系,与体系S及探测器

D相互作用。它可以是仪器的一部分,具有许多自由度。它的作用是吸收密度矩阵非对角

元所包含的信息从而导致波函数编缩,继而确定被测量的可观测量(称为“指针可观测量

(pointer
 

observable)”)及其本征态(称“指针基(pointer
 

basis)”)。以下先做一般讨论,然后

讨论具体模型。SDE复合体演化如下:
 

|Φ(t=0)>=|ψ>􀱋|D0>􀱋|E(t=0)> (4.6.1)
这是t=0时的复合体状态。直积号隔开的依次是体系、探测器和环境的状态。由于体系和

探测器相互作用,它们的复合体演化到t1,产生了一定的关联。在此之前,环境的相互作用

尚未启动:
 

|Φ(t=t1)>= ∑
n
cn|n>􀱋|Dn>  􀱋|E(t1)> (4.6.2)

根据4.5节的讨论,此时的指针观测量尚未确定。在上式中花括号内的体系-探测器状态也可

以用其他的基展开。环境与探测器的相互作用从t1 开始投入,到t=t2 的复合体状态演化为

|Φ(t=t2)>=∑
n
cn|n>􀱋|Dn>􀱋|En(t2)> (4.6.3)

环境与体系、探测器建立了关联,也就确定了指针基|n>。这是由ED相互作用选定的。环

境与探测关联的建立是以部分体系-探测器关联的损失为代价的。因此,此时的体系-探测

器复合体已经不能随意建立除|n>与|Dn>以外的其他关联。这是环境的重要作用之一。以

下环境的作用是把体系-探测器状态从纯态转化为混合态,即使非对角元衰减。但在这样做

以前,先要确定把什么基放在对角元上。对环境不做测量,因此在求t>t2 时的约化密度矩
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阵时,要对环境求迹:
 

ρ =trE|Φ(t>t2)><Φ(t>t2)|

=∑
m,n

cnc*
m |Dn><Dm|􀱋|n><m|􀱋trE|En(t)><Em(t)| (4.6.4)

下面将采用简单的可解模型演示在t足够大时,trE|En(t)><Em(t)|=<Em(t)|En(t)>以指

数趋近δnm,即ρ的非对角元指数衰减:
 

指针可观测量的各本征态间的相干随时间衰减,使
系统进入指针可观测量的任何一个本征态而不是它们的叠加,从而完成退相干:

 

ρ≈∑
n

|cn|2|Dn><Dn|􀱋|n><n| (4.6.5)

SD复合体处于混合态。它可以是|n>􀱋|Dn>的任何态
∙∙∙

,几乎等于|cn|2,但不同n 的态是独
∙

立
∙

的,故态叠加消失了。退相干就是这样出现的。
环境含有大量(N)二能级体系。其中第k个占据|

⌒

)k 态或|⌒)k 态,此处圆弧和下标

用于标明环境状态。环境与原子间没有相互作用,也没有自己的哈密顿量。环境与探测器

相互作用的哈密顿量为

HDE=∑
n

HDE
k (4.6.6)

此处

HDE
k =gk[|

⌒

><

⌒

|-|⌒><⌒|]􀱋 [|

⌒

)(

⌒

|-|⌒)(⌒|]k 􀱋∏
j≠k
1j(4.6.7)

从式(4.6.7)可以看到,HDE
k 的本征态是探测器的任何状态|

⌒

>或|⌒>与任意一个环境原

子k的任何状态|

⌒

>k 或|⌒)k 的直积,本征值是±gk。令t=0代表DE相互作用开始起

作用的时间,而此时S与D已经有了关联:
 

|Φ(0)>=[a|↑>􀱋|

⌒

>+b|↓>􀱋|⌒>]∏
N

k=1
􀱋 [αk|

⌒

)k +βk|⌒)k]

(4.6.8)
由于探测器状态和环境原子状态的直积是 HDE 的本征态,在 HDE 作用下,|Φ(0)>演化到时

间t的公式变为

|Φ(t)>=a|↑>􀱋|

⌒

>∏
N

k=1
􀱋 [αke

-igkt/ |

⌒

)k +βke
igkt/ |⌒)k]+

b|↓>􀱋|⌒>∏
N

k=1
􀱋 [αke

igkt/ |

⌒

)k +βke
-igkt/ |⌒)k] (4.6.9)

将环境态缩写为

|E|

⌒

>(t)>≡∏
N

k=1
􀱋 [αke

-igkt/ |

⌒

)k +βke
igkt/ |⌒)k],

|E|⌒>(t)>≡∏
N

k=1
􀱋 [αke

igkt/ |

⌒

)k +βke
-igkt/ |⌒)k]

(4.6.10)

此处E 的下标|

⌒

>和|⌒>为它们和探测器状态的关联(因此用尖括号表示)。式(4.6.9)
变为

|Φ(t)>=a|↑>􀱋|

⌒

>􀱋|E|

⌒

>(t)>+b|↓>􀱋|⌒>􀱋|E|⌒>(t)> 
(4.6.11)

从Φ(0)演化到Φ(t)确立了指针可观测量算符
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Λ� =λ1|

⌒

><

⌒

|+λ2|⌒><⌒| (4.6.12)

λ1 和λ2 为实数。实际上|

⌒

>和|⌒>就是进入 HDE 的探测器状态,即进入 HDE 的状态将成

为指针基。虽然在t=0时,体系-探测器复合体也可以用其他基表示,环境却在各种可能的

基中选中了|

⌒

>和|⌒>。体系-探测器复合体的约化密度矩阵是

ρSD=trE|Φ(t)><Φ(t)|
=|a|2|↑><↑|􀱋|

⌒

><

⌒

|+z(t)ab*|↑><↓|􀱋|

⌒

><⌒|+
 z*(t)a*b|↓><↑|􀱋|⌒><

⌒

|+|b|2|↓><↓|􀱋|⌒><⌒|  (4.6.13)
此处

z(t)=<E|

⌒

>(t)|E|⌒>(t)>=∏
N

k=1

[cos(2gkt/ )-i(|αk|2-|βk|2)sin(2gkt/ )]

(4.6.14)
关联振幅z(t)在退相干过程中起决定性作用,它的性质如下:

 

z(0)=1 (4.6.15)

|z(t)|2 ≤1 (4.6.16)

<z(t)>=lim
T→∞

T-1∫
T

0
z(t)dt=0 (4.6.17)

<|z(t)|2>=2-N∏[1+(|αk|2-|βk|2)2] (4.6.18)

式(4.6.18)表明,除非环境的初始状态与哈密顿量的一个本征态组合(对所有的k,有αk,

βk,其中之一为0,而另一个模为1),否则|z(t)|2 的期望值远小于1。图4.17给出了关联

振幅z(t)作为t的函数,由式(4.6.14)给出,|αk|=|βk|,即z(t)=∏cos2gkt/ 。图4.17(a)

取N=5,图4.17(b)取N=10,图4.17(c)取 N=15。gk 的值从(0,1)随机选出。从结果

可以看到,当N=15时这个数不大,但对退相干的效果已经很显著,且增加 N 的效果是明

显的。在热力学极限N→∞时,HDE 变为不可逆的。它通过建立环境-探测器关联确立了

指针基并编缩态矢。在以上的模型中,体系、探测器、环境都遵守量子力学规律,复合体及各

部分的演化都是由有关的哈密顿量决定的。指针基的出现是动力学演化(关联建立)的结

果,没有外加的非幺正过程。指针态间的相干之所以衰减,是与多自由度的环境相互作用的

结果。关联 振 幅 也 会 像 统 计 力 学 中 的 物 理 量 一 样,有 涨 落 与 庞 加 莱 复 现(Poincaré
 

recurrence
 

theorem)。将模型讨论的机制用于一般量子体系及其关联的衰减、涨落、复现,
在文献[22]和文献[23]中有进一步的讨论。

图4.17 关联振幅随时间的演化

取自文献[22]和文献[23]

(a)
 

N=5;
 

(b)
 

N=10;
 

(c)
 

N=15
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在写出相互作用哈密顿量(式(4.5.12))时,曾提及忽略自哈密顿量的问题。它带来的方便

是:
 

指针态都是定态,因此复合体的演化就可以直接写出(例如式(4.6.9))。这个假设对一些体

系会失效,但宏观体系的开放性(与环境不能隔离)以及环境在宏观水平时使叠加原理失效的作

用仍可作为其指导原则。当每一个指针态都不是定态时,就需要找出它的推广:
 

对丧失纯态而变

成混合态最有“抵抗力”的状态。W.Zurek,S.Habib和J.P.Paz[28]研究了做量子布朗运动

(Brownian
 

motion)的谐振子,定义了线性熵,然后求熵增加最小的条件,结论是这种状态就是

相干态。

4.7 一个退相干的动力学模型

自从20世纪80年代以来,开放体系的量子理论研究显著加强了。很多在实验上可以

研究的体系都属于这个范畴。此类体系许多属于宏观量子体系,对于它们,环境问题是至关

重要的。对环境问题的处理(或模拟)也能直接采用退相干。一个易于处理的环境模型是一

组大量的谐振子,也可以采用与此等价的无质量量子场。前者是 A.Caldeira等人[29]的做

法,是基于费曼等人[30]关于量子体系和耗散体系相互作用的理论。我们将在7.5节详细讨

论这个模型。后者是 W.Zurek和 W.Unruh[31]所用的模型。在这里,我们简单介绍模型的

基本概念而不深入技术细节。记质量为1的谐振子坐标为x(体系),它和在q 方向传播的

无质量标量场φ(q,t)(环境)通过哈密顿量 Hint相互作用:
 

Hint=εx
∂φ
∂t

(4.7.1)

此处ε是耦合常数。令 为拉格朗日密度。从体系的作用量∫ 
 

dtdq出发,可以导出谐振子

与场的运动方程。谐振子的运动方程是

ẍ+
ε2

2x
·+Ω2

0x=-εφ
·
0 (4.7.2)

此处Ω0 是谐振子的角频率,φ0 是自由传播场的解。方程式(4.7.2)可以看作朗之万方程

(Legevin
 

equation)。体 系-环 境 相 互 作 用 的 效 应 是 双 重 的。它 导 致 了 阻 尼 力-ηx·,

η=ε2/2表示黏滞性,也导致了随机的涨落力-εφ0。在通常的朗之万方程中,涨落力是

<φ
·
0(t)φ

·(0)>~δ(t)。在高温近似下仅考虑标量场的热激发,略去与温度无关的力,取

<φ
·
0(t)φ

·
0(0)>≈

kBT
2δ(t) (4.7.3)

粒子的密度矩阵ρ(x,x')在位置表象中按主方程(master
 

equation)演化:
 

dρ
dt=-

i
 
[H,ρ]-γ(x-x')dρdx-

dρ
dx'  -2mγkT 2

(x-x')2ρ (4.7.4)

此处 H 是粒子的哈密顿量,γ 是弛豫率,T 是场φ 的温度。γ 和黏滞系数η有关,而η取决

于粒子和场在Hint中的耦合常数ε,即有

γ=η
2m
, η=

ε2

2
(4.7.5)

式(4.7.4)中的第一项是动力学演化,是薛定谔方程的推论。第二项是环境的耗散效应,第
三项是导致布朗运动的涨落,是导致退相干的根源。Zurek用一个例子对退相干时间尺度

做了一个估计。考虑两个高斯波包的相干叠加:
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χ(x)=χ+ (x)+χ- (x) (4.7.6)
波包宽度为δ,它们的中心相距Δx,Δx≫δ,见图4.18。密度矩阵

ρ(x,x')=χ(x)χ*(x') (4.7.7)
在(x,x')平面上有4个峰(图4.19),两个来自对角元(峰的位置x=x'),两个来自非对角

元(x=-x')。主方程式(4.7.4)的最后一项和(x-x')2 成正比。它对对角元影响不大,
但却是导致非对角元衰减的因子。衰减率可以直接从方程读出:

 

τ-1
D ≈2γ

mkT(Δx)2

 2

退相干时间τD 是

τD ≈τR
 2

2mkT(Δx)2
=τR

λT

Δx  
2

(4.7.8)

注意到λT=
 

2mkT
是热德布罗意波长,τR=

1
γ

是弛豫时间,τD 可以写作

τD=τR
λT

Δx  
2

(4.7.9)

图4.18 两个高斯波包的相干叠加

取自文献[25]

图4.19 波包χ 的密度矩阵

取自文献[25]

(a)
 

当t=0时;
 

(b)
 

部分退相干
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对宏观物体,τD≪τR。例如T=300K,m=1g,Δx=1cm,τD/τR=10-40。宏观上可区别的

位置间的退相干是在近于瞬间发生的。在图4.19(b)中,非对角峰也接近消失,两个对角元

的峰就可以当作经典的位置分布函数了。另一个极端情况是引力波探测器(低温韦伯棒

(Weber
 

bar))m=100kg,T=10-3K,Δx=10-19cm,它的τD/τR 可以达到10-2。退相干被

低温和所需的高精度位置测量大大延缓了。如此庞大的棒必须作为量子谐振子处理①。

4.8 量子动力学的经典极限

量子力学是在希尔伯特空间表述的,而经典力学是在相空间表述的。量子动力学和它

的经典极限间的关系可以通过波函数的维格纳变换[32]表示:
 

W(x,p)=
1
2π ∫

∞

-∞
eipy/ ψ* x+y

2  ψx-y
2  dy (4.8.1)

维格纳分布(Wigner
 

distribution
 

function)W(x,p)是实函数,但可能是负值,因此一般情况

下不能作为分布函数诠释。但如果将W(x,p)对p 积分,则有

∫
∞

-∞
W(x,p)dp=∫

∞

-∞
δ(y)ψ* x+y

2  ψx-y
2  dy=ψ*(x)ψ(x) (4.8.2)

该式正是x 的分布函数。求ψ 的傅里叶变换:
 

ϕ(p)=
1
2π ∫

∞

-∞
e-ipξ/ Ψ(ξ)dξ (4.8.3)

其对p 的分布函数是

ϕ*(p)φ(p)=
1
2π ∫

∞

-∞
eip(η-ξ)/ ψ*(η)ψ(ξ)dξdη (4.8.4)

令

η=x+y
2
, ξ=x-y

2
(4.8.5)

有

φ*(p)φ(p)=
1
2π ∫

∞

-∞
eipy/ ψ* x+y

2  ψx-y
2  dxdy

=∫
∞

-∞
W(x,p)dx (4.8.6)

即W(x,p)对x 积分给出p 的分布函数。
对于最小不确定波包

ψ(x)≈exp -
(x-x0)2

δ2
+i

p0x
 

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (4.8.7)

其维格纳分布函数是

W(x,p)=
1
π exp -

(x-x0)2

δ2
-
(p-p0)2δ2

 2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (4.8.8)

这里x 与p 都是高斯分布,满足最小不确定关系,说明ψ(式(4.8.7))是量子力学波函数(希
尔伯特空间矢量)能给出的经典运动粒子(相空间中一点)的最逼近的模拟。

维格纳分布可以推广到密度矩阵
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W(x,p)=
1
2π ∫

∞

-∞
eipy/ ρ x-y

2
,x+y

2  dy (4.8.9)

对于式(4.7.6)给出的两个高斯波包的相干叠加χ=χ++χ-,它的维格纳分布是

W ≈
W++W-

2 +
1
π exp -p2δ2

 2 -
x2

δ2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 cosΔx p  (4.8.10)

此外,W +和W -是χ+和χ-的维格纳分布。图4.20(a)画出了式(4.8.10)给出的维格纳分

布。除两个对x 和p 变量都是高斯型的分布外,还有由第二项带来的振荡式分布。由于W
的振荡行为,它不能被诠释为相空间的分布。W 的运动方程可以从主方程式(4.7.4)给出:

 

dW
dt = -p

m
∂W
∂x +

∂V
∂x
∂W
∂p  +2γ∂(pW)

∂p +D∂
2W
∂p2

(4.8.11)

此处V 是势能,
D=2mγkT=ηkT (4.8.12)

式(4.8.11)括号中的第一项就是经典的泊松括号(Poisson
 

bracket):
 

[H,W]Poisson=
∂H
∂x
∂W
∂p -

∂H
∂p
∂W
∂x

(4.8.13)

这是因为有

∂H
∂x =

∂V
∂x 

和  ∂H∂p =x·=p
m

对于谐振子,经典动力学在相空间中的刘维尔(Liouville)形式从量子动力学得出。对于一

般体系,式(4.8.11)右侧还应有量级为O( )的量子修正。第二项是阻尼项。第三项是W
在动量空间中的扩散,扩散系数为D(式(4.8.12))。实际上,扩散项的效应是简单的。由

于式(4.8.10)中的振荡项cosΔx p  是∂
2

∂p2的本征函数,扩散项倾向于减少振荡项,其衰减

率为τ-1
D =2mγkT

Δx
   

2

。图4.20(a)中的负值谷将在τD 时间量级被基本填平(图4.20(b))。

这时就可以给W 以概率分布的诠释。分布形成两个在x 和p 都是高斯型分布的波包,相当于

在相空间中的两个点,它们的出现是等概率的。在这个例子中,退相干和阻尼是联系在一起的。

图4.20 阻尼导致退相干

取自文献[25]

(a)
 

相干波包叠加的维格纳分布;
 

(b)
 

分布在动量空间扩散导致去相干
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前面几节从量子力学规律的普遍性出发,讨论了宏观体系在环境的影响下退相干而显

现出经典性质的情况。与此平行的还有另外一个问题,宏观体系是否有可能保持量子力学

的性质呢? 超流与超导的发现给人们以启示,某些宏观的粒子体系也有量子力学性质。环

境的作用仍是重要的,但在一定条件下,相位的相干性仍能保持,这将在第6章中讨论。问

题的两个方面实际上支持一个统一观点:
 

量子力学的规律是普遍的,既适用于微观体系,也
适用于宏观体系。在某些条件下,宏观体系显示量子行为,例如具有约瑟夫森结(Josephson

 

junction)的超导环,或是重以吨计的引力波探测器;
 

而在其他条件下作为量子力学定律的

后果,显示经典行为。
退相干与波包编缩究竟是量子力学的推论,还是需要从量子力学之外给予假设,物理学

家的意见是有分歧的。在20世纪60—70年代,第一种观点属于少数,从20世纪70年代

起,持这种观点的人数持续增加。在这个方向上也有各种不同的、具体的实现方式[33-35]。
这里只介绍了Zurek的观点,他的文章[25]发表后引起了激烈的讨论[36]。

上文讨论的很多模型都是专门设计的,以通过实现一个宏观极限达到理解经典性的量

子原因的目的。其共同的面貌是量子体系在环境的连续监察之下,其他所有的结果则是因

模型与施加条件的不同而异。Anglin,
 

Paz
 

和Zurek
 

指出了这个特征,并且强调了以下

三点:
 

(1)
 

对一个作为两个相隔高斯态相干叠加的线性布朗振子(它们从原点被移动相等且

相反的距离±a),它的相干时间标度为

τ'd=
 2

8Mγa2kBT
此式不是普适的。对低温或非欧姆阻尼环境,退相干速率D(t)一般不是线性的,退相干时

间将是T 和a 的复杂函数。
(2)

 

始态制备。如果在开始时有爆发,其后就会有很快的退相干,这可能源于在始态中

体系和环境很少缠绕。如在上例中,始态不是叠加高斯态,而是体系的基态,然后施加外力

将布朗振子在一定时间内驱动到叠加高斯态,退相干即被抑制,不会发生起始的爆发。
(3)

 

退相干随增加的距离a 而饱和。在以上情况1和情况2中,退相干时间与a2 成反

比。在有的模型中,粒子与线性环境有准定域的非线性相互作用,退相干率就不再无限制地

随a2 增加,而是在一定的时间饱和。

Anglin,Paz和Zurek做出结论,从量子到经典体制的研究应该依据个案具体研究。在

低温和非欧姆阻尼环境下,退相干很复杂,甚至在线性系统中也是如此:
 

噪声可能是有色的

(与频率有关),耗散项具有记忆(非马尔可夫过程),逆反应会有剧烈的效应。一般来说,退
相干依赖于所有这些特征。最后他们建议,在一个很宽的范围调节退相干的实验。这个建

议被Sonnentag和Hasselbach实现。在实验中,从源发射的电子波被带有负电的双棱镜丝

分开并互相远离。静电四极将它们导向相互趋近。在相遇之前,它们在很小的高度z 处通

过一个有电阻的平面,横向相距Δx。感应电荷和电子波束一起运动,导致平面内的电子和

声子气体的扰动,形成电子和平面的缠绕(图4.21的阴影处)。“走哪一条路”的信息随z的

减小而增加,导致干涉图样的可见度减小。干涉图示于图4.22。可以看到横向距离Δx 的

增加导致了退相干的增加和角向相干的减小。
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图4.21 实验示意图

图4.22 电子干涉图

4.9 实验室中实现的“薛定谔的猫”

一个量子力学体系(可以是微观的,也可以是宏观的)处于两个状态的相干叠加状态之

中,而这两个状态必须是在宏观上可以区别的,该体系就是一只“薛定谔的猫”。“宏观上可

区别”的意义需针对具体情况讨论。

4.9.1 单原子级的“薛定谔的猫”

1996年有两份关于在实验室中制备了“薛定谔的猫”的报道。NIST 研究组(D.
Wineland和C.Monroe等人)[37-39]实现的是单原子级的“薛定谔的猫”。在这里,“宏观上可

区别”的意思是一个原子处于在空间上明确分离的两个谐振子相干态的叠加态上。9Be+ 离

子(n=2,有一个电子)经激光冷却被捕陷于离子阱中。离子阱相当于一个三维谐振子势

1
2π
(ωx,ωy,ωz)=(11.2,18.2,29.8)MHz。离子的有关电子能级是2S1/2(F=2,mF=-2)

和2S1/2(F=1,mF=-1),分别用|↓>i及|↑>i表示,i为内部运动,括号中是与超精细结构

有关的量子数。9Be核自旋为3/2,核自旋与电子自旋耦合生成总自旋F=s+I,F=2或1,
mF 是F 的投影。量子化轴由外加磁场B 提供,离子的内部运动(电子能级)和质心运动(在
谐振子场中)通过激光束调控。图4.23(a)给出|↑>i 和|↓>i 间的超精细劈裂是ωHF=
1.250GHz。它们又各有标为0,1,2,…的态。这是质心运动的谐振子量子数。|↑>i 和
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|↓>i通过激光束a 与b实现二光子耦合。a 和b的频差为ωHF,分别能将|↓>i和|↑>i激

发到2P1/2(2,-2)附近的虚能级上,失谐Δ≈-12GHz。这样|↑>i 和|↓>i 通过二光子过

程(以虚能级为中间态)往返跃迁(拉比振荡)。这种耦合称为“二光子拉曼耦合”。离子的内

部(电子)态就是|↑>i和|↓>i的相干叠加,相关实验步骤如下。

图4.23 二光子拉曼耦合产生“薛定谔的猫”
取自文献[37]

(a)
 9Be+离子的电子能级与质心运动能级;

 

(b)
 

激光束的几何及偏振状态和外磁场方向

(1)
 

通过调节激光束a 和b(称为“载带束”)的照射时间控制叠加系数的大小。例如,在
开始时离子处于|↓>i态(图4.24(a)),则用π/2脉冲(时间为1/4

 

拉比周期)可使|↑>i态

和|↓>i态的权重相同。产生的态为(图4.24(b))

Ψ1=
1
2
[|↓>i|0>e-ie-iμ|↑>i|0>e] (4.9.1)

此处|0>e 代表质心运动基态,e是外部运动之意。载带使两个态间产生一定相差。实验中

共使用了三次载带束,相角是相对的。以最后一次载带为标准,设定它的相角为0。此次相

角为-μ,从|↓>i到|↑>i的相因子为-ie-iμ。
(2)

 

为了使叠加(式(4.9.1))成长为两个宏观可区别的态的相干叠加,利用对质心运动

的调控,把它们分开一个宏观的距离。方法是使用“移位”激光束b 和c,它们的频差为

ωx/2π=11.2MHz,正好使两个相邻的x 方向的谐振子态二光子拉曼耦合起来。通过较长

的照射时间,可以使核心运动|0>e 跃迁到相干态:
 

|β>e=e-|β|
2/2∑

n

βn

(n! )1/2
|n>e

此处

β=αeiθ

α和θ 为实数,见图4.24(c)。相干态的平均量子数为<n>=α2,相应的谐振子振幅为

2α
 

2mωx
。通过激光束的偏振a(π),b(σ+/σ-),c(σ-)①,可以使移位束只影响内部态|↑>i,

3514.9 实验室中实现的“薛定谔的猫”

① σ与π分别为平行于和垂直于外磁场(激光束)方向,见图4.23(b)。



因为c的偏振态σ-不能将内部态|↓>i和任何虚2P1/2 态耦合起来。移位束使内部态和外

部态产生缠绕。从ωx 的数值给出x0=7.1nm,这是相干态波包的均方根大小。操作后的

状态为

Ψ2=
1
2
(|↓>i|0>e-ie-iμ|↑>i|αe-iϕ/2>e) (4.9.2)

图4.24 与内部态缠绕的波包演化

取自文献[37]

(a)
 

波包初始位置;
 

(b)
 

第一次载带π/2脉冲,0.5μs;
 

(c)
 

移位,约10μs;
 

(d)
 

第二次载带π脉冲,1.0μs;
 

(e)
 

移位,约10μs;
 

(f)
 

第三次载带π/2脉冲,0.5μs

往X 正向的移位束产生的相干态相位为-ϕ/2。图4.24中的抛物线代表谐振子势能。

(3)
 

为了扩大两个叠加态的距离,先使它们内部态互换:
 

用π脉冲 时间为1
2

拉比周

期 载带束使|↑>i→|↓>i,|↓>i→|↑>i。载带束的相角为ν。|↑>→|↓>跃迁带来的相因

子为-ieiν。操作后的状态为(图4.24(d))

Ψ3=
1
2
(ie-iν|↑>i|0>e+ei

(ν-μ)|↓>i|αe-iϕ/2>e) (4.9.3)

式中弃去了两项共同的负号。
(4)

 

使用移位束两次,将|↑>i,|0>e 移向-x 方向,相位为ϕ/2。|↓>i态不受影响,操
作后的状态为(图4.22(e))

Ψ4=
1
2
(ie-iν|↑>i|αeiϕ

/2>e+ei
(ν-μ)|↓>i|αe-iϕ/2>e) (4.9.4)

此时两态相距达到最大。这时状态和“薛定谔的猫”最相似。离子只有一个,它的状态是两

态的相干叠加。两态的内部状态不同,外部运动是高斯波包,相距一定的距离。对波包大小

而言,这个距离是真正“宏观”的:
 

实验中这个距离最大达到80nm,而单个波包的大小约为

7nm,原子大小是0.1nm。
(5)

 

最后使用载带束π/2脉冲,使|↑>i和|↓>i各一分为二。操作后的状态为(图4.22(f))

Ψ5=
1
2|↓>i(|αe-iϕ/2>e-eiδ|αeiϕ

/2>e)-

i
2|↑>i(|αe-iϕ/2>e+eiδ|αeiδ

/2>e) (4.9.5)

此处载带束的相位为0(标准),上式中弃去了公共相因子ei(ν-μ),δ=μ-2ν+π。Ψ5 可以进

一步改写为
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Ψ5=|↓>i|S->e-i|↑>i|S+>e (4.9.6)
此处

|S±>e=
1
2
(|αe-iϕ/2>e±eiδ|αeiϕ

/2>e) (4.9.7)

对于ϕ=π,δ=0,|S±>称为“偶猫”和“奇猫”。
通过实验可以测量P↓(ϕ),即离子内部状态处于|↓>i的概率。探测的方法是用探测

激光束d 照射离子(图4.23(a)),将2S1/2(2,-2)激发到2P3/2(3,-3)态,然后观测散射荧

光。P↓(ϕ)是外部运动相位ϕ 的函数。与内部运动|↓>i 关联的是|S->e。随ϕ 的不同,

|S->e 的两项所代表的波包距离也不同,当波包距离近时,干涉效应显著。波包的概率分布

是|<x|S->e|2,考虑到随时间的演化,ϕ 是随时间线性变化的(式(4.1.45))。对于δ=0的

情况,当ϕ=±π时,两个波包相距最远;
 

当ϕ=0时,两个波包重合。但由于δ=0,S- 是

“奇猫”,两个波包正好抵消。P↓(ϕ)正是分布函数对x 的积分:
 

P↓(ϕ)=∫
∞

-∞
|<x|S->|2dx

=
1
2
[1-e-α2(1-cosϕ)cos(δ+α2sinϕ)] (4.9.8)

对于足够大的α,P↓(ϕ)在ϕ=0附近显示振荡行为,这是两个波包干涉的表现(用猫的比

喻,这是活猫与死猫的干涉)。对于δ=0,P↓(ϕ)作为ϕ 的函数对不同α 值的情况绘于图

4.25。实验步骤不断重复进行:
 

冷却,制备状态,探测,同时改变着相干态 的相位ϕ。
图4.25(a)~图4.25(d)是实验(点)和理论的比较,图4.25(e)是理论曲线。如果退相干发

生,两个波包没有固定相位关系,则P↓(ϕ)=
1
2
。每个系列的测量都对应一定的δ 值。可

以用挡住移位束的方法(α=0)求得δ,此时P↓(ϕ)=sin2
δ
2

可以直接给出δ。P↓(ϕ)与ϕ

的关系因δ的不同而不同。图4.26给出了α≈1.5时不同δ值对应的P↓(ϕ)。图4.26(a)
的δ=1.03π,接近偶猫,因此在ϕ=0处对应相长干涉。图4.26(b)的δ=0.48。图4.26(c)
的δ=0.06π,接近奇猫,在ϕ=0处是相消干涉。

在实验室实现“薛定谔的猫”并进行退相干研究,除在量子力学基本原理方面有重要意

义外,对有潜在应用可能的量子计算机也是十分重要的。量子计算机在完成计算以前必须

保持相干叠加状态,因此退相干时间成为它至关重要的指标。上文描述的实验还不能对退

相干时间进行测量,NIST研究组[40]在上述实验的基础上进行了退相干速率的研究,如
图4.27所示。在实验中,退相干是由体系(俘获原子)和一个设计好的环境库的耦合诱导

的,而这个耦合是能够控制的。系统是两个相干态的叠加:
 

|ψ>=N(|α1>+|α2>) (4.9.9)
它和环境库的耦合是通过相互作用实现的,相互作用正比于系统振动与环境的涨落幅的乘

积。一个定标律①给出在退相干过程中的剩余相干性C(t):
 

C(t)=e
-|α1-α2|

2
ζt (4.9.10)
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① 参阅D.F.Walls,G.J.Milburn.Quantum
 

Optics.Springer,1994.



图4.25 δ=0时P↓(ϕ)的实验与理论比较

取自文献[37]

 

图4.26 不同δ值时的P↓(ϕ)
取自文献[37]

此处ζ是体系与环境库的耦合,|α1-α2|可以看作两个状态α1 和α2 在“希尔伯特空间中的

距离”,或“叠加的大小”。库中的内容是沿俘获阱轴方向的准随机电场,场的频率在粒子轴

向运动的频率附近振荡。叠加的相干性由单原子干涉仪测量。从离子F=1,mF=1的自

旋初态(记为|↓>)和外部运动的基态出发,用文献[39]描述的实验方法制备猫态。制备之

后就将猫态和库耦合起来。然后将制备过程逆转以获得干扰后的叠加。最后确定结果状态

的相干性。研究[40]得出离子在|↓>态的概率是

P↓ =
1
2 1-e-2|Δα|2σ2cosδ  (4.9.11)

此处σ2∝<V2>,V 是施加的随机电压,δ是最后一个载带束与第一个载带束间的相差。结果

示于图4.27,此处条纹对比度定标在<V2>=0时为1。叠加大小|Δα|与位移束脉冲时间线

性相关。实验数据与理论符合得很好。
一个单原子能看成“猫”吗? 对于此物理学家的意见产生了分歧。Zurek认为应该称它

是“薛定谔的猫”的“仔”。
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图4.27 与环境相库耦合的福克态叠加的退相干

取自文献[40]

4.9.2 薛定谔的位相猫

阿罗什的研究组[41]利用腔量子电动力学方法制备了腔中电磁振荡相干态的叠加①。
图4.28是实验装置示意图。图中C是高品质超导(Nb)腔。Rb原子从炉 O中引出,经过

选定激光束激发之后,从盒B出来的是速度确定的位于“圆里德伯态”n=51,l=50的Rb原

子。控制激光脉冲使原子间隔够大,通过超导腔的是单个原子(间隔1.5ms)。将低Q 腔R1
调到与n=51,l=50(称为“e”)至n=50,l=49(称为“g”)态跃迁频率(ν0=51.099GHz)共

振,并在R1 上加共振π/2脉冲,使原子处于叠加态1
2
(|e>+|g>)。原子进入微波源S激励的

超导腔C,将C的频率调到与ωeg 的失谐为δ,腔中的电磁场是格劳伯相干态|α>②:
 

|α>=e-|α|2/2∑
n

αn

(n! )1/2
|n>

图4.28 阿罗什实验装置示意图

取自文献[41]
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①

②

形成缠绕态的叠加的物理过程将在本书8.2节讨论,见式(7.3.16)。
见本书4.1节的正则相干态,此处n代表光子数。



由于失谐,原子通过腔时不能发生|e>与|g>之间的跃迁,但由于原子与场的相互作用,|e>
与|g>使场发生不同的相移①。因此|e>和|g>的相干产生了场的状态的相干。体系状态为

|ψ1>=
1
2
(|e,αeiϕ>+|g,αe-iϕ>) (4.9.12)

相移ϕ 与失谐δ有关,且与δ成反比。因叠加态由相位ϕ 和两分量的距离D 所表征,此处

D=αeiϕ-αe-iϕ=2αsinϕ,叠加态可以称为“相位移猫”,如果D 能达到O(1)量级。通过调

节失谐可以得到不同的ϕ。R2 是与R1 结构相同的腔,用同样的微波源S'激励(π/2脉冲)。
原子在离开腔C以后通过R2。最后原子通过探测器De 和Dg,它们是场电离探测器,施加

不同的电压。De 的电压低,刚好使|e>态原子电离。Dg 的电压高些,能使|g>态原子电离。调

节微波源S'的频率ν,使它扫过ν0,测量P(1)
g (ν),即原子处于|g>态的概率。在10min内记录

了50000个事件,结果示于图4.29(a)。它表明当C中无场时,P(1)
g (ν)会显示拉姆齐条

纹②,这是因为原子受到相隔T=230μs的两次脉冲(R1 和R2)。因e→g 跃迁可能发生在

R1,也可能发生在R2,两种不同可能的“路径”不可区别,在探测器处复合而发生量子干涉。

图4.29(b)~图4.29(d)在C中有场的存在,|α|= 9.5=3.1,即场平均光子数为9.5,失
谐值分别为δ/2π=712kHz,347kHz和104kHz。两种场的不同相位情况画在右侧插图内,
插图中的直线夹角为ϕ。从图中可以看出除条纹移动外,条纹对比度明显地随ϕ 的增加而

减小。原子离开C时处于式(4.9.12)所示的状态。当ϕ 很小时,测量场的相位所能给出的

图4.29 P(1)
g (ν)表现出拉姆齐条纹

取自文献[41]
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①

②

请参阅本书8.6节。
关于拉姆齐干涉仪,请参阅本书8.6节。



关于原子状态的信息不多,因此两条不同路径的干涉比较明显。当ϕ 增大时,测量场的相

位给出有关原子的信息增加,因此干涉必然减弱。
从图4.26可以看到,场的两种状态(相角ϕ 和-ϕ)越是接近宏观可分辨(|ϕ|较大),相

干越弱,故明确给出了相干的宏观可分辨态。这个实验通过测量原子的状态给出了在一定

距离以外的腔C中场的状态。此外,如果不放置腔R2,则场的状态是式(4.9.12)。测得原

子位于|e>或|g>给出的远处场的状态是ϕ 和-ϕ。但如果放置R2,它会再次混合两个里德

伯态|e>和|g>。调节S'脉冲的相位,可使通过R2 的原子位于(|e>+|g>)/2和(|g>-

|e>)/2,而场的状态不变。原子通过R2 后的体系波函数变为

ψ2=|e>
|αeiϕ>-|αe-iϕ>

2
+|g>|

αeiϕ>+|αe-iϕ>

2
(4.9.13)

此时,测得原子位于|e>或|g>给出的场状态相应地是(|αeiϕ>-|αe-iϕ>)/2和(|αeiϕ>+

|αe-iϕ>)/2。这不仅体现了远距离的量子关联(“非定域性”),而且可将是否放置R2 作为

推迟选择:
 

待原子通过腔后再做选择,结果是不同选择给出了场的不同状态。
这个实验的优越性还在于能对退相干进行研究。第一个原子在腔中产生了两个宏观可

区别的场状态(相角-ϕ 和ϕ)。再发出一个原子通过腔,对场再产生相移,结果是出现了三

种场,相移为-2ϕ,0,+2ϕ。相移为0的这个分量有两种可能。其一是第一个原子以e状

态通过,第二个原子以g 状态通过(记为(e,g)),其二是(g,e)。这两种可能不能区分,因此

在测量联合概率P(2)
ee ,P

(2)
eg ,P

(2)
ge ,P

(2)
gg 时会有干涉。定义“二原子关联信号”η:

 

η=
P(2)

ee

P(2)
ee +P(2)

eg
-

P(2)
ge

P(2)
ge +P(2)

gg

(4.9.14)

如果场处于量子相干(叠加)态1
2
(|αeiϕ>±|αe-iϕ>),则η 是常数。如果场变为非相干的统

计混合,则η为0。图4.30给出了η 和τ/Tr 的关系,τ是两个原子通过腔的时间间隔,Tr

是腔的品质因数Q 所决定的光子平均寿命(实验用的Tr=160μs)。可以看出,当τ/Tr 接

近1时,η已趋于0,即相干已不存在。此外,退相干的时间与ϕ 的大小有关,当ϕ 较大时,
退相干的时间要短得多。

图4.30 二原子关联信号与τ/Tr 关系

取自文献[41]
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关于退相干和实验室中实现“薛定谔的猫”的内容,可以参阅文献[42]。

4.9.3 宏观“薛定谔的猫”

纽约州立大学石溪校区研究组(C.J.Friedman)[43]在实验上验证了SQUID(超导量子

干涉装置)的宏观量子相干现象,直接测量了叠加态的隧穿劈裂。在19世纪50年代,波戈

留波夫引入了超导体中库珀对凝聚的波函数,建立了宏观量子体系的概念。约瑟夫森体系

一直是宏观量子现象的研究对象①。SQUID是一个电感为L 的超导环,环中嵌有一个电容

为C、极限电流为IC 的约瑟夫森隧穿结。在平衡时可以有超导电流I 流经环中,其产生的

磁通量LI通过环中空间。当有外加磁通Φx(与超导电流的磁通方向相反)时,合成磁通量

为Φ=Φx-LI。库珀对的波函数是单值的,因此波函数的相位沿环连续变化(除去在约瑟

夫森结处),当绕行一周回到原处时,相位的变化必须为2π的整数倍(f 倍)。量子数f 定

义为SQUID环的通量态(fluxoid
 

state)。当f=0(或1)时,超导电流抵消(或加强)外加通

量Φx。在实验中,超导电流大于1μA,相当于每秒106 个库珀对的流动,产生的磁矩可达

1010μB。可以认为这个体系是宏观的。SQUID的动力学原理可以用穿过环中空间的磁通

描述②,体系的哈密顿量为

H =
1
2CΦ

·2+V(Φ) (4.9.15)

式(4.9.15)右侧的第一项相当于动能,第二项是势能,

V(Φ)=
(Φx -Φ)2

2L -IC
Φ0

2πcos2π
Φ
Φ0

(4.9.16)

图4.31 SQUID对称双阱

此处Φ0 是磁通量子。对Φx=Φ0/2,势能V(Φ)是对称双

阱,示于图4.31。当Φx 偏离此值时,双阱是不对称的,示
于图4.32(a)。两个通量态f=0和f=1相当于分别位于

左阱和右阱的态。双阱是量子力学中一个有趣的话题。先

考虑双阱中有一个粒子。低能量态|L>和|R>主要分别局

域在左阱和右阱中,能量是简并的。当能级的能量越来越

高时,隧穿阱间势垒的概率已不能忽略,|L>和|R>混合起

来,能量本征态变为1
2
(|L>±|R>),它们的能量差Δ 被称

为“隧穿劈裂”,因为兼并是由于隧穿取消的。对称的叠加是基态。如果最初在左阱制备好

|L>态(由于隧穿不可忽略,它已经不再是本征态了),体系的状态将在|L>与|R>之间周期

性振荡,频率为Γ=Δ/ 。这就是量子相干问题。它对于形成如NH3 这样的分子的化学键

是很重要的③。问题在于,在如SQUID的宏观体系中,叠加态1
2
(|L>±|R>)是否仍然有意
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①

②

③

见本书6.1节~6.3节。
虽然Φ 在一般情况下是宏观的,但显示量子行为。通量正比于超导电流,且与波函数的相位有关。在哈密顿量

式(4.9.15)中,电容能量要小得多,因此Φ 可以在相位-粒子数不确定关系的限制下充分准确地描述,因为粒子数是宏观

量,一定的误差是允许的。
参阅The

 

Feynman
 

Lectures
 

on
 

Physics,卷Ⅲ,8.6节。



义。单粒子的量子相干源于隧穿,但对于永远和环境耦合的宏观体系,问题要复杂得多。在

1983年A.Caldeira等人给出了对这个问题的系统回答①。如果体系和环境耦合很弱,体系

仍能正常隧穿,叠加态就仍是体系的本征态,有隧穿劈裂。它们是宏观猫态。如果耦合是中

等强度,隧穿仍有可能,但体系的隧穿不再是相干的了,即在阱间的跳跃已经不再是周期性

的,而是随机的。这称为“断续跳跃”。“薛定谔的猫”态就没有意义了。在此前,SQUID的

共振隧穿已在实验中被验证[32]。线性叠加的验证在于直接测量隧穿劈裂。为了这个目的,

仔细考虑状态|g>=
1
2
(|0>+|1>)和|e>=

1
2
(|0>-|1>)的能量随式(4.9.16)中的参数变

化。参数包括倾斜度ε和在ε=0时的势垒高度ΔU0(图4.32(a))。在ε增加时,|0>和|1>
的能量分别增加和减小,如图4.32(b)所示。在ε=0(对称阱)时,它们可能会交叉。但交叉

不会发生,因为隧穿撤销了简并。这被称为“反交叉”(anticrossing),或“被避免的交叉”
(avoided

 

crossing)。隧穿劈裂是很小的,因此难以测量。分辨这个劈裂的必要条件是线宽

必须小于Δ。SQUID对噪声和耗散都极为灵敏,二者都会增加线宽。实验的挑战在于体系

和探测仪器的耦合较弱,为了分辨相距甚近的能级需要足够的信号强度以及将系统和外来

噪声屏蔽开来。这些都是过去实验观测SQUID量子相干失败的原因。图4.32(c)是实验

装置示意图。为了屏蔽噪声,将SQUID置于PdAu盒内。外加磁通量Φx,dc,使其通过对约

瑟夫森结的作用控制ΔU0(式4.9.16)。磁通量Φx 控制倾斜度ε。dc
 

SQUID磁强计用以

测量伴随磁通量Φ 的反向数据,这代表SQUID状态的隧穿。在实验中用微波脉冲产生“光
协助隧穿”来测量两个激发态的反交叉。微波产生激发态面临的势垒要低得多,这使隧穿概

率加大,信号增强了很多。

图4.32 SQUID共振隧穿实验

取自文献[43]

(a)
 

SQUID势;
 

(b)
 

能级反交叉;
 

(c)
 

实验安排

体系的最初状态在左阱最低态|i>,势垒很高,隧穿可以忽略。施加微波辐射:
 

当初态

和一个激发态的能量差与微波频率匹配时,体系有相当大的概率被激发,接着就隧穿到右

阱。用数值解法在无阻尼的假设下解以下哈密顿量的能量本征值:
 

H =
1
2Cp

2
Φ +V(Φ,Φx,Φx,dc)
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① 参阅本书6.6节。



(此处pΦ=-i∂/∂Φ,V 是式(4.9.16)的势),就得到SQUID能级。在图4.33中将解出的能

级(ΔU0=9.117K)作为Φx 的函数画出(细实线)。计算的势垒顶用粗实线画出。点画线代

表被微波辐射激发后的|i>态。在给定Φx 值时,这条线与一个激发态相交(用箭头标出),在
此处体系吸收一个光子并隧穿。在垒高ΔU0=8.956K时,不同的Φx 值对应的能级用虚线代

表。不断减小势垒使能级向下移动,定出反交叉。将光子协助隧穿概率作为Φx 函数,画出两

个峰与反交叉的上下两支相对应。两个峰移动越来越近,然后远离,并不相遇。数值计算的能

量值与实验符合得很好。Caldeira等人提出的关于宏观量子相干的理论在17年后被证实。

图4.33 计算出的SQUID能级和光子协助隧穿

取自文献[43]

4.9.4 热辐射发射造成的退相干

量子体系与环境的相互作用把二者缠绕起来,量子体系的相位就被分配到环境的许多

自由度中,使它不再能被观察到。大分子是研究退相干的极好对象,因为它具有许多内在模

式。在激发能量通过辐射释出时,因为辐射显示了“哪一条路径”的信息而引起退相干。C70

分子是很好的例子,它有204个振动模。塞林格领导的维也纳大学研究组[44]控制分子在进

入干涉仪之前的温度,通过观测干涉条纹的对比度来研究物质波的退相干。
一束C70 分子通过聚焦激光束16次完成加热阶段。温度受到检测,发现最热的分子在

进入干涉以前的温度约为3000K。Talbot-
 

Lau干涉仪有三个光栅。第一个光栅的作用是

提供狭缝的周期阵列,第二个光栅是衍射元素,第三个是扫描探测掩膜。通过的分子用激光

束电离,其强度作为在第三光栅处的横向位移的函数被记录下来。条纹可见度V=
Imax-Imin

Imax+Imin

表征分子演化的相干性。V 随加热温度的变化示于图4.34。可见度随加热功率的增加而

减小。原因是光子的发射概率随温度增加而增加。当加热功率为0时,光子的发射概率为

47%;
 

当加热功率为3W时为29%;
 

当加热功率为6W时为7%;
 

当加热功率为10.5W 时
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为0%。绝对计数率先随加热功率P 的增加而上升,然后随加热功率P 的增加而下降,原
因是在加热过程中分子会电离和碎裂。

退相干也与分子速度有关:
 

低速分子的归一化可见度随加热功率的增加而下降得更

快。退相干与加热功率的关系数据与退相干理论符合得很好[45]。

图4.34 不同加热功率下C70 分子干涉图

取自文献[44]

分子速度为190m·s-1

4.10 波函数塌缩和量子芝诺效应

冯·诺依曼引入的在测量过程中波函数塌缩的概念在量子力学的标准诠释中应用得很

成功。这个概念能够在实验中验证吗? 1977年 Misra和Sudarshan[46]提出了一个他们称

为“量子芝诺效应”(quantum
 

Zeno
 

effect)的验证波函数塌缩概念的方法。考虑一下原子,
它由激发态ψ2 跃迁到基态ψ1 的自然寿命为τ。设它在时间t=0时位于激发态。对它进行

多次测量,每次测量使波函数塌缩并重新将时钟调零。如果测量进行得足够频繁,到基态的

跃迁可以无限地被延迟。当t≪τ时,跃迁概率是

P2→1=
1
τ

(4.10.1)

如果在时间t进行测量,则原子仍在激发态的概率是

P2(t)=1-
t
τ

(4.10.2)

如果原子确实在激发态,则波函数塌缩为ψ2。在时间2t进行第二次测量,原子仍处于激发

态的概率是

1-
t
τ  

2

≈1-
2t
τ

(4.10.3)

这个结果和我们没有进行的第一次测量相同,也是可以预料的。
但如果时间t非常小,情况就会完全不同。P2→1 不再与t成正比,而与t2 成正比:
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P2→1 ∝αt2 (4.10.4)
对此作如下解释。在任何标准量子力学教科书中可以在跃迁理论中找到跃迁概率的公式

P2→1∝
sin2(ωt/2)

ω2
,此处ω是跃迁的角频率。作为ω的函数,这个表达式表示一个尖峰图,

高度为t2/4,宽度为4π/t。这个宽度是符合时间与能量间的不确定关系的。对ω 的积分给

出峰下面的面积与t成正比,因而概率P2→1 与t成正比,这就产生了有限的单位时间跃迁概

率和费米的黄金规则。而对于非常小的t,图像就完全不同了,会出现一系列既低又宽的鼓

包。在此情况下就不能只对中央的峰积分,而需要对所有的ω 积分。结果是1
4t

2∫ρ(ω)dω,
P2→1 就和t2 成正比。在这种情况下,原子在两次测量后仍处于激发态的概率为

(1-αt2)2 ≈1-2αt2 (4.10.5)
而如果不进行第一次测量,这个概率是

1-α(2t)2 ≈1-4αt2 (4.10.6)
显然,在属于“与二次方成正比”的短时间所进行的测量减慢了跃迁过程。实际上,在时间0
和T 之间进行等间隔的n(一个大数)次测量,而T/n 在“与二次方成正比”的区域内,原子

仍处于激发态的概率是

1-α T
n  

2

  
n

= 1-αT2

n
1
n  

n  n→ ∞ 
→e-αT2/n (4.10.7)

图4.35 能级示意图

它在n→∞时趋于1,表示一个连续被监测的激发原子根本不会衰

变。对于原子的自发辐射而言,确定它的寿命和测量次数的关系极

其困难,但对受激跃迁却是可以实现的。D.J.Wineland等人[47]实

现了R.J.Cook原先的建议,用单一的俘获离子测量了这个依赖关

系。图4.35给出了能级示意图。能级2与能级1用共振射频微扰

相耦合形成相干叠加态。测量由调谐到能级1~能级3共振的连续

染料激光器进行。原则上只要观察到散射光子就能确认离子处于能级1之上。假设离子在

τ=0时处于能级1之上,且对它施加共振射频的π脉冲(时间间隔T=π/Ω,此处Ω 是拉比

频率)。当没有测量的激光脉冲时,在时间τ=T,离子位于能级2的概率P2(T)是1。设测

量脉冲在时间τ=kT/n=kπ/(nΩ)时使用,此处k=1,2,…,n。用二能级系统的矢量表

示[48],得到P2(T)的表达式[47]

P2(T)≈
1
2 1-exp-

1
2
π2

n  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (4.10.8)

因此在n→∞时,P2(T)趋于0。图4.36与图4.37是[47]用9Be+离子得出的作为测量脉冲数目

n函数1→2和2→1跃迁概率的实验值和计算值。可以看到实验和理论结果符合得很好。

L.E.Ballentine[49]的一段评论显示出量子力学的一个不寻常的情况。对于实验的推

论,大家的看法都是一致的,但对于理论诠释却有着无休止的争论。Ballentine认为波函数

塌缩的概念在他对量子力学的“统计诠释”[50]中不是必需的。他用自己的诠释把观测到的

效应归结于测量脉冲对离子的强扰动。文献[47]的作者在对评论的回答[51]中说,量子力学

有不同的诠释,在当前问题中,用或不用波函数塌缩的概念都能得到同样正确的结果。这样

看来文献[47]虽然没有否定波函数塌缩的概念,但也不能作为它成立的肯定验证。
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图4.36 作为测量脉冲数目函数的

1→2跃迁概率

取自文献[47]

图4.37 作为测量脉冲数目函数的

2→1跃迁概率

取自文献[47]

4.11 压缩算符和压缩相干态

考虑角频率为ω 的量子化单模电场

E(t)=Eε�(aeiωt+a†eiωt) (4.11.1)
消灭算符a 和产生算符a† 满足对易关系

[a,a†]=1 (4.11.2)
通过算符a 和a† 引入厄密算符X1 和X2:

 

X1=
1
2
(a+a†) (4.11.3)

X2=
1
2i
(a-a†) (4.11.4)

与质量为m、角频率为ω的量子力学谐振子问题相比,X1 和X2 正是无量纲的x 和p 算符:

x=
 

mω
a+a†

2
(4.11.5)

p= m  ωa-a†

2i
(4.11.6)

算符X1 和X2 满足对易关系

[X1,X2]=
i
2

(4.11.7)

通过算符X1 和X2,量子化电场可以表示为

E(t)=Eε�(X1cosωt+X2cosωt) (4.11.8)
现在可以将X1 和X2 看作场的两个相位差为π/2的求积振幅(quadrature

 

amplitude)。在

复平面上复振幅X=X1+iX2 表示为一个点。对易关系式(4.11.7)导致不确定性关系
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ΔX1ΔX2 ≥
1
4

(4.11.9)

考虑相干态|a>。在4.1节我们了解到相干态对于力学量x 和p 是最小不确定态。现在直

接验证它对于X1 和X2 是最小不确定态:
 

(ΔX1)2=<a|X2
1|a>-<a|X1|a>2

=
1
4
<a|(a2+aa†+a†a+a†2)|a>-

1
4
[<a|(a+a†)|a>]2

=
1
4

(4.11.10)

此处我们运用了a|a>=a|a>。类似地,有(ΔX2)2=
1
4
,因此得到

ΔX1ΔX2=
1
4

(4.11.11)

图4.38 相干态|a,ξ>的
误差圆

不确定性乘积是最小的,而且两个求积振幅的不确定性是平

衡(相等)的:
 

ΔX1=ΔX2,图4.38在复平面(X1,X2)上给出

了相干态以及两个求积振幅的误差圆。
将复振幅X=X1+iX2 转动角度θ/2来定义一组新的求

积振幅:
 

Y1+iY2=(X1+iX2)e-iθ/2 (4.11.12)
相应地,定义幺正压缩算符

S(ξ)=exp
1
2ξ

*a2-
1
2ξa

†2  (4.11.13)

此处

ξ=reiθ (4.11.14)
为一复数,容易看出

S†(ξ)=S-1(ξ)=S(-ξ) (4.11.15)
从Baker-Campbell-Hausdorff公式

eABe-A =B+[A,B]+
1
2!
[A[A,B]]+… (4.11.16)

可以得到

S†(ξ)aS(ξ)=acoshr-aeiθsinhr (4.11.17)

S†(ξ)a†S(ξ)=a†coshr-a†e-iθsinhr (4.11.18)
压缩相干态|a,ξ>可以通过将压缩算符S(ξ

 

)作用于相干态|a>得到:
 

|a,ξ>=S(ξ)|a> (4.11.19)
我们将看到相干态的两个转动后的求积振幅Y1 和Y2 的方差不相等(一个被压缩一个被延

展)。通过式(4.11.12)、式(4.11.17)和式(4.11.18)可以决定压相干态|a,ξ>对于新的一

组Y1 和Y2 的方差,从式(4.11.12)可以看出

Y1=
ae-iθ/2+a†eiθ/2

2
(4.11.20)

Y2=
ae-iθ/2-a†eiθ/2

2i
(4.11.21)
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因此用式(4.11.17)和式(4.11.18)就得到

S†Y1S=
1
2
(ae-iθ/2coshr-a†eiθ/2sinhr+a†eiθ/2coshr-ae-iθ/2sinhr)

=
1
2
(ae-iθ/2+a†eiθ/2)e-r (4.11.22)

用通过式(4.11.22)得到

(ΔY1)2=<a,ξ|Y2
1|a,ξ>-<a,ξ|Y1|a,ξ>2

=<a|S†Y1SS†Y1S|a>-<a|S†Y1S|a>2

=
1
4e

-2r (4.11.23)

类似地有

(ΔY2)2=
1
4e

2r (4.11.24)

图4.39 压缩相干态|a,ξ>的
误差椭圆

以及

ΔY1ΔY2=
1
4

(4.11.25)

我们看到两个求积振幅的方差不再相等,一个被压缩、另一个

被延展,取决于r的值大于或小于1。不确定乘积的值保持不

变,在复振幅平面上|a,ξ>的误差轮廓变为一个椭圆(图4.39)
它的面积与|a>的误差圆相同。椭圆的主轴沿Y1 和Y2 方向,
从X1 和X2 分别转动θ/2角。

压缩态在最子光学和量子信息学方面有很多应用。
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第5章
路径积分方法,衰变态的瞬子方法

在普林斯顿大学惠勒教授的指导下进行博士学位论文研究时,费曼尝试选用去掉场的

概念而只考虑带电粒子及其推迟相互作用以摆脱量子电动力学中的无限大电子自能困难。
在最初的本意上他没有成功,却创造了与薛定谔、海森堡和狄拉克方法并列的一种表述量子

力学的等价方法———路径积分方法。一个理论的各种等价表述在处理特定问题时是不同

的。基于路径积分的瞬子方法在处理势垒隧穿以及衰变态问题上是十分有效的。第6章中

的宏观量子现象和7.6节的非阿贝尔规范场的Θ 真空都是用这个方法处理的。在非阿贝

尔规范场的量子化问题上,路径积分提供了理想的框架(Faddeev和Popov)。一种处理耗

散系统量子力学的方法也是基于路径积分方法的(6.5节)。本章致力于介绍这种路径积分

方法。

5.1 量子力学中的路径积分方法

路径积分是费曼[1-2]创立的一种量子力学的表述方法。它不以希尔伯特空间的态矢量

和物理量作为算符的概念,而将量子力学基本量的跃迁幅作为“对历史求和”的积分表示,称
为“路径积分”。在路径积分中所有的量都是c数。对一个量子体系的所有物理信息都能从

路径积分中得到。在这个表述方法中,经典力学的作用泛函起着重要作用。路径积分和统

计物理中的配分函数有直接联系,因此这个方法在统计力学中也有许多应用[3]可以直接推

广到量子场论。在规范场的量子化中,路径积分方法的应用使量子化的过程变得直接明确,
有力地推动了理论的发展。路径积分方法已应用到物理学许多分支的研究工作中,有许多

这方面的专著已经出版[4-5]。

令|q>为坐标算符Q� 的本征态(薛定谔绘景),|qt>为海森堡绘景的相应状态,相应地在

时间t与t'间始末态交叠的跃迁幅是

<q't'|qt>=<q'exp -
i
 H
�(t'-t)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 q> (5.1.1)

将时间间隔t'-t分为n 个等分δt=
t'-t
n
,跃迁幅可以写作

<q'exp -
i
 H
�(t'-t)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 q>=∫dq1…dqn-1<q'exp-
i
 H
�δt  qn-1>



<qn-1 exp-
i
 H
�δt  qn-2>…<q1 exp-

i
 H
�δt  q> (5.1.2)

以上插入了n-1个态的完备集:
 

1=∫dq|q><q|。 下面将式(5.1.2)中的一个矩阵元进行

变换:
 

<q2 exp-
i
 H
�δt  q1>=<q2 1-

i
 H
�δt  q1>+O(δt2) (5.1.3)

哈密顿量算符的形式为

H�(P�,Q�)=P�2
2m +V(Q�)

它的矩阵元是

<q2|H�(P�,Q�)|q1>=<q2 P�2
2m q1>+V q2+q1

2  δ(q2-q1)

=∫dp2π<q2|p><p P�2
2m q1>+V q2+q1

2  ∫dp2πeip(q2-q1)
=∫dp2πe

ip(q2-q1) p2

2m +V q2+q1
2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

以上使用了1=∫dp2π|p><p|,|p>的归一化形式是<q|p>=expip q  ,它是算符P� 本征态

的本征值p。V 写成了对称化的形式。矩阵元式(5.1.3)已求值完毕:
 

<q2 exp-
i
 H
�δt  q1>≈∫dp2πexpip (q2-q1)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1-
i
 δt

p2

2m +V q2+q1
2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  

≈∫dp2πexpip (q2-q1)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 exp -
i
 H p,

q2+q1
2  δt􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁     (5.1.4)

在式(5.1.4)的结果中,H 已是常数函数了。跃迁幅式(5.1.2)变为

<q'exp -
i
 H
�(t'-t)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 q>=∫dp1

2π
…dpn

2π∫dq1…dqn-1exp
i
 ∑

n

i=1
δt· 

pi
qi-qi-1

δt  -H pi,
qi+qi-1

2  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁    (5.1.5)

在式(5.1.2)中有n 个因子,故有n 个积分变量p,而在间隔中插入了n-1个完备集,故有

n-1个积分变量q。式(5.1.5)可以在形式上写成(取n→∞)

<q'exp -
i
 H
�(t'-t)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 q>=∫dqdp
2π

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 exp
i
 ∫

t'

t
dt[pq·-H(p,q)]   

(5.1.6)
在式(5.1.5)的积分中,对pi 的部分可以利用高斯积分公式

∫
∞

-∞

dx
2πe

-ax2+bx =
1
4πa
eb
2/4a

求出

∫dpi

2πexp -
i
2m  δtp

2
i +i

pi

 
(qi-qi-1)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

m
2πi δt  

1/2

exp
im(qi-qi-1)2

2 δt
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
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此处将积分公式中的系数作为虚数使用,可以理解为对虚时间作解析延拓。上式的指数因

子和余下的因子重新合并为

i
 δt

m
2

qi-qi-1

δt  
2

-V qi+qi-1

2  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

式(5.1.5)就可以写作

<q'exp -
i
 H
�(t'-t)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 q>

=lim
n→∞

m
2πi δt  

n
2

∫∏
n-1

i
dqiexp

i
 ∑

n

i=1
δt m
2

qi-qi-1

δt  
2

-V(qi)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  

≡N∫[Dq]exp i ∫
t'

t
dτ m
2q
·2-V(q)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  
=N∫[Dq]exp i ∫

t'

t
dτL(qq·)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁
=N∫[Dq]exp i S  (5.1.7)

图5.1 从(q,t)到(q',t')的
不同历史

在式(5.1.7)中,归一化常数 N 和测度[Dq]的乘积的定

义包含在第一个等号右侧的极限中。这实际上是一个无

穷维积分。L(qq
·)是轨道q(t)的拉格朗日量,S 是轨道的

作用量,定义都包含在式中。跃迁幅的诠释是:
 

它是从

(q,t)到(q',t')的不同“历史”(所有可能的轨道)的和

(图5.1)。求和的权重是个相因子,相位是S/h,S 也就

是这个“历史”的作用量。每一个积分变量qi 是在时间ti

的粒子可能坐标,即对应不同历史在ti 时的q 值(图中ti

处的直线与不同轨道的交点)。从式(5.1.7)可以看出,路
径积分的表达方式与经典力学间的对应是明显的。在很

多可能的历史中,有一个历史是特殊的,它就是使作用量

取极值的经典轨道。和经典力学不同的是,其他轨道也可能有自己的权重函数(相因子)共
同参与在求和中。这些都在以下的发展和例子中得到阐明。

求解能量本征函数及本征值问题在路径积分中如何表现呢? 记 H� 的本征态为|n>,对
应的本征值为En,即有

H�|n>=En|n> (5.1.8)
跃迁幅<xftf|xiti>是

<xftf|xiti>=∑
n
exp-i

En

 t  <xf|n><n|xi> (5.1.9)

此处t=tf-ti。当对具体问题求出跃迁幅的路径积分后,通过和式(5.1.9)右侧相比就能得

到En 和ψn=<x|n>。在下面的谐振子举例中,将给出这个计算的概要。如果只求最低态,
则可过渡到虚时间

t≡-iτ (5.1.10)
此时跃迁幅变为
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<xf exp-
H�
 τ  xi>=∑

n
exp-

En

 τ  <xf|n><n|xi> (5.1.11)

计算出路径积分后,可将结果用τ展开,将展开式和式(5.1.11)右侧比较,就能得到低能量

本征值和相应的本征函数。
现在讨论路径积分的计算。考虑质量m=1的粒子,其拉格朗日量是

L=
1
2
dx
dt  

2

-V(x) (5.1.12)

其作用量是

S=∫
tf

ti
L x,dxdt  dt (5.1.13)

在欧氏时空中(x,τ=it),路径积分中的相因子是

exp
i
 S
[x(t)]  =exp-

1
 ∫

τf

τi

1
2
dx
dτ  

2

+V(x)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dτ  ≡exp-
1
 SE  

(5.1.14)
此处欧氏作用量SE 是

SE=∫
τf

τi

1
2x
·2+V(x)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dx (5.1.15)

x· 是dx/dτ的缩写。在以下的讨论中略去下标E。要计算的跃迁幅是

<xf exp-
H�
 τ  xi>=N∫[Dx]e-S/ (5.1.16)

作用量的始末态坐标为

xi=x(τi), xf=x(τf) (5.1.17)
对路径积分式(5.1.16)的主要贡献来自给出最小作用量S0 的轨道,即经典轨道,记为X(τ)。
远离经典轨道的轨道对路径积分贡献很小,可以略去。记其他满足条件式(5.1.17)的可能

的邻近轨道为x(τ),将x(τ)用经典轨道X(τ)和对它的偏离δx(τ)表示:
 

x(τ)=X(τ)+δx(τ) (5.1.18)
将δx(τ)用一正交归一完备集xn(τ)展开,式(5.1.18)可以写作

x(τ)=X(τ)+∑
n
cnxn(τ) (5.1.19)

[Dx]可以写为

[Dx]=∏
n

dcn

2π 
(5.1.20)

数值因子直到归一因子取确定值以前都没有特殊意义。下面要证明的是路径积分式(5.1.16)

和e
-S0/ 成正比,此处S0 就是经典轨道的作用量,称比例因子为“前置因子”(prefactor),由

偏离经典轨道的所有轨道贡献。将任意轨道的作用量泛函S[x(τ)]用经典作用量S0 和各

阶变分表示:
 

S[x(τ)]=∫
τf

τi

1
2
dx
dτ  

2

+V(x)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dτ

=S[X(τ)+δx(τ)]=S[X(τ)]+δS+δ2S+… (5.1.21)

S[X(τ)]就是经典作用量S0。S[x(τ)]-S[X(τ)]取到δx 一阶就是δS,取到二阶量就是
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δ2S 等。考虑到关系:
 

V(x)-V(X)=V'(X)δx+
1
2V″

(X)(δx)2,

dX
dτ +

d
dτδx  

2

-
dX
dτ  

2

=2
dX
dτ
d
dτδx+

d
dτδx  

2

以及上式右侧在积分∫dτ下作分部积分,并用边界条件δx(τf)=δx(τi)=0,有

2dXdτ
d
dτδx→-2

d2X
dτ2
δx,

d
dτδx  

2

→-
d2

dτ2
δx  δx①

最后得

δS=∫
τf

τi
dτ -

d2X
dτ2

+V'(X)􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 δx (5.1.22)

最小作用的要求由δS=0给出

-
d2X
dτ2

+V'(X)=0 (5.1.23)

这就是作用量(式(5.1.21))为极值的欧拉-拉格朗日方程(Euler-Lagrange
 

equation),即经

典轨道满足的方程。由于δS=0,有
S=S0+δ2S (5.1.24)

δ2S=∫
τf

τi
-
1
2
d2

dτ2
δx+

1
2V″

(X)δx􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 δxdτ (5.1.25)

δ2S 是由偏离经典轨道给出的贡献。为了求出δ2S,需要对式(5.1.19)中的xn 给以具体规

定。令它的本征方程为

-
d2

dτ2
+V″(X)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 xn =λnxn (5.1.26)

边界条件为

xn(τi)=xn(τf)=0
正交归一化条件是

∫
τf

τi
xm(τ)xn(τ)dτ=δmn

将δx=∑cnxn 代入式(5.1.25)并用正交归一条件和式(5.1.26),得

δ2S=∫dτ∑m,ncmxm -
1
2
d2

dτ2
+
1
2V″

(X)􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 cnxn

=∑
mn

1
2λncmcnδmn =

1
2∑n c2nλn (5.1.27)

路径积分式(5.1.16)已经算出:
 

<xf exp-
H�
 τ  xi>=N∫[Dx]e-S/ =Ne

-S0/ ∫∏n
dcn

2π 
e-δ2S/ 
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=Ne
-S0/ ∫∏n

dcn

2π 
exp-

1
2 ∑c2nλn  

=N ∏
n
λ

-
1
2

n  e-S0/ (5.1.28)

上面最后一步用了高斯积分公式。由于λn 正是算符-
d2

dτ2
+V″(X)的本征值,因此有

∏
n
λ

-
1
2

n = det(-∂2τ +V″(X))  -1/2 (5.1.29)

式(5.1.28)可改写为

<xf exp-
H�
 τ  xi>=N det(-∂2τ +V″(X))  -1/2e

-S0/ (5.1.30)

这是准到二阶变分的结果。更高阶的结果给出了O( )的修正,即

<xf exp-
H�
 τ  xi>=N det(-∂2τ +V″(X))  -1/2e

-S0/ (1+O( ))

  作为简单的例子,考虑抛物线势(图5.2)。选择边界条件xi=xf=0。因此经典轨道是

图5.2 抛物线势

X(τ)=0,经 典 作 用 量 是 S0=0。记 V″(X(τ))=V″(X=0)为

ω2,有

<xf exp-
H�
 τ  xi>

=N det(-∂2τ +ω2)  -1/2e
-S0/ (1+O( ))

以下将要证明,当τi=-τ0/2,τf=τ0/2以及τ值很大时,有

<0exp-
H�
 τ  0>=N det(-∂2τ +ω2)  -1/2=

ω
 π  

1/2

e
-ωτ0/2 (5.1.31)

将式(5.1.31)和式(5.1.11)右侧相比较,就得到基态|0>的本征值和零点波函数:
 

E0=
1
2

 ω(1+O( )),

<x=0|0>=
ω
 π  

1
2
(1+O( ))

下面根据文献[6]的附录给出式(5.1.31)的证明。考虑微分方程:
 

(-∂2τ +W(τ))ψ=μψ (5.1.32)
此处W(τ)是τ的有界函数,μ 是参数。令ψμ(τ)为式(5.1.32)的解,且满足边界条件①

ψμ(-τ0/2)=0, ∂τψμ(-τ0/2)=1 (5.1.33)

算符(-∂2τ+W(τ))的本征值为λn,它对应的本征函数满足边界条件

ψλn -
τ0
2  =ψλn

τ0
2  =0

可改写式(5.1.29)为
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det(-∂2τ +W(τ))=∏
n
λn (5.1.34)

令W (1)和W (2)为两个不同的τ的函数,并令ψ
(1)
μ 和ψ

(2)
μ 为式(5.1.32)相应的解。

考虑以下表达式:
 

det(-∂2τ +W (1)-μ)
det(-∂2τ +W (2)-μ)

=ψ
(1)
μ (τ0/2)

ψ
(2)
μ (τ0/2)

(5.1.35)

上式等号左侧是复变量μ 的半纯函数①,在每一个μ=λ
(1)
n 处有一个单纯的0,在每一个μ=

λ(2)
n 处有一个单纯的极点,这些λ都是正实数。除在正实轴上以外,函数是到处解析的。在

复平面任何方向(正实轴除外)取极限μ→∞,函数趋于极限1。对于一个在一定区域内的

解析函数,若它的值(沿一个在此区域内的连续曲线上)是一个常数,则它在整个区域内的值

就等于这个常数。因此上式的右侧除在正实轴上以外都等于1。定义N:
 

det(-∂2τ +W)
ψ0(τ0/2)

=π N2 (5.1.36)

因为对于μ=0,上式的左侧(根据式(5.1.35))与W 无关,N 一定是个常数。因此有:
 

N det(-∂2τ +W (1))  -1/2= π ψ0(τ0/2)  -1/2 (5.1.37)
这个关系对于任何有界的函数W(τ)和相应的解Ψμ 在μ=0时都适用。

回到谐振子问题,W=ω2 是常数,满足式(5.1.32)和式(5.1.33)的解ψ0 是

ψ0(τ)=
1
ωsinhωτ+

τ0
2  (5.1.38)

现在ψ0
τ0
2  =1ωsinhωτ0

2
,对于谐振子式(5.1.37)就是

N det(-∂2τ +ω2)  -1/2=
ω
 π  

1/2

e
-ωτ0/2

式(5.1.31)得证。前置因子的另一种算法见附录3。
闵可夫斯基时空(Minkowski

 

space)按照普遍的跃迁幅计算的概要②计算的路径积分是

<xbtb|xata>=∫[Dx]exp i S  ≡exp i S0  Fω(tb -ta) (5.1.39)

式中

S=∫
tb

ta

m
2
(x·2-ω2x2)dt (5.1.40)

经典轨道方程是

ẍ=-ω2x (5.1.41)
满足边界条件的解是

X(t)=
xbsinω(t-ta)+xasinω(tb -t)

sinω(tb -ta)
(5.1.42)

S0 容易求得,但Fω 的计算比较复杂。结果是

<xbtb|xata>=
1

2πi /m
ω

sinω(tb -ta)
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②

当复变函数仅有极点作为奇点时,称为“半纯函数”。
参阅文献[2]§2.4,§9.3。



·exp
i
 

mω
2sinω(tb -ta)

[(x2
b +x2

a)cosω(tb -ta)-2xbxa]      (5.1.43)
路径积分可以用 H� 的本征函数来表示,其本征值为

<xbtb|xata>=∑
n
ψn(xb)ψ*

n (xa)e
-iEn(tb-ta)/ (5.1.44)

将它与式(5.1.43)比较就能得到本征函数和本征值。为此要用梅勒公式(Mehler􀆳s
 

for
 

mula)①:
 

1
1-a2

exp -
1

1-a2
(x2+x'2-2xx'a)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁

=e-x2-x'2∑
∞

n=0

an

2nn!
Hn(x)Hn(x')

此处Hn(x)是埃尔米特多项式。令a=e
-iω(tb-ta),x=

xb

λ
,x'=

xa

λ
,λ=

 
mω

,用梅勒公式

变换式(5.1.43),并和式(5.1.44)比较,得

ψn(x)=Nnλ-1/2e-x2/2λ2Hn(x/λ)

Nn =(2nn! π)-1/2

En = ωn+
1
2  

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5.1.45)

这和解薛定谔方程的结果完全一样。

5.2 瞬子与双阱中能级的相干劈裂

考虑图5.3(a)所示的双势阱。势对坐标x 是对称的,即
V(-x)=V(x) (5.2.1)

图5.3 双势阱及其力学模拟

(a)
 

双势阱;
 

(b)
 

双势阱的力学模拟

抛物线在x=±a 处为0(极小值),并有V″(±a)=ω2。经典轨道的运动方程(欧氏时空)由
式(5.2.1)给出:

 

d2X
dτ2

=V'(X)

将它与闵可夫斯基时空的运动方程(m=1)
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d2x
dt2

=-V'(x)

比较,就可以把X 在虚时间τ 的运动和一个经典粒子在势-V 中的实时间运动相比拟

(图5.2(b))。这样就可以利用经典力学的概念来定性地分析经典轨道。这种方法被称为

“力学模拟”。从双阱势的力学模拟分析,有两种简单的经典轨道:
 

①对所有的τ 值,

X(τ)=-a或X(τ)=a;
 

②X -
τ
2  =-a,X τ

2  =a,τ→∞或X -
τ
2  =a,X τ

2  =-a,
τ→∞。在路径积分中要计算的跃迁幅是

<-a exp-
H�
 τ  -a>=<a exp-

H�
 τ  a> (5.2.2)

和

<a exp-
H�
 τ  -a>=<-a exp-

H�
 τ  a> (5.2.3)

考虑第二类解,由于τ→∞,从力学模拟角度分析,粒子在x=±a 时的速度为0,因此势能

和动能都为0,是零能量解:
 1
2
dx
dτ  

2

-V=0。对于路径积分经典解,这相当于

dX
dτ = 2V (5.2.4)

它的解是

τ=τc+∫
X

0
dx'(2V(x'))-1/2 (5.2.5)

τc 是X=0对应的虚时间,是个任意的积分常数。图5.4给出了式(5.2.5),它称为“以τc
为中心的瞬子”,也称“扭折解”(kink)。瞬子(instanton)在数学结构上与场论中粒子状的

解———“孤子”很类似,所以称为“子”(-on)。由于它在很长的(虚)时间都位于-a 或+a,只
在一瞬间离开±a 从X=0处掠过,故名“瞬子”。这一“瞬”是可以估计的。在r→∞,X≈a

时,V 可以写为1
2ω

2(a-X)2,从式(5.2.4)得
dX
dτ

≈ω(a-X),解为a-X=e-ωτ。因此,只

在1/ω 这一瞬间X 才明显远离a。X(-∞)=a,X(+∞)=-a 的解称为“反瞬子”。从

式(5.2.4)可以得出瞬子(反瞬子)的经典作用量

S0=∫dτ 1
2
dX
dτ  

2

+V􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =∫dτdxdτ  
2

=∫
a

-a
dx 2V (5.2.6)

由于在虚时间(-∞,∞),1/ω 是个可忽略的量(一瞬),瞬子(反瞬子)并不是唯一的近似经

典解。由一系列瞬子-反瞬子连接而成的也是近似经典解。图5.5给出了这个系列,τ1,
τ2,…为各个瞬子(反瞬子)的中心。在图上1/ω 取为0。对n 个瞬子-反瞬子系列的经典作

用量是nS0,因为根据式(5.2.6),瞬子的作用主要来自X≈0的那一瞬。路径积分前置因

子[det(-∂2τ+V″(X))]-1
/2 的计算涉及问题较多。如果没有τ1,τ2,…这些瞬间,粒子就会

位于+a 或-a,在那里V″=ω2,因此结果和谐振子(式(5.1.31))一样,即 ω
π   

1/2

e
-ωτ0/2。

令单瞬子对前置因子的修正为因子K(下面计算),则n 个瞬子-反瞬子的前置因子应该是

ω
π   

1/2

e
-ωτ0/2Kn (5.2.7)
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图5.4 瞬子解 图5.5 瞬子-反瞬子系列

由于τ1,τ2,…的位置是任意的,对所有的经典轨道求和也涉及对这些位置的积分。由

于被积分函数与τ1,…,τ2 的位置无关,因此有

∫
τ0/2

-τ0/2
dτ1∫

τ1

-τ0/2
dτ2…∫

τn-1

-τ0/2
dτn =

τn
0

n!
(5.2.8)

还有一个细节是,如果 X -
τ0
2  =X

τ0
2  ,则应取偶数的瞬子-反瞬子;

 

如果 X -
τ0
2  =

-X
τ0
2  ,则应取奇数个瞬子-反瞬子。例如

<-a exp-
H�
 τ0  a>=

ω
π   

1/2

e
-ωτ0/2∑

n(odd)

Kne
-nS0/ τn

0

n!

=
ω
π   

1/2

e
-ωτ0/2 1

2
[exp(Ke

-S0/ τ0)-

exp(-Ke
-S0/ τ0)] (5.2.9)

<-a exp-
H�
 τ0  -a>=

ω
π   

1/2

e
-ωτ0/2∑

n(even)

Kne
-nS0/ τ0
n!

=
ω
π   

1/2

e
-ωτ0/2 1

2
[exp(Ke

-S0/ τ0)+

exp(-Ke
-S0/ τ0)] (5.2.10)

和式(5.1.11)相比,H� 的本征值是

E±=
1
2

 ω±  Ke
-S0/ (5.2.11)

相应的本征态|+>和|->(激发态和基态)与|a>和|-a>的内积为

|<+|±a>|2=|<-|±a>|2=<a|-><-|-a>=-<a|+><+|-a>

=
1
2

ω
π   

1
2

(5.2.12)

基态|->是|a>与|-a>的偶组合,激发态是它们的奇组合。以上的结果可以从

<+ exp-
H�
 τ0  +>=exp-

E+

 τ0  =e-ω0τ0/2exp(-Ke
-S0/ τ0) (5.2.13)
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<- exp-
H�
 τ0  ->=exp-

E-

 τ0  =e-ω0τ0/2exp(Ke
-S0/ τ0) (5.2.14)

两个要求得到。
上面实现的实际是二能级体系的相干劈裂。如果双阱中间的峰是无限高的,则两个阱

中的基态是分别简并的。但峰是有限的,左右阱中的基态能通过隧穿而混合,因而|+>与

|->就有能量差2 Ke
-S0/ 。隧穿因子e

-S0/ 的出现是自然的。由于本征态是左右两阱基

态的相干叠加,那么称这个劈裂为“相干劈裂”。
以下计算单个瞬子的前置因子K。令X(τ,τc)代表中心在τc 的瞬子解。将τc 移动小

量δτc 后的解与原解之差为

X(τ,τc)-X(τ,τc+δτc)=-
∂
∂τc

X(τ,τc)δτc=
∂
∂τX

(τ,τc)δτc

上式最后一步是因为移动τc 和反方向移动τ的原点等价。由于移动解并不变更作用量,可
以从式(5.1.25)得到

-
d2

dτ2
+V″(X)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 δX =0

即

-
d2

dτ2
+V″(X)􀭠

􀭡
􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ∂

∂τX
(τ,τc)=0 (5.2.15)

从此得到结论,∂X
∂τ

是算符 -
d2

dτ2
+V″(X)􀭠

􀭡
􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 的本征函数,相应的本征值为0,称为“零模解”。

记x0 为归一的零模解①:
 

x0=CdXdτ
其归一条件是

1=C2∫dτdXdτ  
2

=C2S0 (5.2.16)

式(5.2.16)最后一步的根据是式(5.2.6)。因此有

x0=(S0)-1
/2dX
dτ

(5.2.17)

在将任意解x(τ)在X(τ)附近展开,有

x(τ)=X(τ)+c0x0+∑
n=1

cnxn (5.2.18)

对c0 积分,会给出λ-1/2
0 ,而λ0=0。不过实际上对c0 的积分等价于对τc 的积分,而对τc 的

积分已经在上文对瞬子中心位置的积分式(5.2.8)做过了。现在只需找出等价的比例因子

即可。当变化为dτc 时,x(τ)的变化是

dx(τ)=-
dX
dτdτc=-S1/2

0 x0dτc

而变化c0 带来的是
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① 以下不涉及τc的变化,X 只是τ的函数。在讨论零模解时就用
dX
dτ
。



dx(τ)=x0dc0
二者相比给出

1
2π 

dc0=
S0

2π dτc
(5.2.19)

这样,单子瞬子对路径积分的贡献已全部算出:
 

<a exp-
H�
 τ0  -a>

1
=Nτ0

S0

2π   
1
2

e
-S0/ det' -

∂2

∂τ2
+V″(X)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 -

1
2

 

(5.2.20)

det上的撇号“'”代表不包括零本征值,而对
dc0
2π 

的积分已被τ0
S0

2π   
1
2
取代了。将

式(5.2.9)中一个瞬子的贡献抽出:
 

<a exp-
H�
 τ0  -a>

1
=

ω
π   

1
2

e
-ωτ0/2Ke

-S0/ τ0

并考虑谐振子的前置因子(式(5.1.35)):
 

Ndet-
∂2

∂τ2
+ω2􀭠

􀭡
􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 -1/2

=
ω
π   

1
2

e
-ωτ0/2

就得出

K =
S0

2π   
1
2

det-
∂2

∂τ2
+ω2  

det' -
∂2

∂τ2
+V″(X)  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

1
2

(5.2.21)

从量子力学的通常表述(用 WKB法解薛定谔方程)得出的结果与以上K 的计算是符合的,
可参阅文献[6]附录B。但瞬子方法比 WKB法更严密,可以计算更高阶的近似。

上文提到,路径积分的计算(指数上的经典作用量,二级变分给出的前置因子)相当于半

经典近似。式(5.2.11)中对能量1
2

 ω 的修正 Ke
-S0/ 包含一个指数因子。半经典近似的

结果只在O( )情况才有意义。当S0≫ 时,修正项会比O( 2)还小。保留它是否有意义

呢? 作为修正项,它没有意义,但作为|+>和|->的劈裂,它是带头项,因此是有意义的。
更多内容可参阅文献[6]。

5.3 密度矩阵与路径积分

考虑量子算符K�,它的分立本征态{|kn>}组成了正交归一完备集。一个量子体系的波

函数|ψ>可以展开成这个集合的线性叠加:
 

|ψ>=∑cn|kn> (5.3.1)

展开系数cn 满足条件∑|cn|2=1。|cn|2 是状态|ψ>位于本征态|kn>的概率。叠加

式(5.3.1)包含的信息比以上陈述更多,因为复系数{cn}包含了相干叠加中各项之间的相对

相位。这样的态|ψ>是纯态。如果我们只知道量子体系的状态处于本征态|kn>的概率,即
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{wn=|cn|2},则此处的wn(≤1)是实数,并有∑
n
wn =1。 当不为0的wn 大于1时,状态

就是统计混合态。密度矩阵

ρ=∑wn|kn><kn| (5.3.2)

就是描述统计混合态的有效方法。ρ 可以看作一个对角矩阵,矩阵元为ρnm=wnδnm
①。

 

在条

件∑wn =1下,有

trρ=1 (5.3.3)
密度矩阵是厄密的:

 

ρ†=ρ (5.3.4)
我们来计算ρ2:

 

ρ2=∑
m,n

wnwm|kn><kn|km><km| (5.3.5)

=∑
n
w2

n|kn><kn|

这里用了本征态的正交性:
 

<kn|km>=δmn。一般情况下,∑wn =1意味着w2
n<wn,除非

只有一个系数wl=1而其他系数都为0。一般情况下,有

trρ2 <trρ (5.3.6a)
而在特殊情况下

ρ2=ρ (5.3.6b)
这个特殊情况是ρ=|kl><kl|,它相当于|ψ>=|kl>,是一个纯态。在此情况下,

ρ=|ψ><ψ| (5.3.7)
因此式(5.3.6a)是统计混合态的条件,而式(5.3.6b)是纯态的条件。密度矩阵是描述量子

体系的灵活方法,不论它处于纯态还是统计混合态。如果式(5.3.7)中的态|ψ>是以叠加态

式(5.3.1)表述的,就有

ρ=∑
m,n

cmc*
n |km><kn| (5.3.8)

这里密度矩阵有非对角元,因为式(5.3.1)代表了表示的变换。式(5.3.7)的形式是对角矩

阵,wψ=1,而所有其他的系数都为0:
 

wφ=0,此处φ 是和ψ 正交的态。为了辨别一个密度

矩阵代表的是纯态还是统计混合态,必须先把矩阵对角化,然后统计一下有多少非0的矩阵

元。如果非0矩阵元的数目为1,则代表纯态。如果非0矩阵元的数目大于1,则代表混

合态。
在x 表示中,有

ρ(x'x)≡ <x'|ρ|x>=∑
k
wk<x'|k><k|x>=∑

k
wkψk(x')ψ*

k (x) (5.3.9)

在以ρ 代表的状态中,任意可观测量A� 的期望值是

<A�>=∑
k
wk<k|A�|k>=∫dxdx'wk<k|x><x'|A|x><x'|k>

=∫dxdx'<x|ρ|x'><x'|A|x>=∫dxdx'ρ(x,x')A(x',x)=trρA   (5.3.10)
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① 在选定的表示中ρ是对角的。变换表示可以使它变为非对角的。



在统计力学中,考虑体系处于温度T 的环境中。取本征态集|φi>,它们满足

H�|φi>=Ei|φi> (5.3.11)
则体系处于|φi>的概率是

wi=
1
Qe

-βEi (5.3.12)

此处

β=
1
kT

(5.3.13)

Q=∑
i
e

-βEi (5.3.14)

Q 是统计配分函数。密度矩阵可以写作

ρ=
1
Q∑i e

-βEi|φi><φi|=
1
Qe

-βH� (5.3.15)

最后一步是将e
-βEi|φi>换成e-βH�|φi>,再用完备条件∑

i
|φi><φi|=1得到的。有时为了

简便,使用非归一的密度矩阵

ρ(β)=e-βH� (5.3.16)
此时,在求期待值等问题时需要小心。ρ(β)满足的方程是

-
∂ρ
∂β

=H�ρ (5.3.17)

ρ(0)=1 (5.3.18)
在x 表示中,有

ρ(x,x';
 

β)=<x|e-βH�|x'> (5.3.19)

-
∂
∂β

ρ(x,x';
 

β)=H�xρ(x,x';
 

β) (5.3.20)

ρ(x,x';
 

0)=δ(x-x') (5.3.21)

将式(5.3.19)与欧氏时空路径积分<x exp -
H�
 τ  x'>比较,发现它们竟如此相似:

 

只要

设定

τ= β=
 

kT
(5.3.22)

统计力学中的密度矩阵就可以用路径积分表示:
 

ρ(x,x';
 

β)=N∫[Dx(u)]exp -
1
 ∫

U

0

1
2mx·2(u)+V[x(u)]  du􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  (5.3.23)

此处U= β。体系所有的平衡态性质都能从密度矩阵得到。
为了印证用闵可夫斯基时空计算的式(5.1.43),这里用欧氏时空计算谐振子的密度矩

阵,利用路径积分的一个重要性质。经典轨道的运动方程是

X‥ -ω2X =0, X(0)=x, X(U)=x' (5.3.24)
其解是
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X =
(x'-xe-ωU)eωu +(xeωU -x')e-ωu

2sinhωU
(5.3.25)

经典作用可以直接计算:
 

S0=
mω

2sinhωU
[(x'2+x2)coshωU-2xx'] (5.3.26)

将满足边界条件的任意轨道x 用X 表示:
 

x(u)=X(u)+y(u), y(0)=y(U)=0 (5.3.27)
其二阶变分是

δ2S=
m
2∫

U

0
(y·2+ω2y2)du (5.3.28)

前置因子和路径积分分别是

F(U)≡∫[Dy]exp -
1
 ∫

U

0

m
2y
·2+

mω2

2 y2  du􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (5.3.29)

ρ(x,x';
 

U)=e
-S0/ F(U) (5.3.30)

利用路径积分的基本性质:
 

ρ(x,x';
 

U1+U2)=∫ρ(x,x″;
 

U2)ρ(x″,x;
 

U1)dx″ (5.3.31)

它的意义是把“历史”分两步走:
 

有一个中间阶段x″,两步分别用了虚时间U1 和U2。对“历
史”求和,中间值x″是任意的,应该积分。用式(5.3.31)便可以解出前置因子F(U)。将

式(5.3.30)代入式(5.3.31):
 

F(U1+U2)exp -
S0(x,x';

 

U1+U2)
 

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=∫exp-
1
 
[S0(x,x″;

 

U2)+S0(x″,x';
 

U1)]  F(U1)F(U2)dx″

将式(5.3.26)代入,对x″积分,得到F(U)满足的方程:
 

F(U1+U2)
2 πsinhω(U1+U2)

mω
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

=F(U1)
2 πsinhωU1

mω
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

F(U2)
2 πsinhωU2

mω
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

(5.3.32)

因此解是

2 πsinhU
mω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1
2

F(U)=eαU

或

F(U)=
mω

2 πsinhU
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1
2

eαU (5.3.33)

α可以从归一化决定。结果和式(5.1.43)相同。这里用了式(5.3.31)而没有直接对式(5.3.29)
求积分,是个巧妙的办法[3]。

在文献[3]中讨论了耦合体系的密度矩阵,给出了计算步骤和最终结果。下面补充中间
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计算①。
考虑一个与宏观量子隧穿有关的问题。这是一个耦合的体系,一个体系质量为 M,坐

标是q,在势V(q)中运动;
 

另一个是谐振子,质量为m,频率为ω,坐标为x;
 

二者之间有耦

合-γxq。其哈密顿量为

H =
mx·2

2 +
mω2

2 x2+
Mq·2

2 +V(q)-γxq (5.3.34)

密度矩阵为

ρ(x,x';
 

U)=N∫[Dq][Dx]exp -
1
 ∫

U

0

mx·2

2 +
mω2

2 x2-γqx  du􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ×

exp -
1
 ∫

U

0

Mq·2

2 +V(q)  du􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (5.3.35)

边界条件为

x(0)=x, x(U)=x'
一般情况下,路径积分不能积出。但可以试图将x 的泛函由积分积出,得到体系q 的有效

作用量。将符号稍作改变,对以下路径积分求值:
 

F[f;
 

x,x']=∫[Dx]exp -
1
 ∫

U

0

m
2x
·2+

m
2ω

2x2+if(u)x  du􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

x(0)=x, x(U)=x' (5.3.36)
从x 的欧拉-拉格朗日方程看:

 

Ẍ -ω2X =
i
mf(u) (5.3.37)

是受迫振子。仍用x=X+y,则作用量变为

S=∫
U

0

m
2
(X
·
+y·)2+

mω2

2
(X +y)2+if(X +y)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 du

=∫m
2 X

·2+ω2X2+
2
mifX􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 du+∫m X
·
y·+ω2Xy+

2
mify

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 du+

 ∫m
2
(y·2+ω2y)du

第二个积分的第一项可以变换为∫X
·
y·du =X

·
y

U

0
-∫

U

0
X‥ydu,因此第二个积分变为

∫m -X‥ +ω2X +
i
mf(u)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ydu,它由于运动方程而等于0。第三个积分给出了谐振子的

前置因子:
 

mω/2π sinhωU。运动方程式(5.3.37)用参数变分法求解,即
X(u)=(c1+y1)eωu +(c2+y2)e-ωu (5.3.38)

此处

y1=
i
2mω∫

u

0
f(u)e-ωudu

y2=-
i
2mω∫

u

0
f(u)eωudu

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5.3.39)
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① 吕嵘同志参加了结果的推导,特此致谢。



使用X(0)=x,X(U)=x',即可将c1 和c2 求出,它们是x,x',U 以及两个常数A 和B 的函数:
 

A=
i
2mω∫

U

0
e-ωuf(u)du

B=
i
2mω∫

U

0
eω(U-u)f(u)du

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5.3.40)

经典作用量的计算如下:
 

S0=
m
2∫

U

0
X
·2+ω2X2+

2
mif

(u)X  du
=

m
2 X

·
X

U

0
+∫

U

0
-X‥ +ω2X +

2
mif  Xdu􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
m
2 X

·
X

U

0
+∫

U

0

i
mf(u)Xdu􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

将X(式(5.3.38)和式(5.3.39))代入,结果是

S0=
1
4mω∫

U

0∫
U

0
e-ω|u-u'|f(u)f(u')dudu'+

mω
2sinhωU

[(x2+x'2)coshωU-2xx'+2A(xeωU -x')+

2B(x'eωU -x)+(A2+B2)eωU -2AB] (5.3.41)
至此,已将F(式(5.3.36))算出:

 

F[f,x,x']=
mω

2π sinhωUe
-S0/ (5.3.42)

在实际应用中需要计算以下f 的泛函:
 

E[f]≡∫F
[f,x,x]dx

∫F(0,x,x)dx
(5.3.43)

F 的前置因子不参与积分,在E[f]中约去。分母的积分为

∫exp -
mω

 sinhωU
(coshωU-1)x2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dx=
π sinhωU

mω(coshωU-1)  
1/2

(5.3.44)

分子的F[f,x,x]中的S0|x'=x 是

S0|x'=x =
1
4mω∫

U

0∫
U

0
e-ω|u-u'|f(u)f(u')dudu'+

mω
sinhωU

 
 
x2(coshωU-1)+(A+B)(eωU -1)x
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 +

A2+B2

2  eωU -AB􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (5.3.45)

上式的第二项经过整理,变为

mω
sinωU

(coshωU-1)x+
1
2
(A+B)(eωU -1)
coshωU-1

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2-AB(1+eωU)    (5.3.46)
花括号中的第一项是与x 有关的,代入式(5.3.43)分子的∫exp[-S0|x=x'/ ]dc积分,结果
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是 π sinhωU
mω(coshωU-1)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1/2,正好和分母的积分式(5.3.44)约掉。至此,对E[f]有贡献的只余

下式(5.3.45)的第一项和式(5.3.46)花括号中的第二项:
 

E[f]=exp -
1

4mω  ∫
U

0∫
U

0
e-ω|u-u'|f(u)f(u')dudu'􀭠

􀭡

􀪁􀪁 +

mω
 sinhωU

(1+eωU)AB􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (5.3.47)

将

AB=-
1

4m2ω2∫
U

0∫
U

0
e-ωue-ω(u-u')f(u)f(u')dudu' (5.3.48)

代入,再经过整理,最后可以得到

E[f]=exp-
1

4mω  ∫
U

0∫
U

0

coshω|u-u'|-
ωU
2  

sinhωU
2

f(u)f(u')dudu'

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 (5.3.49)

5.4 衰变态的瞬子方法

考虑如图5.6所示的势和力学模拟。如果不考虑势垒隧穿,则在阱底可以有一个基态。
现在有了隧穿,能否和双阱问题一样用路径积分计算对能量的修正呢? 从力学模拟的角度

看,经典轨道是从τ=-∞,X=0到τ=0,X=σ,此时速度降为0,开始走回头路,最后于

τ=+∞时回到X=0。轨道示于图5.7。这个解称为“回弹解”(bounce
 

solution),即它到了

σ就被弹回了(图5.6)。如果计算<0exp -H�
 τ0  0>,似乎和双阱类似,也能对一串回弹

解求和,最后得到类似 ω
π   

1
2

e
-ωτ0/2×exp(Kτ0e

-S0/ )的结果,当然S0 和ω与双阱情况不同。

图5.6 势和力学模拟

(a)
 

势;
 

(b)
 

(a)的力学模拟

然而,实际情况并不如此简单。首先,算出的修正比去掉的量还小,而且这里又没有劈

裂,计算它有什么意义呢? 其次,回弹解有一个极大值,即dX
dτ

在此为0:
 

它有一个节点。从

束缚态能级的性质看,零模解有节点,就应该还有一个能量更低(能量为负值)的无节点的
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解,与∏
i
λ-1/2

i 成正比的因子K 就会是虚数。还有,从图5.6(a)的势看,势垒穿透将使原居

阱底的态成为不稳定的。

图5.7 回弹解

确实,在阱中的态是不稳定的,这使它的能量有

虚部,这个虚部决定态的衰变率。态的不稳定是由

势垒隧穿造成的,也应由路径积分算出。对能量的

修正如果是实的,则不好保留,因为弃去的部分还会

比它大。但虚部恰恰是需要保留的,因为它已是带

头项(不考虑隧穿的原能量没有虚部),而且它要给

出态的衰变率。结果的形式将会是

ImE0=
Γ
2= |K|e

-S0/ (5.4.1)

Γ 是不稳定态的能级宽度。在计算前置因子中,令λ-1 代表本征问题的负本征值,c-1 代表

x(τ)展开时负本征值态u-1 前的系数。这样对c-1 的积分会是

∫dc-1

2π 
exp-

1
2 c

2
-1λ-1  =∫dc-1

2π 
exp

1
2 |λ-1|c2-1  (5.4.2)

它是发散的。另一方面,从∏
i
λ-1/2

i 看,有 1
λ-1

=
i
|λ-1|

。实际情况究竟如何呢? 可以试

用解析延拓方法。先设式(5.4.2)左侧的λ-1 为正值,积分后得到 1
λ-1

,然后将λ-1 延拓到

负值,有 i
|λ-1|

。之后,会得到结果的形式是ImE0=
Γ
2=

 |K|e
-S0/ ,它只比正确值少一

个因子1/2。这说明解析延拓要做得更细些[8]。为了剖析解析延拓的做法,只在部分函数

空间中考虑一族以实参数z表征的历史,有

J(z)=∫dz
2π 

e-S(z)/ (5.4.3)

这些轨道示于图5.8。z=1相当于回弹轨道,它的作用量是极大值。z更大的轨道由于粒子

在大x 值处(V 值为负)停留较长的(虚)时间,使作用量减小。作用量与z的关系示于图5.9。
由于随z的增加,S(z)迅速变为更大的负值,积分式(5.4.3)会发散。由于这类计算是对定

态(而非衰变态)进行的,直接搬到图5.6(a)的势中并不合适。应该从图5.10(a)的势开始

将它逐步扭曲趋向图5.6(a),当作用量在z=1处达到极大值之后,真实势(图5.6(a))的作

用量将偏离图5.10(b)的曲线,当曲线在z>1时迅速向下弯,再继续原有的积分路径(沿z
轴)就不行了。为了使积分有限并能给出虚部,应将积分路径从z=1处扭曲到复平面,如
图5.11所示。此处假设势的扭曲决定积分回路向上半平面扭曲。从鞍点z=1向上方积

分,用最大速率下降近似计算,有

J=∫
1

-∞
+∫

1+i∞

1  dz
2π 

e-S(z)/ 
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图5.8 一族用参数z表征的轨道

  

图5.9 轨道的作用量

图5.10 给出束缚态的势

(a)
 

势函数;
 

(b)
 

不同轨道的作用量

图5.11 变化的积分回路

第一个积分给出实数。令z=1+iy,则第二个积分是

J'=i∫
∞

0
dy

1
2π 

exp- S(1)+
1
2S″

(1)(iy)2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁    
此处S″(y)在y=1处是负值。因此J 的虚部是

ImJ=∫
∞

0

dy
2π 

exp- S(1)-
1
2S″

(1)y2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁    
=
1
2e

-S(1)/ |S″(1)|-1/2 (5.4.4)

重要的1/2因子的来源是,此处高斯积分是从0积到∞的,其值为自-∞积到+∞的积分值

的1/2。可以将以上模型式的讨论进行推广:
 

ImK =
1
2

S0

2π   
1/2 det' -

∂2

∂τ2
+V″(X)  

det-
∂2

∂τ2
+ω2  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

Γ=2 |K|e
-S0/ = S0

2π   
1/2

e
-S0/ 

det' -
∂2

∂τ2
+V″(X)  

det-
∂2

∂τ2
+ω2  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

-1/2

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5.4.5)

Callan-Coleman方法[8]对于上述讨论没有进行严格证明,该想法是受J.S.Langer[9]处理相
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变问题的方法启发而来的。
作为一个例子,在5.4.1节中讨论了“二次加三次”势的隧穿问题①。一方面可以印证

本节讨论的与回弹解相应的本征问题具有负本征值而可以直接计算出能量虚部;
 

另一方面

还可以介绍在行列式的比例计算上的一些有效方法。相关结果将用于第6章。

实际上,对一些具体问题可以直接计算二次变分的路径积分,而不涉及算符-
∂2

∂τ2
+

V″(X)的本征函数展开。这一点将在5.4.2节中讨论。
关于本节的内容,请参阅文献[6]。
本章讨论的相干劈裂和衰变态瞬子方法,都属于路径积分的背景场计算方法。它是一

种近似方案,其特点是主要贡献来自经典轨道。作用量的一阶变分δS 为0表示经典轨道

的贡献,即它给出了作用量的极值。二阶变分δ2S 表示量子涨落的贡献。为了保证远离经

典轨道的贡献很小,必须把时间t变为iτ,即从闵可夫斯基空间转到欧氏空间。这样,轨道

的权重因子将出现(e-S),保证经典轨道(S 最小)对路径积分的贡献最大,远离它的轨道的贡

献指数衰减。因此,背景场方法只是一种半经典近似的简便框架,尤其是当经典方程是非线性

方程时,这种量子化是在它的经典解基础上进行的,即在经典孤子的基础上考虑量子涨落。
要强调的是路径积分方法本身是量子力学的一种表述,它并不包含任何近似,同时量子

化方案绝不是唯一的。从量子理论到其经典极限,可以用唯一的途径实现。但给定经典理论

后,要从它出发去构造量子理论,本质上是要引入普朗克常数的一种“变形”(deformation)②,
途径并不唯一。从经典泊松括号到量子泊松括号(对易子)是一种推广。但这种方法对费米

子并不适用,应改用反对易子。判断量子化方案是否正确的原则是,量子理论应该包含经典

极限,理论应有内在的自洽,当然更重要的是,理论预言与实验结果符合。正则量子化是我

们熟悉的。从正则量子化方案还演化出了一种“对应原理量子化”。设波函数ψ 为哈密顿

量某一对称群的表示。在对称变换下,ψ 的变化是δψ(c数)。令Q� 为与对称变换相对应的

守恒量生成元,它通过二次量子化的算符ψ� 和ψ�† 表示,它们满足一定的对易关系。对应原

理量子化要求δψ∝[ψ�,Q�]③,通过这个要求可以得到生成元Q� 的形式。通常在线性问题

中,ψ� 满足的正则对易关系给出了熟知的Q� 生成元形式。在非线性问题中,实际使用的对

易关系不一定是正则的。这时原则上可以通过经典变分形式δψ 找出相应的守恒量Q� 的形

式。路径积分原则上可以给出不做近似的量子力学计算,其谐振子精确解便是一例,结果当

然和正则量子化完全一致。路径积分形式通过法捷耶夫-波波夫理论[10]可以推广到普遍量

子场论。在非阿贝尔规范场的量子化中,它提供很自然的理论框架,将幺正性与可重整化性

统一到一个理论构架之中。
在路径积分的具体计算中都用了虚时间τ=it,这样才能在欧氏时空进行计算。取虚时

间的办法称为“威克转动”(Wick
 

rotation),在物理学中是经常应用的。对于路径积分,一些
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①

②

③

“二次加三次”势的隧穿结果首先由A.O.Caldeira给出(博士学位论文.萨塞克斯大学,1980),在文献[13]中引

用了结果。
这是法捷耶夫的提法,他称从量子到经典的过程为“收缩”(contraction)。

左侧δψ是c数,右侧对易括号中的ψ�是算符,故称“对应原理量子化”。



数学家的意见是有所保留的,他们认为威克转动在数学上是不够严格的。

5.4.1 “二次加三次”势的隧穿

考虑“二次加三次”势(图5.12(a))和它的力学模拟(5.12(b))。势的形式是

V(q)=
1
2mω2q2-βq3

=
27
4V0

q
q0  

2

- q
q0  

3􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (5.4.6)

此处

q0=
mω2

2β
, V0=

1
54
(mω2)3

β2

图5.12 “二次加三次”势及其力学模拟

(a)
 

“二次加三次”势;
 

(b)
 

(a)的力学模拟

计算隧穿率也是由计算经典作用、经典轨道、前置因子几个步骤组成的①。从力学模拟看

出,经典轨道(回弹解)是q -
τ0
2  =0,q(0)=q0,qτ0

2  =0,τ0→∞。经典轨道是零能量解,

因此,经典作用量是

S0=∫1
2mq·2+V(q)  dτ=∫mq·2dτ=∫mq·dq·=2∫

q0

0
2mV(q)dq

将式(5.4.6)代入,得

S0=2q0
27
2mV0  

1/2

∫
q0

0

q
q0  

2

- q
q0  

3􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1/2dq
q0  =36V0

5ω
(5.4.7)

经典轨道满足的方程是

1
2mq·2=

27
4V0

q
q0  

2

- q
q0  

3

  
满足边界条件q(-∞)=q(∞)=0,q(0)=q0 的解是

X(τ)=q0sech2
1
2q0

27V0

2m τ (5.4.8)
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① 相关工作基于陈欣同志的推导,特此致谢。



  计算前置因子要先求解一个本征问题,本征方程是(放进质量)

-m
d2xn

dτ2
+V″(X)xn =λnxn (5.4.9)

其中V″是势V 的二次微商

V″(q)=
27V0

2q20
1-3q

q0  
因此有

V″(X)=
27V0

2q20

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 1-

3

cosh2 12q0
27V0

2m τ

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (5.4.10)

定义新参数

En =
λn -

27
2V0

1
q20

2m ≡
λn -ω2

2m

V=
81V0

4mq20
, a=2q0

2m
27V0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5.4.11)

并加以整理,方程(5.4.9)变为①

d2xn

dτ2
+2
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 En +

V

cosh2τa

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 xn =0 (5.4.12)

图5.13 本征方程的势

势能V(τ)=
V

cosh2
τ
a

示于图5.13。方程的正本征值是

连续的,负本征值是分立的,它们是

En =-
1
2a2

1
2 8V2

a +1- n+
1
2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2

=-
ω2

8m
(3-n)2, n=0,1,2 (5.4.13)

由式(5.4.11)转换为我们需要的λn:
 

λn =ω2 1-
1
4
(3-n)2  (5.4.14)

三个分立的本征值是

λ0=-
5
4ω

2, λ1=0, λ2=
3
4ω

2 (5.4.15)

  对于连续本征值,从式(5.4.11)定义

k= 2mE = λn -ω2 (5.4.16)
回顾一下与谐振子有关的本征问题:

 

-m
d2xn

dτ2
+ω2xn =λnxn
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① 可参阅文献[12],73页。



它的本征值λn 是式(5.1.34):
 

λn =ω2+
n2π2

τ20

上式是用方程的解加上边界条件xn ±
τ0
2  =0求出的。相应的k值是

k= λn -ω2 =
nπ
τ0

(5.4.17)

因此,当τ0 较大但有限时,k的谱是准连续的,其间距是π/τ0。本征方程(5.4.12)也需加上

边界条件xn ±
τ0
2  =0,求出本征值谱。定义

ξ=tanh
ωτ
2

(5.4.18)

的解是超几何函数

x= (1-ξ2)
-i

k
ωF -i

2k
ω -3,-i

2k
ω +4,-i

2k
ω +1,

1
2
(1-ξ)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁   (5.4.19)

ξ是含τ 的独立变量,k 与λn 有关(式(5.4.16)),将由边界条件确定,ω 的定义包含于

式(5.4.11):
 

ω=
27
2V0

1
q20

(5.4.20)

V0 和q0 都是“二次加三次”的势参数。方程本有两个线性独立的解,此处选择了式(5.4.19),因
为另一个解在原点是奇异的。运用边界条件(τ0 很大)只需知道解的渐近行为。当τ→±∞
时,独立变量的极限如下:

 

当τ→+∞ 时, tanhωτ2 →1-2e-ωτ, 12
(1+ξ)→1, 

1
2
(1-ξ)→e-ωτ,

       (1-ξ2)
-i

k
ω →eikτ

当τ→-∞ 时, tanhωτ2 →-1+2eωτ, 
1
2
(1-ξ)→1, 

1
2
(1+ξ)→eωτ,

        (1-ξ2)
-i

k
ω →e-ikτ

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5.4.21)
求解式(5.4.19)的渐近行为如下:

 

当τ→+∞ 时, x→eikτF( , , ,0)=eikτ
 
当τ→-∞ 时, x→e-ikτF( , , ,1)  (5.4.22)

运用公式①

Fα,β,γ,
1
2
(1-ξ)  =Γ(γ)Γ(γ-α-β)

Γ(γ-α)Γ(γ-β)
Fα,β,α+β+1-γ;

 1
2
(1+ξ)  +

Γ(γ)Γ(α+β-γ)
Γ(α)Γ(β)

1
2
(1+ξ)  

γ-α-β

×

F γ-α,γ-β,γ+1-α-β,
1
2
(1+ξ)  (5.4.23)
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① 见文献[12],附录E,659页。



可以将τ→-∞和τ→+∞的解联系起来。解式(5.4.19)的γ-β=-3,而Γ(-3)=∞,故
式(5.4.23)的第一项为0。在τ→-∞时,

F -i
2k
ω -3,-i

2k
ω +4,-i

2k
ω +1,1  

=-
1+i

2k
ω  1+i

k
ω  1+i

2k
3ω  

1-i
2k
ω  1-i

k
ω  1-i

2k
3ω  

ei2kτ (5.4.24)

即当τ→-∞时,

x=-eikτ
1+i

2k
ω  1+i

k
ω  1+i

2k
3ω  

1-i
2k
ω  1-i

k
ω  1-i

2k
3ω  

(5.4.25)

式(5.4.22)的第一式给出当τ→+∞时,x=eikτ。因此在τ→-∞时,x 应是x=eikτe
iδk,δk

是散射相移。故式(5.4.25)给出

e
iδk =-

1+i
2k
ω  1+i

k
ω  1+i

2k
3ω  

1-i
2k
ω  1-i

k
ω  1-i

2k
3ω  

(5.4.26)

方程对τ→-τ是对称的,对向-τ方向的传播结果也是一样的。综合上述结果,方程连续

态有两个线性独立的解:
 

xk(τ)→
eikτ,

e
ikτ+iδk,  

τ→+∞
 
τ→-∞

 

(5.4.27)

xk(τ)→
e-ikτ,

e
-ikτ+iδk,  

τ→+∞
 

 
τ→-∞

(5.4.28)

通解为

xk =Axk(τ)+Bxk(-τ) (5.4.29)

边界条件x ±
τ0
2  =0给出

Axk
τ0
2  +Bxk -

τ0
2  =0

Axk -
τ0
2  +Bxk

τ0
2  =0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(5.4.30)

A 和B 存在非零解的条件是

xk(τ0/2)
xk(-τ0/2)

=±1 (5.4.31)

对于足够大的τ0,式(5.4.31)、式(5.4.27)和式(5.4.28)给出

expik
τ0
2  =±exp-ik

τ0
2+iδk  

即
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e
ikτ0-iδk =±1

亦即

kτ0-δk =nπ, n=0,1,2,… (5.4.32)

第n 个本征值k
~

n 是①

k
~

n =
nπ+δk

τ0
(5.4.33)

相应的λn 是

λn =k
~2
n +ω2 (5.4.34)

下面先计算分立本征值的
det'(-∂2τ+V″)
det(-∂2τ+ω2)

,它是

-
5
4ω

2·3
4ω

2

ω2·ω2·ω2 =-
15
16ω2

(5.4.35)

分子由于是det'已将零本征值去掉。对于准连续谱,有

∏
∞

n=1

ω2+k
~2
n

ω2+k2n
=exp∑

n
ln1+

k
~2
n -k2n

ω2+k2n  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (5.4.36)

指数上的求和计算如下:
 

当τ0 足够大时,有k
~2
n-k2n≈2kn(k

~

n-kn),另有k
~

n-kn=
δk

τ0
。因

而有

ln1+
k

~2
n -k2n

ω2+k2n  ≈ 2knδk

τ0(ω2+k2n)
于是得到

∑
n
ln1+

k
~2
n -k2n

ω2+k2n  ≈τ0
π∫

∞

0
dk

2kδk

τ0(ω2+k2n)

=
1
π∫

k=∞

k=0
δkdln(ω2+k2) (5.4.37)

式(5.4.37)与τ0 无关,通过分部积分并利用式(5.4.26),得到上式等于ln
4
225
。因此

式(5.4.36)的值是 4
225
。再考虑式(5.4.35)的贡献,det'

det
的值是-

15
16ω2

4
225=-

1
60ω2。因

此有

det'(-∂2τ +V″(X))
det(-∂2τ +ω2)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-
1
2

=i 60ω

而宽度Γ 由式(5.4.5)给出:
 

Γ= 60ω
S0

2π   
1
2

e
-S0/ = 60ω

18V0

5π ω  
1
2

e
-36V0/5 ω (5.4.38)
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① 记为k
~

以区别于与谐振子有关的本征值。



5.4.2 计算路径积分二次变分的平移法

这个计算不对M�≡-12
∂2

∂τ2
+V″进行本征函数的展开,而是采用一个映射。该方法是

R.Dashan,B.Hasslacher,A.Neveu[13]首先在场论中计算能谱时使用的,他们使用的是实时

间。梁九卿和H.J.W.Müller-Kirsten[11]将此法用于量子隧穿问题,使用虚时间,称为“平

移法”(shifting
 

method),以下做简单介绍。路径在经典解xc 附近展开,x=xc+y,二阶变

分对路径积分的贡献是

I=∫[Dy]e-δ2SE =∫[Dy]exp-∫
T

-T
yM�ydτ  (5.4.39)

此处

M� =-
1
2
d2

dτ2
+V″(xc) (5.4.40)

y 满足边界条件:
 

y(±T)=0
  引入映射y→z:

 

z(τ)=y(τ)-∫
T

-T

N
·
(τ')

N(τ')y
(τ')dτ' (5.4.41)

此处N(τ)满足方程

d2

dτ2
-2V″(xc)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 N(τ)=0 (5.4.42)

即N(τ)就是 M� 的零模解,N(τ)=
dxc

dτ
。式(5.4.41)决定了z(τ)满足的边界条件为

z(-T)=0,而z(T)要由式(5.4.41)的逆映射给出。从式(5.4.41)以及y(-T)=0,

z(-T)=0可以得出式(5.4.41)的逆映射[13]:
 

y(τ)=z(τ)+N(τ)∫
τ

-T

N
·
(τ')

N2(τ')
z(τ')dτ' (5.4.43)

式(5.4.43)给出

z(T)+N(T)∫
T

-T

N
·
(τ')

N2(τ')
z(τ')dτ'=0 (5.4.44)

这是z(τ)满足的第二个边界条件。映射(5.4.41)带来的简化是δ2SE 变为①

δ2SE=
1
2∫

T

-T
z·2(τ)dτ (5.4.45)

作为代价,它导致z(T)受到约束(式(5.4.44))。约束可以用拉格朗日不定乘子解决。将

N(τ)改写为x·c(τ),积分I(式(5.4.39))即可写为

691 第5章 路径积分方法,衰变态的瞬子方法

① 见文献[15]附录B。



I=∫[Dz]dα ∂y∂z exp -∫
T

-T
dτ 1
2z
·2+αz(T)+x·c(T)∫

T

-T

ẍc(τ')

x·2c(τ')
z(τ')dτ'    􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁

(5.4.46)

此处 ∂y
∂z

是映射的雅可比行列式,指数上包含拉格朗日不定乘子α 的一项反映了z(T)受

到的约束。经过繁复的积分,可将I直接算出①,最后的结果是

I=
1
2π
[x·c(-T)x·c(T)]-1

/2∫
T

-T

dτ
x·2c(T)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁

-1/2

(5.4.47)

这个结果给出了一个重要结论:
 

对扭折解,x·c(-T)=x·(T),因此第一个括号内的因子为

正,对回弹解,x·c(-T)=-x
·
c(T),这个因子为负,I 为虚数。文献[14]给出了倒双阱势I

的数值。

5.4.3 谐振子前置因子的另一种算法

以下介绍文献[7]的算法。1+1维欧氏时空谐振子的拉格朗日量是

L=
1
2
dx
dτ  

2

+
1
2ω

2x2 (5.4.48)

势能部分:
 

V″=ω2 (5.4.49)

为常数。经典轨道方程是

-
d2X
dτ2

+ω2X =0

为了演示方法,先计算一个简单情况:
 

对于任何τ值,X(τ)=0。经典谐振子在原点静止。

经典作用量是

S0=0
为了计算前置因子,考虑xn 满足的方程:

 

-
d2

dτ2
+ω2  xn =λnxn (5.4.50)

边界条件是

xn(-τ0/2)=0,xn(τ0/2)=0
边界条件给出方程的本征值②:
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①

②

见文献[15]附录B。
方程(5.4.50)的解和相应的本征值是:

 

xn(τ)=cos λn-ω
2τ, (λn-ω

2)1/2=(2n+1)π/τ0,n=0,1,2,3,…

xn(τ)=sin λn-ω
2τ,(λn-ω

2)1/2=2nπ/τ0,n=1,2,3,…

本征值谱因而是

λn=ω
2+

n2π2

τ20
, n=1,2,3,…



λn =ω2+
n2π2

τ20
=
n2π2

τ20
1+

ω2τ20
n2π2  ,n=1,2,… (5.4.51)

以及

∏
n
λ-1/2

n = ∏
n

n2π2

τ20  
-1/2

∏
n
1+

ω2τ20
n2π2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-1/2

上式右侧的两个因子可以分别计算。先考虑自由粒子(弹性常数为0的谐振子,ω=0),它

的本征值是λn=
n2π2

τ20
,因此,

<0exp-p2

2 τ0  0>=N ∏
n

n2π2

τ20  
-1/2

上式的左侧可以直接计算。使用式(5.1.11),并考虑到自由粒子的零点波函数是ψn(0)=
1,可得

<0exp-p2

2 τ0  0>=∑n exp-
p2

n

2 τ0  ψn(0)ψ*
n (0)=∑

n
exp-

p2
n

2 τ0  
∫

∞

-∞

dp
2πe

p2τ0/2 =
1

2πτ0/ 
因此有

N ∏
n

n2π2

τ20  
-1/2

=
1

2πτ0/ 
连乘式的第二个因子可以用公式①

πy∏
n
1+y2

n2  =sinhπy
给出。总结起来,有

<0e-H�τ0/ 0>=
ω
π   

1/2

(2sinhωτ0)-1
/2 (5.4.52)

当τ0 的取值较大时,考虑到

(2sinhωτ0)-1
/2=e

ωτ0/2(1-e
-2ωτ0)1/2 ≈e

-ωτ0/2 1+
1
2e

-2ωτ0 +…  
就有

lim∑
n
exp-

En

 τ0  |<0|n>|2=
ω
π   

1/2

e
-ωτ0/2 1+

1
2e

-2ωτ0 +…   (5.4.53)
比较式(5.4.53)和式(5.1.11)两式的右侧,就得到最低的两个偶数态(n=0,2)的本征值和

零点波函数:
 

E0=
 ω0

2
,ψ2
0(0)=

ω
 π  

1/2

(5.4.54)

E0=
5 ω0

2
,ψ2
2(0)=

1
2

ω
 π  

1/2

(5.4.55)
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① 见I.S.Gradshtein,I.M.Ryzhik.Tables
 

of
 

Integrals,Series
 

and
 

Products.Academic,1968。这个等式可以从一个

有趣的角度理解。左侧可以看作无限大阶的多项式,零点在±in/π,n=0,1,2…右侧零点也在这些点上。双方在有限的

复平面上都是解析函数,因此彼此相等。



由于我们计算的是特殊情况xi=xf=0,奇宇称态不会出现。
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