
第1篇 压杆稳定性、静定结构的位移计算





第1 章

平面体系的几何组成分析

  本章学习目标

•
 

理解几何组成分析中的基本概念。

•
 

了解平面体系自由度的计算方法。

•
 

掌握平面几何不变体系的组成规则。

•
 

能对常见平面体系进行几何组成分析。

建筑结构是用来支承或传递荷载的,因此它的几何形状和位置必须是稳固的。具有稳

固几何形状和位置的体系①,称为几何不变体系;
 

反之,则称为几何可变体系。本章将研究

如何判断平面体系为几何不变体系或可变体系。

1.1 几何组成分析的概念

1.1.1 名词解释

  对于几何组成分析,首先要明确:
 

体系的几何形状改变是指体系在杆件不发生变形的

情况下,其几何形状发生改变;
 

结构变形则指结构在外荷载作用下杆件截面上产生内力,从
而引起的变形。结构的变形通常是微小的。在体系的几何组成分析中,不涉及杆件结构的

变形问题。

1.
 

几何不变体系与几何可变体系

杆件体系按几何组成方式划分,可分为几何可变体系和几何不变体系两大类。
图1.1(a)所示的铰接四边形ABCD 是一个四链杆机构,其几何形状和位置是不稳固

的,随时可以改变状态,这样的体系称为几何可变体系。

图 1.1

图1.1(b)所示体系与图1.1(a)相比多了一根斜撑杆件CB,成为由两个铰接三角形

① 此处的体系指的是由若干建筑构件组成的整体。

动画1
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ABC 与BCD 组成的体系。显然,它在任意荷载作用下,在不考虑杆件发生变形的条件下,
其几何形状和位置能稳固地保持不变,这样的体系称为几何不变体系。如果在图1.1(b)所
示体系上再增加斜杆AD,便成为图1.1(c),它是具有一个多余杆件的几何不变体系。显

然,多余约束是相对于形成几何不变体系的最少约束数而言的。严格地说,图1.1(b)所示

体系应称为无多余约束的几何不变体系,即图中4根链杆中的每一根都是构成几何不变体

系所必不可少的,它们被称为必要约束。至于图1.1(c)所示体系中究竟哪一根链杆属于多

余约束,有多种观察方式。实际上,图中5根链杆中的任一根都可以视作多余约束,而并非

一定是斜杆AD。因此,我们在开始研究体系几何分析问题时,还应该明确:
 

在具有多余约

束的几何不变体系中将多余约束拆除,原体系即变成无多余约束的几何不变体系。

2.
 

几何组成分析

由生活实践可知,建筑结构必须是几何形状与位置都稳固的几何不变体系,而不能采用

几何可变体系。因此,在设计结构或选择计算简图时,首先要判定体系是几何不变体系还是

几何可变体系,只有几何不变体系才能用于结构。在工程中,将判定体系为几何不变体系或

是几何可变体系的过程称为体系的几何组成分析或几何构造分析。

3.
 

瞬变体系与常变体系

在图1.2(a)所示的体系中,杆件AB、AC 共线,A 点既可绕B 点沿1—1弧线运动,同
时又可绕C 点沿2—2弧线运动。由于这两个弧相切,A 点必然可沿着公共切线方向作微

小运动。从这个角度上看,它是一个几何可变体系。当A 点作微小运动至A'点时,圆弧线

1—1与圆弧线2—2由相切变成相离,A 点既不能沿圆弧线1—1运动,也不能沿圆弧线2—2
运动,这样,A 点就被完全固定。这种原先是几何可变,在瞬时可发生微小几何变形,其后

再不能继续发生几何变形的体系称为瞬变体系。瞬变体系是几何可变体系的特殊情况,它
属于几何可变体系的范畴。为明确起见,几何可变体系又可进一步分为瞬变体系和常变体

系。常变体系是指可以发生较大几何变形的可变体系,如图1.1(a)所示。

图 1.2

在此值得提出的是,瞬变体系虽然发生微小几何变形

后变成几何不变体系,但仍不能作为结构。如图1.2(b)所
示为瞬变体系发生微小几何变形后变为几何不变体系的

情况。取A'点为研究对象,其受力图如图1.2(c)所示。

由平衡条件可知,F1=
F
2sinα

,当α→0时,sinα→0,F1→

∞,即瞬变体系在外载很小的情况下可以产生很大内力。
因此,在结构设计中,即使接近瞬变体系的计算简图,也
应设法避免。

4.刚片与刚片系

在体系的几何组成分析中,由于不考虑杆件本身的

变形,因此可以把一根杆件或已知几何不变部分看作一

个刚体,在平面体系中又将刚体称为刚片。由刚片组成的体系称为刚片系。
也就是说,刚片可大可小,它可大至地球、一幢高楼,也可小至一根梁、一根链杆。由此

可知,平面体系的几何组成分析实际上就变成考察体系中各刚片间的连接方式了。因此,能
否准确、灵活地划分刚片,是能否顺利进行几何组成分析的关键。
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图 1.3

5.实铰与虚铰

由两根杆件端部相交所形成的铰称为实铰,
如图1.3(a)所示。由两根杆件中间相交或延长线

相交形成的铰称为虚铰,如图1.3(b)、(c)所示。
之所以称这样的铰为虚铰,是由于在这个交点O
处并不是真正的铰。图1.3(b)和图1.3(c)所示

虚铰的位置在两根链杆的交点上。实铰与虚铰的

约束作用是一样的。

1.1.2 几何组成分析的目的

上册第2章研究了结构计算简图的画法,其简化原则主要有两点:
 

(1)
 

基本正确地反映结构的实际受力情况,使计算结果确保结构设计的精确度。
(2)

 

分清层次,略去次要因素,便于分析和计算。
为了确保结构实用、安全,结构计算简图还必须是几何不变的,故对体系进行几何组成

分析的目的如下:
 

(1)
 

判断所用杆件体系是否为几何不变体系,以决定其是否可以作为结构使用;
 

(2)
 

研究结构体系的几何组成规律,以便合理布置构件,保证所设计的结构安全、实用、
经济;

 

(3)
 

根据体系的几何组成,确定结构是静定结构还是超静定结构,以便选择合理的计算

方法和计算程序。

1.2 平面体系的计算自由度

1.2.1 自由度与约束

1.
 

自由度

  为了分析体系是否几何不变,可先计算其自由度。所谓体系的自由度,是指该体系运动

时,用以完全确定其位置所需的独立几何参数的数目。例如,一个点A 在平面内运动时,可
以完全确定其位置的独立参数是该点的两个独立的坐标变量x 和y(图1.4(a)),所以一个

点在平面内有2个自由度。一个刚片在平面内运动则有3个自由度,这是因为刚片的位置

可以由刚片上任意一点A 的x 和y 坐标,以及刚片上任一直线AB 的倾角φ(图1.4(b))来
确定。

2.
 

约束

体系的自由度将因加入限制运动的约束装置而减少。凡能减少自由度的装置称为约

束。体系常用的约束有链杆和铰。在体系几何组成分析中,链杆本身可以视为一个刚片且

只在两个端铰处与其他物体相连。图1.5(a)所示为用一根链杆AC 将一个刚片与地基相

连,因A 点不能沿链杆方向移动,故刚片在平面内只有两种运动方式,即A 点绕C 点转动

和刚片绕A 点转动。刚片的位置只需两个参数(图中的倾角φ1 和φ2)即可确定。当没有

链杆AC 时,刚片在平面内有3个自由度。
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图 1.4

图 1.5

  加上链杆AC 后,自由度数由3减为2,因此一根链杆装置相当于一个约束。图1.5(b)
所示为用一个铰A 将刚片Ⅰ和刚片Ⅱ连接起来,如前所述,刚片Ⅰ的位置由点A 的坐标x
和y 及倾角φ1 共3个参数确定;

 

刚片Ⅱ相对于刚片Ⅰ而言,其位置需通过倾角φ2 确定。
这样,两个刚片之间无铰连接时,在平面内自由度为6,用一个铰相连后自由度即减为4。因

此,一个连接两个刚片的铰(称为单铰)相当于两个约束。

1.2.2 刚架与桁架的计算自由度

平面体系的计算自由度等于各杆件自由度总和减去约束总和。求解体系的计算自由

度,首先设想一个体系中不存在任何约束,在此情况下计算各杆自由度总和;
 

其次计算体系

的全部约束个数,其中包括必要约束和多余约束;
 

然后用前者减去后者,即得到体系的计算

自由度数。为了便于理解,现以刚架、桁架为例,分别建立刚架、桁架计算自由度的计算公

式,其中刚架的计算自由度的计算公式即为一般平面结构计算自由度的计算公式。

1.
 

刚架

通常认为,刚架是由若干刚片彼此用刚结点相连,并用支座链杆与基础相连而组成的结

构。设其刚片数为m,单铰数为h,支座链杆数为r,当各刚片都自由时,它们所具有的自由

度总数为3m;
 

而现在加入的联系总数为(2h+r),因每个联系只能使体系减少一个自由度,
则刚架的自由度为

W =3m-(2h+r) (1-1)

  实际上每个联系不一定都能使体系减少一个自由度,这与联系的具体布置情况有关。
在如图1.6所示的体系中,每个联系就没有使体系减少一个自由度,因此,W 不一定能反映

微课1

微课2
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图 1.6

体系的真实自由度。虽然如此,在分析体系是否几何不变时,还
是可以根据W 先判断联系数目是否足够。为此,把W 称为体系

的计算自由度。
在计算体系的计算自由度时,经常遇到将复铰换算为单铰的

情况。所谓复铰是指连接两根及以上杆件的铰;
 

所谓单铰是指

连接两根杆件的铰。设n 为复铰连接的杆件数,则将复铰换算成

单铰数的公式为

m=n-1 (1-2)
式中,m 为单铰数。

例1.1 试计算图1.7所示体系的计算自由度。

图 1.7

解 解题思路:
 

数刚片数与支链杆数,计算单铰数,代入式(1-1)。
解题过程:

 

图1.7(a)所示体系刚片数为5,结点A 为单铰,结点B 为复铰,换算成单铰

数为3-1=2,结点C 为组合结点(即一杆端部与另一杆中间相交,相当于一个单铰),即共

有单铰数为4,支承链杆数为7,由式(1-1)可得计算自由度为

W =3m-(2h+r)=3×5-(2×4+7)=0
  图1.7(b)所示刚片数为4,单铰数为3,支承链杆数为4,由式(1-1)可得计算自由度

数为

W =3×4-(2×3+4)=2
2.桁架

平面桁架中,每个杆件的两端均有一铰(不分单铰或复铰)与其相邻的杆件相连接。设

桁架铰结点数为j(包括支座结点),杆件数为b,链杆数为r。如各铰结点间无杆件连接,则

j个铰结点应有2j个自由度,结点之间每根链杆和每根支链杆各相当于一个约束,故约束

总数为b+r,因此平面桁架的计算自由度的公式为

W =2j-(b+r) (1-3)

图 1.8

  其实,平面桁架的计算自由度数既可按式(1-1)计算,也可按式(1-3)计算,一般按后者

计算较方便。
例1.2 试计算图1.8所示体系的计算自由度数。
解 解题思路:

 

数结点、杆件及支链杆数,代入式(1-3)。
解题过程:

 

此体系结点数j=7,杆件数b=12,支链杆数r=
3。按式(1-3)可计算得

W =2j-b-r=2×7-12-3=-1

动画2
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  若利用式(1-1),m=17,h=17,r=3,可得计算自由度为

W =3×12-17×2-3=-1
  显然式(1-1)计算复杂。

由上述两例计算可知,按式(1-1)、式(1-3)计算体系的计算自由度,所得结果可能有以

下3种情况:
 

W=0,表明体系具有几何不变的必要条件;
 

W>0,表明体系缺少必要的约束,因此是几何可变体系;
 

W<0,表明体系具有多余约束,具有几何不变的必要条件。
由此可知,一个几何不变体系必须满足计算自由度W≤0的必要条件。但只满足必要

条件不足以说明此体系一定是几何不变的,这是因为,尽管约束的数目足够,甚至还有多余

约束,但由于布置不当,体系仍有可能是几何可变的。
在图1.9所示的两个体系中,杆件、约束数均相同,计算自由度W=6×2-9-3=0,显

然图1.9(a)是几何不变体系,而图1.9(b)是几何可变体系。由此可知,欲判断体系的几何

不变性,一方面要判断是否符合W≤0的条件;
 

另一方面还需要判断杆件排列方式是否符

合几何不变的组成规则。对于几何组成分析,目前常采取的做法是:
 

对于杆件结构,当杆件

较少时一般不计算自由度,直接进行几何组成分析。对于杆件较多的杆件结构,当不便进行

几何组成分析时,先求计算自由度,当符合W≤0条件时,再进行几何组成分析;
 

若不满足

条件W≤0,就不必再进行几何组成分析了,可直接判定为几何常变体系。

图 1.9

1.3 平面几何不变体系的组成规则

由实践经验可知,如果将3根木片用3个铆钉铆住(图1.10(a)),其三角形是几何不变

的,且无多余联系,其简化图如图1.10(b)所示。这是一个最简单、最基本,且无多余联系的

铰接三角形几何不变规则,其他几何不变体系规则都可用它推演出来。若将杆件AB 视作

刚片,则变成图1.11(a)所示的体系。用两根不共线的链杆构成一个铰结点的装置称为二

元体。显然在平面内增加一个二元体即增加了两个自由度,但增加两根不共线的链杆也增

加了两个约束。
由此可见,在一个已知体系上依次增加或撤去二元体,不会改变原体系的自由度数。于

是得到如下规则。
(1)

 

规则Ⅰ(二元体规则):
 

在已知体系上增加或撤去二元体,不影响原体系的几何不

变性。换言之,已知体系是几何不变的,增加或撤去二元体,体系仍然是几何不变的;
 

已知

体系是几何可变的,增加或撤去二元体,体系仍然是几何可变的。
若将图1.11(a)中的AC 杆视为刚片,则变成如图1.11(b)所示的体系。它是用两个刚



第1章 平面体系的几何组成分析 9    

图 1.10

片将一个铰与一根不通过此铰的链杆相连接,显然它是几何不变的。由此得到下列规则。
(2)

 

规则Ⅱ(两刚片规则):
 

两刚片用一个铰和一根不通过此铰的链杆相连接,所构成

的体系是几何不变的,且无多余联系。
因一个铰相当于两根链杆,图1.11(b)又可变为图1.11(c)所示体系,因此又得到两刚

片规则的另一种形式:
 

两刚片用3根既不相互平行又不汇交于一点的链杆相连接,所构成

的体系是几何不变的,且无多余联系。
若再将图1.11(b)中的BC 杆视为刚片,则变成如图1.11(d)所示的体系。它是由3个

刚片用3个不在同一直线上的铰相连接,显然它也是几何不变的。由此又得到如下规则。

图 1.11

图 1.12

(3)
 

规则Ⅲ(三刚片规则):
 

三刚片用3个不在同

一直线上的铰两两相连接,所构成的体系是几何不变

的,且无多余联系。
以上3个几何不变体系的组成规则,既规定了刚

片之间所必不可少的最小联系数目,又规定了它们之

间应遵循的连接方式,因此它们是构成几何不变体系

的必要与充分条件。
由推演过程知,这3个几何不变体系组成规则是

互通的,对同一个体系可用不同的规则进行几何组成

分析,其结果是相同的。因此,用它们进行几何组成分

析时,可灵活选用以上三个规则。如对图1.12(a)所
示体系进行几何组成分析,该体系有5根支链杆与基

础相连,故将基础作为刚片分析较容易。先考虑刚片

AB 与基础连接,显然它符合两刚片规则的另一种形

式(图1.12(b)),故它是几何不变的。现将它们合成

一个大刚片Ⅰ(图1.12(c)),然后将刚片BC 视为刚片Ⅱ,刚片CDE 视为刚片Ⅲ(图1.12(d)),
三刚片用3个不在同一直线上的铰相连接,符合三刚片规则,故知该体系是几何不变的。
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  在讨论两刚片规则和三刚片规则时,都曾提出一些应避免的情况,如连接两刚片的3根

链杆既不能同时相交一点也不能平行,连接三刚片的3个铰不能在同一直线上等。若出现

了这些情形其结果又如何?
如图1.13(a)所示,3根链杆同时交于O 点,这样A、B 两刚片可以绕O 点作微小的相

对转动,当转动一个小角度后,这3根链杆不再同时相交一点,则不再产生相对转动,故它是

瞬变体系。
若3根链杆相互平行,但不等长(图1.13(b)),则仍为瞬变体系。因为当3根不等长链

杆相互平行时,可认为这3根链杆同时相交一点,其交点在无穷远处。若B 刚片相对A 刚

片发生转动,3根平行链杆不再平行,也不相交一点,则此体系也为瞬变体系。
若3根链杆平行且等长(图1.13(c)),则A、B 两刚片产生相对运动后,此3根链杆仍

相互平行,即在任何时刻、任何位置,这3根链杆都是平行的,所以在任何时刻都能产生相对

运动,因此它为常变体系。
若两刚片用一铰与通过此铰的链杆相连接(图1.13(d)),则A 点可作上下微小运动,当

产生微小运动后,链杆CA 不再通过B 点,符合两刚片规则,仍是几何不变的,故知此体系

为瞬变体系。
现在再研究连接三刚片的3个铰在同一直线上的情形。如图1.13(e)所示,三刚片Ⅰ、

Ⅱ、Ⅲ,用同一直线上的A、B、C 三铰相连接,则铰A 将在以B 点为圆心、以BA 为半径及

以C 点为圆心、以CA 为半径的两圆弧的公切线上,而A 点即为公切点,所以A 点可在此

公切线上作微小的上下运动。当产生一微小的运动后,A、B、C
 

3点不在同一直线上,故不

会再发生运动,所以它是一个瞬变体系。

图 1.13

由上述推演过程又一次得知,几何瞬变体系与几何常变体系都不能作为结构计算简图,
只有几何不变体系才能作为结构计算简图,所以在定义什么是几何不变体系的规则时,指出

这些特例是十分必要的。

1.4 平面体系的几何组成分析示例

进行几何组成分析的依据是平面几何不变体系的3个基本规则。这3个规则看似简

单,但利用它们却能灵活地解决常见体系的几何组成分析问题。要顺利地用这3个规则去

分析形式多样的平面杆系,关键在于选择哪些部分作为刚片、哪些部分作为约束,这就是几


