
     

第3章

CHAPTER
 

3

恒
 

定
 

磁
 

场

    

3.1 内容提要及学习要点

本章主要掌握恒定磁场的计算方法,恒定磁场的基本方程、性质及其应用;
 

掌握利用恒

定磁场的边界条件分析电磁场问题,掌握矢量磁位、磁场能量、磁场力、电感的计算,理解磁

偶极子、磁介质磁化的含义,能够求解磁化电流的分布,了解聂以曼公式。

3.1.1 恒定磁场的基本方程

1.
  

安培力定律

  两个载流元Idl'与I1dl之间的相互作用力为

dF=μ0

4π
I1dl×(Idl'×eR)

R2
(3-1)

  通过对式(3-1)的积分可以得到任意载流结构之间的磁场力。由于孤立的电流元并不

存在,故它主要用于电流闭合回路安培力的计算。

2.
  

毕奥-萨伐尔定律

分布电流产生的磁场为

B=μ0

4π
 

∮l'

Idl'×R
R3

(3-2)

B=μ0

4π
 

∬S'

Js×R
R3 dS' (3-3)

B=μ0

4π
 

∭V'

J(r')×R
R3 dV' (3-4)

3.
 

恒定磁场的基本方程

恒定电流不仅产生电场,也产生磁场。它们都不随时间变化,即∂
∂t→0

,由此可以得到恒

定磁场的基本方程。即磁通连续性原理和安培环路定律。
恒定磁场基本方程的微分形式:

 

տ×H =J
տ·B=0
B=μH

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-5)
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  积分形式:
 

∮l
H·dl=∬S

J·dS

∯S
B·dS=0

B=μH

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-6)

  恒定磁场的性质:
 

恒定磁场的源是旋度(涡旋)源(恒定电流),即磁场是有旋场;
 

恒定

磁场没有散度源,是无源场(无散场);
 

磁感线成闭合曲线,它围绕着恒定电流,两者呈右手

螺旋关系。

安培环路定律提供了在对称情况下计算磁场的一种手段。

3.1.2 恒定磁场的位函数

理解标量磁位和矢量磁位的计算及物理意义,但它们一般不同时使用。前者用于无电

流区域,后者用于有电流情况。

1.
  

标量磁位

在无电流区域,因为J=0,有տ×H=0,故可以定义标量位函数,以简化磁场的计算。

标量磁位没有物理意义,由式(3-7)定义

H =-տφm (3-7)

同样由տ·B=μ տ·H=0得

տ·H =-տ·տφm=-տ2φm=0
可见,标量磁位满足拉普拉斯方程

տ2φm=0 (3-8)

  当区域中存在电流时,磁场是非保守场,标量磁位不是一个单值函数。

2.
  

矢量磁位

矢量磁位既可以用于无电流的区域,也可以用于有电流的区域。由于տ·B=0,而
տ·տ×A≡0,由此定义矢量磁位A

B=տ×A (3-9)

  分布电流产生的矢量磁位为

A=μ0

4π
 

∫l'

I
Rdl'

A=μ0

4π
 

∬S'

Js

RdS'

A=μ0

4π
 

∭V'

J(r')
R dV'

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-10)

  矢量磁位A 有旋度源,即磁场。根据矢量分析,在分析磁场时,通常还需要确定其散度

源。规范տ·A 的值可以有不同的选择,即用于静态场的库仑规范տ·A=0和用于时变电

磁场的洛伦兹规范տ·A=-
∂φ
∂t
。
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1)
 

矢量磁位的计算

在静态场中,利用库仑规范得

տ2A=-μJ (3-11)

  在直角坐标系,上述矢量泊松方程可分解为三个标量方程

տ2Ax =-μJx

տ2Ay =-μJy

տ2Az =-μJz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-12)

  2)
 

结合“位”对“三度”的理解

梯度、散度和旋度的共同特点就是求场的空间变化率,即对空间坐标求偏导。注意,虽
然对于某点的位(A、φ)可为零,但它可能是随空间变化的,因此,其导数不一定为零,即该点

的场(B、E)不一定为零。

3)
 

计算磁场的方法

通常计算磁场有如下三种方法:
 

(1)
 

直接积分法。B=μ0

4π
 

∭V'

J(r')×R
R3 dV',积分时注意考虑矢量的方向性。

(2)
 

通过矢量位计算。B=տ×A。

(2)
 

安培环路定理。∮l
H·dl=∬S

J·dS。要求磁场分布具有某种对称性。

3.1.3 磁偶极子与介质的磁化

1.
 

磁偶极子的矢量磁位

  磁偶极子就是一个小载流圆环。定义磁偶极矩为m=Iπa2ez,磁偶极子的矢量磁位为

A= μ0

4πR2m×eR = μ0

4πR3m×R (3-13)

  磁介质中的磁感应强度B 可以看作是真空中传导电流产生的磁感应强度B0 与磁化电

流产生的磁感应强度B'的叠加,即

B=B0+B'
  注意,与电介质极化产生的附加电场削弱原电场不同,磁介质磁化后磁化电流产生的磁

场既可以削弱原磁场,也可以增强原磁场。

2.
 

介质的磁化

单位体积中磁偶极矩的统计平均值,即磁化强度

Pm=lim
ΔV→0

∑
N

k=1
mk

ΔV
(3-14)

  磁化电流体密度:
 

Jm=տ×Pm=տ×[(μr-1)H] (3-15)

  磁化电流面密度:
 

Jsm=Pm×en=[(μr-1)H]×en (3-16)

  介质中的恒定磁场方程:
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տ×H =J

∮l
H·dl=I

∯SB·dS=0

տ·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-17)

Pm=χmH

H =
B
μ0

-Pm

B=μ0(1+χm)H =μ0μrH =μH

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-18)

  注意,一般情况下,磁场强度H 不仅与自由电流分布有关,而且与磁化电流分布有关;
 

而H 的环量和旋度只与自由电流分布有关。在线性、均匀、各向同性的介质中,H 只与自由

电流分布有关。

3.1.4 恒定磁场的边界条件

介质分界面两侧恒定磁场的边界条件为

en·(B1-B2)=0
 
en×(H1-H2)=Js (3-19)

A1=A2, φm1=φm2 (3-20)

3.1.5 电感

自感的计算:
 

L=ψ
I

  互感的计算:
 

M21=ψ21

I1
  计算电感的聂以曼公式:

 

M =
N1N2μ0

4π
 

∮l1∮l2

dl2·dl1
R

  电感的计算步骤为:
 

假定I→计算磁感应强度B→在面上对B 积分得到磁通Φ(或者通过对矢量磁位A 进

行闭合曲线积分)→由ψ=NΦ 得到磁链ψ→计算出互感M=ψ
I
。

对磁通的计算有两种方法:
 

Φm=∬s
B·dS

Φm=∮l
A·dl

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3-21)
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3.1.6 恒定磁场的能量和磁场力

磁场的能量及能量密度分别为

W m=
1
2∑

N

j=1
Ijψj

W m=
1
2

 

∭V
B·HdV

wm=
1
2B
·H

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-22)

  可以利用虚位移法计算恒定磁场的磁场力

F=
∂W m

∂l Ij=常量

F=-
∂W m

∂l ψj=常量

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(3-23)

  重要公式:
 

长直载流导线产生的矢量磁位A:
 

Az ≈μ0I
4πln

L
r  

2

=μ0I
2πln

L
r  L → ∞

→μ0I
2πln

r0
r  

  无限长双平行载流直导线产生的矢量磁位A:
 

Az =μ0I
2πln

r-

r+  
  长度为l的导线内自感:

 

Li=ψi

I =μ0l
8π

3.2 典型例题解析

【例题3-1】 (1)
 

如图3-1(a)所示,在空气中有一载有直流电流I,长为L 的直导线。
求空间任一点P 处的磁场。

(2)
 

如图3-1(b)所示,求电流I在点P 处所产生的磁场强度。

图3-1 例题3-1图

解:
 

(1)
 

如图3-1(a)所示,取圆柱坐标系,设带电线段沿z轴排列。取电流元为Idz'ez,
源点和场点分别为(0,0,z')、P(r,ϕ,z)。应用毕奥-萨伐尔定律,得到Idz'ez 在场点的磁

感应强度B 为
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dB=μ0

4π
Idz'ez ×R

R3

由图3-1可知

R=rer +(z-z')ez, z'=z-rtanα, dz'=-rsec2αdα, R=rsecα
并且

dz'ez ×R=dz'ez ×[rer +(z-z')ez]=eϕrdz'=-r2sec2αdα
所以,长直载流导线在观察点产生的磁场为

B=μ0

4π
 

∫
L/2

-L/2

Idz'ez ×R
R3 dz'=-μ0Ieϕ

4πr
 

∫
α2

α1
cosαdα=eϕ

μ0I
4πr
(sinα1-sinα2)

其中,

sinα1=
z+L/2

[r2+(z+L/2)2]1/2
, sinα2=

z-L/2
[r2+(z-L/2)2]1/2

  当长直载流导线区域无穷长时,α1=
π
2
,α2=-

π
2
,因此

lim
L→∞

B=eϕ
μ0I
2πr

  (2)
 

如图3-1(b)所示,圆弧的电流在点P 所产生的磁感应强度为

B1=
2(π-β)
2π

μ0I
2a =

(π-β)μ0I
2πa

两根半无限长线电流I在点P 所产生的磁场强度为

B2=2 μ0I
4πasinβ

sin90°-sin
π
2-β  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =μ0I(1-cosβ)
2πasinβ

因此,点P 处的磁场强度为

B=B1+B2=
(π-β)μ0I
2πa +μ0I(1-cosβ)

2πasinβ
  【例题3-2】 真空中有一个半径为a 的载流线圈,电流强度大小为I,将线圈沿直径折

起来,并使两个半圆垂直,求半圆圆心处的磁通密度。
解:

 

设原线圈位于xOy 平面,则折起来后,一个半圆电流在xOy 平面,一个半圆电流

在yOz 平面。在xOy 平面的半圆,在圆心产生的磁场方向沿z 轴,电流元为Idl'=

eϕIadϕ,R=-era,并且场点位移矢量与电流垂直。因此,由dB=μ0

4π
Idl'×eR

R2 得

B=ez
μ0

4π
 

∫
π

0

Ia2dϕ
a3 =ez

μ0I
4a

同理,电流在yOz平面的半圆,其在圆心产生的磁场方向沿x 轴,即

B=ex
μ0

4π
 

∫
π

0

Ia2dϕ
a3 =ex

μ0I
4a

所以,半圆圆心处的磁通密度为

B=μ0I
4a
(ez +ex)
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图3-2 例题3-3图

  【例题3-3】 边长分别为a 和b的载有电流I 的小矩形回

路,如图3-2所示,求远处一点P 的矢量磁位。
解:

 

首先考虑沿y 方向的两电流边在点P 产生的矢量磁

位。取电流元所在位置的坐标为(a,y',0),(0,y',0),则

A1=μ0

4π
 

∫l'

1
R1

-
1
R2  Idl'

其中,R1= (x-a)2+(y-y')2+z2,R2= x2+(y-y')2+z2,
由于r≫a,则根据小变量近似

1
R1
≈
1
r
1+

ax
r2

+yy'
r2  , 1R2

≈
1
r
1+yy'

r2  
因此

A1=ey
μ0ax
4πr3

 

∫
b

0
Idy'=ey

μ0abx
4πr3

I

  同理,沿x 方向的两电流边在点P 产生的矢量磁位

A2=-ex
μ0by
4πr3

 

∫
a

0
Idx'=-ex

μ0aby
4πr3

I

故矩形回路在远处一点P 产生的矢量磁位为

A=A1+A2=ey
μ0abx
4πr3

I-ex
μ0aby
4πr3

I=eϕ
μ0absinθ
4πr2

I

  可见,方形小环与圆形小环产生的场是一致的。
【例题3-4】 无限长直线电流I垂直于磁导率分别为μ1 和μ2 的两种磁介质的交界面,

如图3-3所示,试求两种媒质中的磁通量密度。

图3-3 例题3-4图

解:
 

电流I产生磁场方向沿eϕ,根据磁场的边界条件,两种磁

介质中的磁场强度相等,即H1=H2=Heϕ;
 

以r为半径作圆,根

据安培环路定理∮c
H·dl=∬s

J·dS,则磁场强度为

H1=H2=H =
I
2πreϕ

因此,两种媒质中的磁通量密度分别为

B1=μ1I
2πreϕ

B2=μ2I
2πreϕ

  【例题3-5】 在均匀磁化的磁导率为μ 的无限大磁介质中,磁通量密度为B,如果在媒

质中存在如下空腔,求空腔内的磁场强度和磁通量密度。
(1)

 

平行于B 的针形空腔;
 

(2)
 

底面垂直于B 的薄盘形空腔。
解:

 

(1)
 

对于平行于B 的针形空腔,根据磁场强度切向分量的边界条件,得

H1=H, B1=μ0H
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  (2)
 

对于底面垂直于B 的薄盘形空腔,根据B 法向分量的边界条件,得

B2=B=μH, H2=B2/μ0=
 

μrH

图3-4 例题3-6图

  【例题3-6】 一条宽度为2a 的无限长薄铜带,中心线与z 轴重

合,载有电流I,如图3-4所示。求空间周围任一点的磁场强度。
解:

 

薄铜带电流密度为

J=
I
2aez

  取电流元位于(x',0,0)处,以源点为中心,以r为半径作圆,根据

安培环路定理可以求得无限长线电流Jdx'在P(x,y,z)点产生的磁

场强度为

dH =
1
2πr

I
2adx'eθ

在直角坐标系下,对上式积分可得

H =-ex
I
4πa

 

∫
a

-a

sinθ
r dx'+ey

I
4πa

 

∫
a

-a

cosθ
r dx'

由图3-4可知,r= y
sinθ

,x-x'=ycotθ,因此dx'=ycsc2θdθ,代入上式可得

H =-ex
I
4πa

 

∫
a

-a

sinθ
r dx'+ey

I
4πa

 

∫
a

-a

cosθ
r dx'=-ex

I
4πa

 

∫
θ2

θ1
dθ+ey

I
4πa

 

∫
θ2

θ1

cosθ
sinθdθ

=ex
I
4πa

(θ1-θ2)+ey
I
4πaln

sinθ2
sinθ1

=ex
I
4πa

(θ1-θ2)+ey
I
8πaln

(x+a)2+y2

(x-a)2+y2

其中,θ1=arcsin
y

(x+a)2+y2
,θ2=arcsin

y
(x-a)2+y2

。

【例题3-7】 由矢量磁位的表达式A =μ0

4π
 

∭V'

J(r')
R dV',应用库仑规范。 证明:

 

(1)տ2A=-μ0J;
 

(2)տ×B=μ0J。
证明:

 

(1)
 

现考虑

տ2A=տ2Axex +տ2Ayey +տ2Azez

  由于
 

տ2
1
R=-4πδ

(r-r'),并且J'x(x',y',z')不是(x,y,z)的函数,所以

տ2Ax =μ0

4π
 

∭V'
տ2(J'x

R
)dV'=μ0

4π
 

∭V'
J'x տ2

1
RdV'

即

տ2Ax =μ0

4π
 

∭V'
J'x(r'){-4πδ(r-r')}dV'=-μ0Jx(r)

  同理可得:
 

տ2Ay =-μ0Jy(r)

տ2Az =-μ0Jz(r)
故有

տ2A=-μ0J
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  (2)
 

应用恒等式տ×B=տ×տ×A=տ(տ·A)-տ2A,及库仑规范տ·A=0,考虑到

տ2A=-μ0J,因此

տ×B=μ0J
  【例题3-8】 两半径为a,平行放置的长直圆柱导体,轴线间的距离为d

 

(d<2a),如

图3-5 例题3-8图

图3-5所示。现将相交部分挖成一空洞,并且在相交处用

绝缘纸隔开。设两导体分别通有面密 度 为 J1=J0ez

和J2=-J0ez 的电流,试计算空洞中的磁场强度。
解:

 

将空洞中的电流视为J1 和J2 的叠加。则空洞中

的磁场可视为两个分别载有J1 和J2 的电流的圆柱体在

某点产生磁场的叠加。设两个载流圆柱体在周围产生的

磁场分别为 H1 和 H2,利用安培环路定律,则

H1=
r1J1

2 =
r1J0

2
, H2=

r2J2

2 =
r2J0

2
H =H1+H2

结合图示,在直角坐标系下分解为

Hx =-H1sinθ1+H2sinθ2
Hy =H1cosθ1+H2cosθ2

由于
 

sinθ1=y
r1
, cosθ1=

d/2+x
r1

, sinθ2=y
r2
, cosθ2=

d/2-x
r2

由此可得

Hx =-
r1J0

2
·y
r1

+
r2J0

2
·y
r2

=0

Hy =
r1J0

2
·d
/2+x
r1

+
r2J0

2
·d
/2-x
r2

=
dJ0

2
因此,空洞中的磁场强度为

H =Hyey =
dJ0

2ey

  可见,空洞中的磁场是均匀的。
【例题3-9】 已知有3条相互平行的长直导线,通有电流的大小均为I,方向如图3-6所

示。求空间任一点P 的标量磁位。

图3-6 例题3-9图

解:
 

P 的标量磁位可视为每条电流在该点产生的标量磁位的叠

加。取x 轴为磁屏障φmx=0,第一条电流线在P 点产生的标量磁

位为

φm1=∫
x

P
H·dl=∫

0

θ1

I
2πr1

·r1dθ=-
I
2πθ1

  同理,其他两条电流线在P 点产生的标量磁位分别为

φm2=∫
x

P
H·dl=-∫

0

θ2

I
2πr2

·r2dθ=
I
2πθ2
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φm3=∫
x

P
H·dl=-∫

0

θ3

I
2πr3

·r3dθ=
I
2πθ3

因此,空间任一点P 的标量磁位为

φm=φm1+φm2+φm3=
I
2π
(θ2+θ3-θ1)

  【例题3-10】 半径为a 的长直螺线管,单位长度上绕有N 匝线圈,在螺线管轴线处,有
一半径为b的单匝小线圈,线圈平面的法线en 与螺线管的轴线夹角为θ,如图3-7所示。现

忽略边缘效应,求螺线管与小环线圈之间的互感。

图3-7 例题3-10图

解:
 

设螺线管通有电流I,则其内的磁感应强度B 为

B=μ0NIez

因此,穿过小线圈的磁链(磁通)为

Ψm=Φm=B·S=BScosθ=μ0NIπb2cosθ
故螺线管与小环线圈之间的互感

M =
Ψm

I =μ0Nπb2cosθ

  【例题3-11】 两组双线传输线1—1'与2—2'彼此平行放置,如图3-8所示。导线的半径

为a,设线间距离分别为d12、d12'、d1'2、d1'2',都远大于a。试求双线传输线之间单位长度的

互感。

图3-8 例题3-11图

解:
 

设电流沿z方向,平行双线传输线在空间任意点产生的

矢量位为

Az =μ0I
2πln

r-

r+  
由于线间距离都远大于a,因此,传输线1-1'的电流在2-2'上

的M 及N 点产生的矢量位分别为

AM =ez
μ0I
2πln

d1'2
d12  , AN =ez

μ0I
2πln

d1'2'
d12'  

  沿回路2—2'单位长度上作一矩形积分回路,则传输线1—1'的电流在2—2'单位长度

上产生的磁通为

Φm12=∮l2
A12·dl=AM -AN =μ0I

2πln
d1'2
d12  -μ0I

2πln
d1'2'
d12'  

=μ0I
2πln

d1'2
d12
·d12'
d1'2'  

故互感为

M =
Φm12

I =μ0

2πln
d1'2
d12
·d12'
d1'2'  

图3-9 例题3-12图

  【例题3-12】 
 

同轴线的内、外导体半径分别为a 和b,外导体

的半径厚度可忽略不计。内外导体间分别填充磁导率为μ1 和μ2

的两种不同介质,如图3-9所示。设同轴线中流过的电流为I,
试求:

 

(1)
 

同轴线单位长度所存储的磁场能量;
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(2)
 

单位长度的电感;
 

(3)
 

求同轴线内部磁化电流密度的分布。
解:

 

(1)
 

由题意可知,轴向电流产生的磁场沿ϕ 方向。因此,在两种媒质的分界面上,
磁场只有法向分量,根据磁感应强度B 法向分量的边界条件,B1=B2=B。

根据安培环路定理,当r<a 时,有

2πrH0=
I
πa2πr

2=
I
a2r

2

即

H0=
I
2πa2r, r<a

当a<r<b时,有
πr(H1+H2)=I

由于 H1=
B1

μ1
=
B
μ1
,H2=

B2

μ2
=
B
μ2
,代入上式得

B= μ1μ2I
π(μ1+μ2)r

, a<r<b

故同轴线中单位长度储存的能量为

W m=
1
2

 

∫
a

0

B2
0

μ0
2πrdr+

1
2

 

∫
b

a

B2

μ1
πrdr+

1
2

 

∫
b

a

B2

μ2
πrdr

=
1
2∫

a

0

1
μ0

μ0Ir
2πa2  

2

2πrdr+
1
2
1
μ1

+
1
μ2  ∫b

a

μ1μ2I
π(μ1+μ2)r  

2

πrdr

=μ0I2

16π+ μ1μ2I2

2π(μ1+μ2)
lnb

a

  (2)
 

由W m=
1
2LI

2,得到单位长度的电感为

L=
2W m

I2
=μ0

8π+ μ1μ2

π(μ1+μ2)
lnb

a

  (3)
 

当r<a 时,由于χm=(μr-1)=0,故磁化电流密度为零。

当a<r<b时,H1=
B
μ1
= μ2I
π(μ1+μ2)r

, H2=
B
μ2
= μ1I
π(μ1+μ2)r

。

对于μ1 所在的区域,在圆柱坐标系下:
 

根据Pm1=χmH1=(μr1-1)H1=eϕ(μr1-1)
μ2I

π(μ1+μ2)r
,得

Jm1=տ×Pm1=
1
r

er reϕ ez

∂
∂r

∂
∂ϕ

∂
∂z

Pmr rPmϕ Pmz

=
1
r

er reϕ ez

∂
∂r

∂
∂ϕ

∂
∂z

0 (μr1-1) μ2I
π(μ1+μ2)

0

=0

  同理,对于μ2 所在的区域,Jm2=0。
对于μ1 所在的区域,r=a 处:
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Jsa1=Pm1×en=eϕ(μr1-1) μ2I
π(μ1+μ2)r

|r=a ×(-er)=ez(μr1-1) μ2I
π(μ1+μ2)a

  对于μ1 所在的区域,r=b处:
 

Jsb1=Pm1×en=eϕ(μr1-1) μ2I
π(μ1+μ2)r

|r=b ×er =-ez(μr1-1) μ2I
π(μ1+μ2)b

  对于μ2 所在的区域,r=a 处:
 

Jsa2=Pm2×en=eϕ(μr2-1) μ1I
π(μ1+μ2)r

|r=a ×(-er)=ez(μr2-1) μ1I
π(μ1+μ2)a

  对于μ2 所在的区域,r=b处:
 

Jsa2=Pm2×en=eϕ(μr2-1) μ1I
π(μ1+μ2)r

|r=b ×er =-ez(μr2-1) μ1I
π(μ1+μ2)b

  在两种媒质的交界面上,磁化电流面密度为零,即Jsm=Pm×en=Pmeϕ×eϕ=0。
【例题3-13】 一个带电荷为q 的质点以角速度ω 绕半径为a 的圆周运动,求它的

磁矩。
解:

 

带电荷质点的圆周运动形成小电流圆环,半径为a。

i=q
T =q

ω
2π

  故它的磁矩为

P=πa2ien=q
2a

2ωen

其中,en 为单位矢量,与电流成右手螺旋关系。
【例题3-14】 下面的函数中,哪些可能是磁场的矢量? 如是,求电流分布。
(1)

 

B=erCr(圆柱坐标系);
 

(2)
 

B=-exCy+eyCx。

解:
 

(1)
 

տ·B=տ·(erCr)=
1
r
∂
∂r
(rCr)=2C≠0,由于散度不为零,因而B=erCr 不

可能是磁场的矢量。

(2)
 

տ·B=տ·(-exCy+eyCx)=
∂
∂x
(-Cy)+

∂
∂y
(Cx)=0,由于散度为零,故B=

-exCy+eyCx 可能是磁场的矢量。
其对应的电流分布为

J=
1
μ

տ×B=
1
μ

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

-Cy Cx 0

=
2C
μ
ez

  【例题3-15】 一个正n 边形(外接圆半径为a)线圈中通过的电流为I,试证明该线圈

中心的磁感应强度为

B=μ0nI
2πatan

π
n

  证明:
 

对应有限长度的直导线在线圈中心产生的磁场为
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B=μ0I
4πr
(sinα1-sinα2)

由于α1=-α2=
2π
2n=

π
n
,设正n 边形的外接圆半径是a,则

r
a=cos

π
n
,故线圈中心的磁感

应强度为

B=μ0nI
2πatan

π
n

  【例题3-16】 已知穿过某一半径为a 的圆形区域的磁场为一个均匀磁场,即B=
ezB0,B0 为常数。试求环绕这个圆形区域边缘的矢量磁位A。

解:
 

取圆柱坐标系

B=տ×A=er
1
r
∂Az

∂ϕ
-
∂Aϕ

∂z  +eϕ
∂Ar

∂z -
∂Az

∂r  +ez
1
r
∂
∂r
(rAϕ)-

∂Ar

∂ϕ  
因此

1
r
∂
∂r
(rAϕ)-

∂Ar

∂ϕ  =B0

  对于环绕圆形区域的矢量磁位即Aϕ,因此

1
r
∂
∂r
(rAϕ)=B0

  对上式积分,并取积分常数为零,得

Aϕ =
B0

2r

故环绕这个圆形区域边缘的矢量磁位

Aϕ =
B0

2a

  【例题3-17】 有一电流分布为J(r)=ezrJ0/a (r≤a),求矢量磁位和磁感应强度。
解:

 

由于电流只有ez 分量,故矢量磁位A(r)也只有ez 分量,并且仅为r的函数。由泊

松方程得

տ2Az1(r)=
1
r
∂
∂rr

∂Az1

∂r  =-rμ0J0/a (r≤a)

տ2Az2(r)=
1
r
∂
∂rr

∂Az2

∂r  =0 (r>a)

由此解得

Az1(r)=-μ0J0

9ar3+C1lnr+D1

Az2(r)=C2lnr+D2

  考虑到边界条件如下:
 

(1)
 

r→0时,Az1(r)有限,故C1=0。

(2)
 

r=a 时,Az1(r)=Az2(r),
Az1(r)
∂r |r=a=

Az2(r)
∂r |r=a,故有

-μ0J0

9 a2+D1=C2lna+D2
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-μ0J0

3 a=C2
1
a

  求解以上两个方程得

C2=-μ0J0

3 a2;
 

 D2=-μ0J0

3 a2 1
3-lna  

因此

Az1(r)=-μ0J0

9ar3+D1

Az2(r)=-μ0J0

3 a2lnr-μ0J0

3 a2 1
3-lna  

  再令r=0时,Az1(r)=0,则有D1=0,因此空间的矢量磁位为

Az1(r)=-μ0J0

9ar3

Az2(r)=-μ0J0

3 a2lnr-μ0J0

3 a2 1
3-lna  

空间的磁感应强度为

B1(r)=տ×A1(r)=eϕ
μ0J0

3ar2, r≤a

B2(r)=տ×A2(r)=eϕ
μ0J0

3ra2, r>a

图3-10 例题3-18图

  【例题3-18】 如图3-10所示,铁磁体槽内有一线电流

I。设铁磁体的磁导率μ→∞,槽和载流线均可视为无限长,
忽略槽口的边缘效应。试给出槽内矢量磁位A 所满足的微

分方程及边界条件。
解:

 

设槽和载流线沿z 方向无限长,在槽内除线电流位

置外其他区域满足二维拉普拉斯方程。由于电流沿z 方向,
故矢量磁位A 沿z方向。即有

տ2Az =
∂2Az

∂x2 +
∂2Az

∂y2 =0

由于

B=տ×Azez =
∂Az

∂y
ex -

∂Az

∂xey

故有

Bx =
∂Az

∂y
, By =-

∂Az

∂x
  对于磁边界,根据槽体内的边界条件:

 

x=±a,0<y<h 时,Hy=0,故有

∂Az

∂x =0

而y=0,-a<x<a 时,Hx=0,故有

∂Az

∂y =0
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  在y=h,-a<x<a 处,由于忽略边缘效应,可认为磁感线与x 轴平行。由于槽内各

边的切向磁场为零,根据安培环路定理,可知

∮c
H·dl=∬s

J·dS=I

故有

Hx =
I
2a

即

∂Az

∂y =μ0I
2a

  【例题3-19】 如图3-11所示,有一半径为a 的长直薄导体壳圆柱,在导体薄层中通有

电流密度K=Keϕ 的电流。求导体薄壳圆柱内外的矢量磁位及磁感应强度。

图3-11 例题3-19
 

图

解:
 

根据电流的方向可知,矢量磁位沿eϕ 方向。根据轴对称

性,Aϕ 仅与r坐标有关,设A=Aϕ(r)eϕ,在圆柱坐标系下,除薄导

体壳外(即圆柱内外)A 所满足的拉普拉斯方程为

տ2A=տ2(Aϕeϕ)=0
  由于在圆柱坐标系下eϕ 并非常矢量,故利用տ2A=տ(տ·A)

-տ×տ×A,即
տ2(Aϕeϕ)=տ տ·[Aϕ(r)eϕ]  -տ×տ×[Aϕ(r)eϕ]

由于
 

տ·[Aϕ(r)eϕ]=
∂Aϕ(r)
∂ϕ

=0

而

տ×տ×[Aϕ(r)eϕ]=տ×
1
r

er reϕ ez

∂
∂r

∂
∂ϕ

∂
∂z

0 rAϕ(r) 0

=տ×ez
Aϕ

r +
∂Aϕ

∂r  

=
1
r

er reϕ ez

∂
∂r

∂
∂ϕ

∂
∂z

0 0
Aϕ

r +
∂Aϕ

∂r

=-eϕ
∂Aϕ

r∂r -
Aϕ

r2
+
∂2Aϕ

∂r2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

所以

տ2[Aϕeϕ]=
∂2Aϕ

∂r2
+
1
r
∂Aϕ

∂r -
Aϕ

r2
=0

上式的通解为

Aϕ1=
c1
2r+

c2
r
, 0<r<a

Aϕ1=
c3
2r+

c4
r
, r>a

(3-24)
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设r→0时,Aϕ1(r)有限,故c2=0。
根据A 的连续性,则边界条件为

Aϕ1|r=a =Aϕ2|r=a (3-25)

又由于B=տ×(Aϕeϕ)=ez
Aϕ

r +
∂Aϕ

∂r  ,而在r=a 处Aϕ1|r=a=Aϕ2|r=a,故根据切向磁场

的边界条件得

Bz1-Bz2=
∂Aϕ1

∂r r=a-
∂Aϕ2

∂r r=a
=μ0K (3-26)

由于c2=0,根据边界条件式(3-25)、式(3-26),由通解方程式(3-24)得

c3=0,c1=μ0K, c4=μ0Ka2

2
因此,导体薄壳圆柱内外的矢量磁位为

A1=μ0K
2reϕ, 0<r<a

A2=μ0Ka2

2r eϕ, r>a

则磁感应强度为

B1=տ×(Aϕ1eϕ)=ez
1
r
∂(rAϕ1)
∂r  =μ0Kez, 0<r<a

B2=տ×(Aϕ2eϕ)=ez
1
r
∂(rAϕ2)
∂r  =0, r>a

  【例题3-20】 一长螺旋管,长度l≫半径a,匝数为 N,通过电流I,求轴线上任意点

的B。

图3-12 例题3-20
 

图

解:
 

参见图3-12。设单位长度匝数为n,则n=
N
l
,

离O 点x'远的dx'长度的线圈在P 点产生的场强

dB 为

dB=μ0

2
a2nIdx'

[a2+(x-x')2]3/2

整个螺旋管在点P 产生的总磁感应强度为

B=μ0

2
 

∫
l/2

-l/2

a2nIdx'
[a2+(x-x')2]3/2

(3-27)

由图3-12可知

r= a2+(x-x')2 =
a
sinβ

(3-28)

x-x'=rcosβ (3-29)
由式(3-28)、式(3-29)得

x-x'
a =ctanβ

取微分得
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dx'
a =

dβ
sin2β

(3-30)

将式(3-28)、式(3-30)代入式(3-27),得

B=μ0

2
 

∫
β2

β1
nIsinβdβ=μ0

2nI
(cosβ1-cosβ2)

这里

cosβ1=
x+

l
2

a2+x+
l
2  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1/2

cosβ2=
x-

l
2

a2+x-
l
2  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1/2

  在两种特殊情况下:
 

(1)
 

l→∞,β1=0,β2=π
则

B=μ0nI=μ0N
l I

  (2)
 

在半无限长螺旋管口处,β1=0,β2=
π
2
;

 

或β1=
π
2
,β2=π,都有B=μ0N

2lI。

【例题3-21】 设空心长直导线外半径为b,空心部分半径为a,如图3-13所示,试求其

单位长度的内自感。

图3-13 例题3-21图

解:
 

设空心长直导线流过的电流为I,均匀分布在导体内,则
根据轴对称性,利用安培环路定理得

∮c
H·dl=∬s

J·dS=
r2-a2

b2-a2I

因此,半径为r的圆周上,磁场强度为

H =
r2-a2

2πr(b2-a2)I
, a≤r≤b

则磁感应强度为

B=μ0H =μ0(r2-a2)I
2πr(b2-a2)

, a≤r≤b

通过dr处单位长度的磁通为

dΦm=B·dS=μ0(r2-a2)I
2πr(b2-a2)dr

由于该磁通只与电流I'=
r2-a2

b2-a2I铰链,其相当的匝数为

N =
I'
I =

r2-a2

b2-a2

故总的磁链为
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Ψm=∫NdΦm=∫
b

a

μ0(r2-a2)2I
2πr(b2-a2)2dr

= μ0I
2π(b2-a2)2

1
4
(b4-a4)-a2(b2-a2)+a4lnb

a
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁
所以,空心长直导线单位长度的内自感为

L=
Ψm

I = μ0

2π(b2-a2)2
1
4
(b4-a4)-a2(b2-a2)+a4lnb

a
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

  【例题3-22】 半径为a 的长直实心圆柱导体通有均匀分布的电流I,另有一半径为b
的长直薄导电圆柱,其筒壁厚度可以忽略,筒壁也均匀分布电流I,电流的流向均沿轴线方

向。如果要求两种情况下,单位长度存储的能量相等,试求这两个圆柱体的半径之比。

解:
 

利用安培环路定理∮c
H·dl=I,长直实心圆柱导体周围的磁场为

H1=

Ir
2πa2eϕ, 0≤r≤a

I
2πreϕ, r>a

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

长直薄导电圆柱周围的磁场为

H2=
0, 0≤r≤a
I
2πreϕ,r>a

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  根据磁场能量的计算公式W m=
1
2

 

∫V
B·HdV=μ0

2
 

∫V
H2dV,单位长度实心圆柱导体存

储的能量为

W m1=μ0

2
 

∭V
H2
1dV=∫

a

0

μ0I2r2

8π2a42πrdr+∫
r∞

a

μ0I2

8π2r2
2πrdr=μ0I2

16π+μ0I2

4πln
r∞

a
单位长度薄导电圆柱存储的能量为

W m2=μ0

2
 

∭V
H2
2dV=∫

r∞

b

μ0I2

8π2r2
2πrdr=μ0I2

4πln
r∞

b

  如果W m1=W m2,则

μ0I2

16π+μ0I2

4πln
r∞

a =μ0I2

4πln
r∞

b
因此

lna
b =1/4

即

a
b =1.284

  【例题3-23】 一内外半径分别为a、b,长为l(l≫a,b)的同轴空气填充电容器,内外导

体间加恒定电流源,电流为I。现将此空气电容器垂直地部分浸入磁导率为μ,比重为ρm

的液体中。设电容器外面溶液的高度为h1(h1 也即从外面看电容器插入溶液的深度)不变,
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试求液体在电容器内上升的高度h。
解:

 

因为l≫a,b,根据安培环路定理,电容器内外导体间的磁场为

H =
I
2πreϕ, a<r<b

同轴电容器分为空气填充段与溶液填充段两部分,其长度分别为l-h-h1 及h1+h。由此

得到同轴电容器储存的磁场能量为

W m=
1
2

 

∭V
B·HdV=μ0

2
 

∫
b

a

I
2πr  

2

2πr(l-h-h1)dr+μ
2

 

∫
b

a

I
2πr  

2

2πr(h1+h)dr

=μ0I2(l-h-h1)
4π lnb

a +μI2(h1+h)
4π lnb

a
由于电流I恒定,故由虚位移法求得液体受到的磁场力为

F1=
∂W m

∂h |I=const=
(μ-μ0)I2

4π lnb
a

当电容器内液面达到平衡时,液体的重力Fg 应与F1 大小相等。Fg 为

Fg=π(b2-a2)hρmg
故有

(μ-μ0)I2

4π lnb
a =π(b2-a2)hρmg

因此,液体在电容器内上升的高度h 为

h=
(μ-μ0)I2

4π2(b2-a2)ρmg
lnb

a
  【例题3-24】 证明,在均匀磁介质内部,在稳定情况下磁化电流密度总是等于传导电

流密度的μ/μ0-1倍。
证明:

 

对于各向同性、线性的均匀磁介质,传导电流密度为

Jc=տ×H
而磁化电流为

Jm=տ×Pm=տ×χmH = μ
μ0

-1  տ×H

因此,磁化电流密度与传导电流密度的比值为

Jm

Jc
=

μ
μ0

-1  տ×H

տ×H =μ
μ0

-1

得证。

图3-14 例题3-25图

【例题3-25】 欲在一半径为a 的球上绕线圈,使在球内产生

均匀场,问线圈应如何绕法(即求绕线密度)。
解:

 

如图3-14所示,设球内外的磁场H 分别为

H1=ezC
H2=0

则球面上所需的面电流Js 为
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Js=en×(H1-H2)=-er ×H1=-Cer ×ez =eϕCsinθ
在绕线圈时,面电流Js 相当于“每米的安匝数”。故应有:

 

每米的匝数正比于sinθ。

3.3 主教材习题解答

【3-1】 设点电荷的运动速度为􀱆,证明磁感应强度B=μ0ε0􀱆×E,其中E 为点电荷产

生的电场强度。
证明:

 

以速度􀱆运动的点电荷q,可以看成一电流元,则

Idl=JdV=ρ􀱆dV=q􀱆

图3-15 习题3-2图

  故电流元的磁场为

B(r)=μ0

4π
Idl×R

R2 =μ0􀱆×q
4π

R
R2=μ0ε0􀱆×E

  【3-2】 在Oxy 平面有一宽度为 W 的无限长导电

板,其上电流密度为Js=J0ey,求Oxz 平面任一点的磁

感应强度,如图3-15所示。
解:

 

在空间取场点(x,z),在导电平板上x'位置取宽

度为dx'的细长电流,该细电流在场点产生的磁场为

dB=μ0dI
2πρ2

ey ×ρ= μ0J0dx'
2π[(x-x')2+z2]

ey ×[(x-x')ex +zez]

导电平板上的电流产生的总场为

B=∫dB=μ0J0

2π
 

∫
W
2

-
W
2

(-x+x')ez +zex

(x-x')2+z2
dx'

=μ0J0

4π
ezln

(x-W/2)2+z2

(x+W/2)2+z2
+2ex arctan

x+W/2
z -arctan

x-W/2
z  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁

  【3-3】 在真空中,电流分布如下,求磁感应强度。

J=0, 0≤ρ≤a

J=ρ
bez, a<ρ<b

Js=J0ez,ρ=b
J=0, ρ>b

  解:
 

由题意,电流具有轴对称分布,磁场也具有轴对称分布,因此磁场可用安培环路定

律计算。围绕z轴线作一半径为ρ的圆环,利用安培环路定律

∮B·dl=μ0I

等式左边

∮B·dl=Bϕ2πρ

等式右边
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I=

0, 0≤ρ≤a

∫
ρ

a

ρ
b
·2πρdρ=

2π(ρ3-a3)
3b

, a<ρ<b

∫
b

a

ρ
b
·2πρdρ+J0·2πb=

2π(b3-a3)
3b +2πbJ0,ρ≥b

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

因此有      Bϕ=

0, 0<ρ≤a

μ0(ρ3-a3)
3bρ

, a<ρ<b

μ0(
b3-a3

3b +bJ0)/ρ,ρ≥b

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

【3-4】 一个半径为a 的导体球带电量为q,当球体以均匀角速度ω 绕直径(z 轴)旋转

时,试求球心处的磁感应强度。
解:

 

由题意知,导体球的电荷面密度ρs=q/(4πa2),在球面上任取一点P,OP 与z 轴

之间的夹角为θ,则在P 点的线速度􀱆=ω×r=ωasinθeϕ,所以

JS =ρs􀱆= q
4πa2ωasinθeϕ =qωsinθ

4πa eϕ

把球面划分为无限小宽度的细圆环dl=adθ,则每个小细圆环在球心处产生的磁感应强

度为

dB= μ0a2sin2θJSdl

2(a2sin2θ+a2cos2θ)
3
2
ez =μ0qωsin3θ

8πa dθez

所以,

B=∫dB=μ0qω
8πaez∫

π

0
sin3θdθ=μ0qω

6πaez

  【3-5】 已知无限长导体圆柱半径为a,其内部有一半径为b 的圆柱形空腔,导体圆柱

的轴线与圆柱形空腔的轴线相距为c,如图3-16所示。若导体中均匀分布的电流密度为

J=J0ez,试求空腔中的磁感应强度。

图3-16 习题3-5图

解:
 

利用叠加原理,空腔中的磁感应强度为

B=B1+B2

其中B1 为电流均匀分布的实圆柱的磁感应强度;
 

B2 为与此圆柱形

空腔互补而电流密度与实圆柱的电流密度相反的载流圆柱的磁感

应强度。利用安培环路定律:
 

B1=μ0J0

2 ρ1eϕ1=
μ0J0

2 ez ×ρ1  

B2=-μ0J0

2 ρ2eϕ2=-μ0J0

2 ez ×ρ2

其中ρ1,ρ2 分别为从圆柱中心轴和圆柱空腔中心轴指向场点的矢量。因此

B=μ0J0

2 ez ×(ρ1-ρ2)=μ0J0

2 ez ×c

其中c为从圆柱中心轴指向圆柱空腔中心轴的矢量。
【3-6】 两个平行无限长直导线的距离为a,分别载有同向的电流I1、I2,求单位长度所
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受到的力。
解:

 

设两个导线的电流方向相同,导线1与z 轴重合,根据安培环路定律,其在导线2
处产生的磁感应强度为

B=μ0I1
2πaeϕ

导线2上的电流元I2dl2 受导线1的磁场力为

dF=I2dl2×B=ez ×eϕ
μ0I1I2dl2
2πa =-eρ

μ0I1I2dl2
2πa

导线2单位长度受力为

F=-eρ
μ0I1I2
2πa

  【3-7】 在圆柱坐标系中,已知电流密度为J=kr2ez(r
 

≤
 

a)。(1)求磁感应强度;
 

(2)证明տ×B=μ0J。
解:

 

(1)
 

求磁感应强度B。
方法一:

 

利用安培环路定律求B

∮H·dl=∮Hϕdl=2πrHϕ

I=∬S
J·dS=∬S

JzdS=∫
r

0
kr22πrdr=kπr4/2

所以

Bϕ =eϕμ0Hϕ =eϕ
μ0kr3

4
  方法二:

 

由տ×H=J 求解B
由于圆柱对称性,可知 Hϕ 仅为r的函数;

 

或者说,由于仅有z方向的J,则տ×H 仅有

旋度的z分量,而磁场仅有eϕ 分量,所以

տ×H =ez
1
r
∂
∂r
(rHϕ)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =ezkr2

得

1
rHϕ +

∂Hϕ

∂r =kr2

解此微分方程可得

Bϕ =μ0Hϕeϕ =eϕ
μ0kr3

4
  (2)

 

证明տ×B=μ0J。
在圆柱坐标系中,由于磁场仅有eϕ 分量,所以

տ×B=er
μ0

r
∂
∂r
(rHϕ)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -erμ0
∂Hϕ

∂z =ezμ0kr2

故

տ×B=μ0J
  【3-8】 一个沿z方向分布的电流为Jz=r2+4r(r

 

≤
 

a),求磁感应强度。
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解:
 

用安培环路定律求解。在r≤a 处的磁场为

2πrBϕ =μ0I'=μ0∬S'
J·dS'=μ0∫

r

0
(r'2+4r')2πr'dr'=μ02π

r4

4+
4r3

3  
所以

B=eϕμ0
r3

4+
4r2

3  
在r≥a 处的磁场为

2πrBϕ =μ0I=μ0∬S
J·dS=μ0∫

a

0
(r2+4r)2πrdr=μ02π

a4

4+
4a3

3  
所以

B=eϕμ0
a4

4+
4a3

3  r

  【3-9】 空心长直导体管的内半径为R0,管壁厚度为d,管中电流为I。试求空间(0≤
r<∞)中的磁感应强度B 和磁场强度H,并验证分别满足的边界条件。

解:
 

用安培环路定律求解,设电流I流出纸面

(1)
 

r<R0 时,B1=0,H1=0。
(2)

 

R0≤r<R0+d 时,半径为r的圆内的电流I'为

I'=
I

[π(R0+d)2-πR0
2]
(πr2-πR0

2)

则

B2=μ0H2

H2=eϕ
I(r2-R2

0)
2πr[(R0+d)2-R2

0]
当r≥R0+d 时,

B3=μ0H3

H3=eϕ
I
2πr

  验证边界条件:
 

在r=R0 界面上,有 H1ϕ=H2ϕ=0,故满足 H1t=H2t的边界条件。
在r=R0+d 界面上,

H2ϕ =
I

2π(R0+d)=H3ϕ

可见,

H2t=H3t

  【3-10】 无线长直电流I 垂直于磁导率分别为μ1(z
 

>0空间)、μ2(z<0空间)的两种

磁介质的分界面(z
 

=0),试求两种媒质中的磁感应强度B1 和B2。
解:

 

由安培环路定律,有

H =eϕHϕ =eϕ
I
2πr

利用边界条件 H1t=H2t,即 H1t=H2t=Hϕ,有
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z>0:B1=μ1H1=eϕ
μ1I
2πr

z<0:B2=μ2H2=eϕ
μ2I
2πr

  【3-11】 间距为d 的相互平行的无限大金属板,分别流过大小相同、方向相反的均匀电

流密度Js。设电流沿z轴方向,试求空间各处的磁场强度H。
解:

 

由于两块板都很大,因此,其电流密度Js都分布于两板的内侧,依据边界条件n×
H=Js=ezJs,例如对于下板,则有

ey ×H =-ezJs
所以

Hx =Js
由于板很大,板间磁场均匀分布,所以两板间磁场为

Hx =Js
两板之外H=0。

【3-12】 在x<0的半空间中充满磁导率为μ 的均匀介质,x>0的半空间为真空,如
图3-17所示。今有一电流沿z轴流动,求磁场强度H。

图3-17 习题3-12图

解:
 

利用安培环路定律,有

∮H·dl=πrHϕ1+πrHϕ2=I

且

B1=μ0H1, x>0
B2=μH2, x<0

利用边界条件B1n=B2n,有

Bϕ1=μ0Hϕ1=μHϕ2=Bϕ2

故

H =
eϕ

μ0I
π(μ0+μ)r

, x<0

eϕ
μI

π(μ0+μ)r
, x>0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

  【3-13】 已知圆柱坐标系中磁感应强度B 的分布为B=0(0<r<a),B=μ0
I
2πreϕ(r>b),

B=μ0I
2πr
[(r2-a2)/(b2-a2)]eϕ(a<r<b)。求空间各处的电流密度。

解:
 

(1)
 

求0<r<a 处的J。
由于在0<r<a 区域B=0,所以

J=0, 0<r<a
  (2)

 

求a<r<b处的J。
由于在a<r<b区域

Hϕ =
I
2πr

r2-a2

b2-a2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =F(r)
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所以

տ×H =ez
1
r
∂
∂r
(rHϕ)=ez

1
r
∂
∂r

I
2π
·r

2-a2

b2-a2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =ez

I
π
· 1
b2-a2=ezJz

故

J=ezJz =ez
I

π(b2-a2)
, a<r<b

  (3)
 

求r>b处的J。
由于在r>b区域:

  

Hϕ =
I
2πr

所以

տ×H =0
故

J=0, r>b
  【3-14】 证明在两种媒质界面上的磁化电流面密度为Jms=en×(M1-M2)。其中,en
的方向为从媒质2指向媒质1的单位法向矢量,M1、M2 分别为两种媒质的磁化强度。

证明:
 

考察两种不同导磁媒质的分界面,在媒质分界面上任意一点P 处,取一矩形回

路abcd,ab和cd 两边平行于分界面,长度Δl1 足够小,使得磁化强度在各处可视为相同。

令Δl2→0,根据∮M·dl=Im,当分界面上存在面磁化电流(磁化电流面密度Jms)时,则

有

∮M·dl=Mt1·Δl1-Mt2·Δl2=Im

Mt1-Mt2=
Im

Δl1
=Jm

写成矢量形式为

Jms=en×(M1-M2)

  【3-15】 由两层电导率不同的导体构成无限长同轴导电圆柱体,其中内层半径为R1,
外层半径为R2,内外导体的电导率分别为σ1、σ2,如图3-18所示。导体中总的轴向电流为

I,求导体圆柱内外的磁场分布。

图3-18 习题3-15图

解:
 

由于有两层电导率不同的导体,应先确定导体柱内的电

流分布,然后求B。在导体内电场只有z 分量,根据边界条件

E1z=E2z,所以两层导体中电场相同,设为Ez。于是两层导体中

的电流密度为

J1=σ1Ezaz,r<R1

J2=σ2Ezaz, R1 <r<R2

由I=∬S
J·dS=∬S

J1·dS1+∬S
J2·dS2=[πR2

1σ1+π(R2
2-

R2
1)σ2]Ez,得
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Ez =
I

πR2
1σ1+π(R2

2-R2
1)σ2

由此得到电流分布

J1=σ1Ezez =
σ1I

πR2
1σ1+π(R2

2-R2
1)σ2

ez

J2=σ2Ezez =
σ2I

πR2
1σ1+π(R2

2-R2
1)σ2

ez

利用安培环路定律,可求出圆柱内外的B。

当r<R1 时,∮B1·dl=2πrB1=μ0∬S
J1·dS1=μ0J1πr2,于是得

B1=eϕ
1
2μ0J1r=eϕ

μ0rσ1I
2[πR2

1σ1+π(R2
2-R2

1)σ2]
T

当R1<r<R2 时,∮B2·dl=2πrB2=μ0J1πR2
1+μ0J2π(r2-R2

1),于是得

B2=eϕ
μ0R2

1(σ2-σ1)I
2r[πR2

1σ1+π(R2
2-R2

1)σ2]
+ μ0rσ2I
2[πR2

1σ1+π(R2
2-R2

1)σ2]  
=eϕ

μ0R2
1(σ2-σ1)I+μ0r2σ2I

2r[πR2
1σ1+π(R2

2-R2
1)σ2]

T

当r>R2 时,有∮B3·dl=2πrB3=μ0I,于是得

B3=eϕ
μ0I
2πr T

  【3-16】 一根很细的圆铁杆和一个很薄的圆铁盘样品放在磁场B0 中,并使它们的轴与

B0 平行(铁的磁导率为μ)。求两样品的B、H 和磁化强度M。
解:

 

对于很细的圆铁杆样品,根据边界条件 H1t=H2t,有

H =H0=
B0

μ0
;

 

 B=μH =μB0

μ0

M =
B
μ0

-H =
1
μ0

μ
μ0

-1  B0

  对于很薄的圆铁盘样品,根据边界条件B1n=B2n,有

B=B0, H =
B
μ

=
B0

μ

M =
B
μ0

-H =
1
μ0

-
1
μ  B0

  【3-17】 设双传输线的半径为a,长度为l,间距为D,试求两线传输线的自感。
解:

 

根据安培环路定理和叠加原理,可求出双导线之间的平面上距离左边传输线为x
的任意一点的磁感应强度为

B(x)=μ0I
2π

1
x +

1
D-x  ey

穿过两导线之间轴线方向的外磁链为
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Ψ0=∫
D-a

a
B(x)·eyldx=μ0Il

2π
 

∫
D-a

a

1
x +

1
D-x  dx=μ0Il

πln
D-a
a

由此得到平行双线传输线的外自感为

L0=
Ψ0

I =μ0l
πln

D-a
a

而两根导线的内自感为

Li=2×μ0l
8π=μ0l

4π
故得平行双线传输线的自感为

L=Li+L0=μ0l
4π+μ0l

πln
D-a
a

图3-19 习题3-18图

  【3-18】 如图3-19所示,两个互相平行且共轴的

圆线圈,半径分别为a1,a2,中心相距为d。设a1≪d,
或者a2≪d。求两线圈之间的互感。

解:
 

dl1 与 dl2 之 间 的 夹 角θ=ϕ2-ϕ1,dl1=
a1dϕ1,dl2=a2dϕ2,以及

R=|r2-r1|=[d2+a2
1+a2

2-2a1a2cos(ϕ2-ϕ1)]1
/2

由纽曼公式得

M =μ0

4π
 

∮∮dl2·dl1
|r2-r1|

=μ0

4π
 

∮∮dl2dl1cosθ|r2-r1|

 =μ0

4π
 

∫
2π

0∫
2π

0

a1a2cos(ϕ2-ϕ1)dϕ2dϕ1

[d2+a2
1+a2

2-2a1a2cos(ϕ2-ϕ1)]1
/2

=μ0a1a2

2
 

∫
2π

0

cosθdθ
[d2+a2

1+a2
2-2a1a2cosθ]1

/2  

根据已知条件d≫a1,可进行近似

[d2+a2
1+a2

2-2a1a2cosθ]-1
/2 ≈ [d2+a2

2]-1
/2 1-

2a1a2cosθ
d2+a2

2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-1/2

≈ [d2+a2
2]-1

/2 1+
a1a2cosθ
d2+a2

2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

于是

M ≈ μ0a1a2

2 d2+a2
2

 

∫
2π

0
1+

a1a2cosθ
d2+a2

2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 cosθdθ= μ0πa2

1a2
2

2[d2+a2
2]3

/2

  【3-19】 利用磁场储存能量,确定具有内导体半径a 和一层很薄的外导体内半径b 的

空气同轴传输线的单位长度电感。
解:

 

用磁场能量储存,确定具有坚实的内导体半径a 和一层很薄的外导体内半径b 的

空气同轴传输线的单位管长电感。
假设电流在内导体流动并在外导体返回,磁场能量储存在每单位长度导体内

 

W'm1=
1
2μ0

 ∫
a

0
B2

ϕ12πrdr=μ0I2

4πa4

 

∫
a

0
r3dr=μ0I2

16π J
/m
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单位管长磁性能量储存在内外部导体之间的区域,

W'm2=
1
2μ0

 ∫
b

a
B2

ϕ22πrdr=μ0I2

4π
 

∫
b

a

1
rdr=μ0I2

4πln
b
a J

/m

因此有

L'=
2
I2
(W'm1+W m2')=μ0

8π+μ0

2πln
b
a H

/m

  【3-20】 一铁磁芯环,内半径为30cm,外半径为40cm,截面为矩形,高为5cm,相对磁

导率为500,均匀绕线圈500匝,电流强度为1A。分别计算磁芯中的最大和最小磁感应强

度,以及穿过磁芯截面的磁通量。
解:

 

在铁磁芯环中取半径为R 的同心圆环,对于该圆环回路利用安培环路定律,得
2πRHϕ =NI

Hϕ =
NI
2πR

B=eϕμ
NI
2πR

当R=30cm,磁感应强度最大,为

B=eϕμ
NI
2πR=eϕ

4π×10-7×500×500×1
2π×30×10-2 =0.1667T

当R=40cm,磁感应强度最小,为

B=eϕμ
NI
2πR=eϕ

4π×10-7×500×500×1
2π×40×10-2 =0.125T

穿过磁芯截面的磁通量为

Φm=∬B·dS=∫
0.4

0.3

μNIh
2πRdR=μNI

2πln
4
3

=2×10-7×500×500×0.05×0.2877

=7.2×10-4Wb
  【3-21】 在截面为正方形a×a,半径为R(R≫a)的磁环上,密绕了两个线圈,一个线

圈为m 匝,另一个为n 匝。磁芯的磁导率为μ。试分别近似计算两个线圈的自感及互感。
解:

 

近似认为密绕在磁环上的线圈无漏磁及磁环中磁场相等。
根据安培环路定律

∮H·dl=NI

式中N 为线圈匝数。取闭合回路沿磁环中心线,则磁环中

H =
NI
2πR

,B=μNI
2πR

由于R≫a,穿过磁环截面的磁通近似为

Φm=BS=Ba2=μa2NI
2πR

因此

Ψm
11=mΦm

1 =μa2m2I1
2πR

, L1=
Ψm
11

I1
=μa2m2

2πR
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Ψm
22=nΦm

2 =μa2n2I2
2πR

, L2=
Ψm
22

I2
=μa2n2

2πR

Ψm
21=nΦm

1 =μa2mnI1
2πR

, M =
Ψm
21

I1
=μa2mn
2πR

  【3-22】 两个长的矩形线圈,放置于同一平面上,长度分别为l1 和l2,宽度分别为w1

和w2,两个线圈最近的边之间的距离为S,如图3-20所示。设l1≫l2,l1≫S。

图3-20 习题3-22图

证明:
 

两线圈的互感为

M =μ0l2
2πln

S+w2

S 1+
w2

S+w1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

  设上边回路内的电流为I1,它在下边回路内的

r处产生的磁感应强度可以近似表示为

B=
I1μ0

2π
1
r -

1
r+w1  

与回路2相交链的磁链Ψ12 为

Ψ12=μ0I1l2
2π

 

∫
S+w2

S

1
r -

1
r+w1  dr=μ0I1l2

2π ln
S+w2

S -ln
S+w2+w1

S+w1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=μ0I1l2
2π ln

(S+w2)(S+w1)
S(S+w2+w1)

=μ0I1l2
2π ln

S+w2

S1+
w2

S+w1  
则

M12=
Ψ12

I1
=μ0l2
2πln

S+w2

S1+
w2

S+w1  
同样,可以对上边回路求出下边回路相同的值,即

M =M12=M21

  【3-23】 已知两个相互平行,间隔为d 的共轴线圈,其中一个线圈的半径为a(a≪d),
另一个线圈的半径为b,如图3-21所示。求两线圈的互感。

图3-21 习题3-23图

解:
 

设线圈C1 半径为b,其中的电流为I1,在轴线上d 处

产生的磁场为

B1= μ0I1b2

2(b2+d2)3/2

因d≫a,可认为B1 在C2(半径为a)包围的面积上是均匀的,
所以Ψ 的近似值为

Ψ12=B1S2= μ0I1b2

2(b2+d2)3/2πa
2

根据互感系数的定义,得

M =
Ψ12

I1
= μ0πa2b2

2(b2+d2)3/2

  【3-24】 一无限长直导线与一半径为a 的圆环共面,圆环圆心到直导线的距离为
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d(a≪d),如图3-22所示。求直导线与圆环之间的互感。(提示:
 

用圆环产生的矢量位在

直导线回路的磁通计算更为方便)
解:

 

因为满足d≫a 的条件,此题以半径为a 的小圆环作为磁偶极子,用磁偶极子的矢

量磁位A 求互磁通,再求互感。设小圆环中的电流为I,已知磁偶极子的矢量磁位为(选用

球坐标系,原点在O 点)

Aϕ =μ0Pm

4πr2
sinθ

式中Pm=πIa2 为磁偶极矩,sinθ=sin90°=1(因为圆环和直导线共面,所以θ=90°);
 

r2=
d2+z2。

所以

Aϕ = μ0Ia2

4(d2+z2)
小圆环与长直导线间的互磁通Φ12 为

Φ12=∮A·dl=∫
+∞

-∞
Azdz=∫

+∞

-∞
Aϕcosϕdz=2∫

+∞

0

μ0Ia2

4(d2+z2)
d

d2+z2
dz=μ0Ia2

2d

则互感M12 为

M12=
Φ12

I =μ0a2

2d
  【3-25】 在上题中,假设长直导线的电流为I1,线圈的电流为I2,试证明:

 

两电流间的

相互作用力为 Fm=μ0I1I2(secα-1)。α 是圆环对直线最接近圆环的点所张的角,如

图3-22 习题3-24和习题3-25图

图3-22所示。
解:

 

用安培力公式dF=I2dl2×B1 计算。将

圆环置于xOz 平面,取dl2=adϕ'eϕ 在dl2 处,由
直导线电流I1 产生的磁感应强度B1 为

B1= μ0I1
2π(d+acosϕ')

ey

元电流I2dl2 受力为

dF=I2dl2×B1= μ0I1I2adϕ'
2π(d+acosϕ')

er

其中,a=dsinα,dF 在x 轴上的分量dFx 为

dFx =μ0I1I2acosϕ'dϕ'
2π(d+acosϕ')

=μ0I1I2
2π 1-

d
d+dsinαcosϕ'  dϕ'

=μ0I1I2
2π 1-

1
1+sinαcosϕ'  dϕ'

则

Fx =μ0I1I2
2π

 

∫
π

0
21-

1
1+sinαcosϕ'  dϕ'

查积分表,可得上式积分为
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Fx =μ0I1I2
π ϕ'-

2
1-sin2α

arctan 1-sinα
1+sinα

tanϕ'2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

π

0

=μ0I1I2 1-
1
cosα  =μ0I1I2(1-secα)

由于有0≤α≤π/2,secα≥1,1-secα≤0,即若I1 方向向上,I2 方向顺时针旋转,则Fx 为-ex

方向,是吸力;
 

若I2 方向相反,则Fx 为ex 方向,是斥力。但其总大小

Fx =μ0I1I2(secα-1)

dF 在y 轴上的分量dFy 为

dFy =μ0I1I2asinϕ'dϕ'
2π(d+acosϕ')

则

Fy =μ0I1I2
2π

 

∫
2π

0

asinϕ'
d+acosϕ'

dϕ'=-μ0I1I2
2π

[ln(d+acosϕ')]2π0 =0

即圆环所受的合力为F=exFx,也即直导线与圆环相互作用力F 的大小为

Fx =μ0I1I2(secα-1)

  【3-26】 设一无限长直细导线与一矩形回路共面,其尺寸及电流方向如图3-23所示,
其中电流单位为 A,D、b、a 单位均为 m。试利用虚位移法计算直导线和矩形回路之间

的力。

图3-23 习题3-26图

解:
 

设向下为沿x 向,长直细导线与一矩形回路之

间的互感为

M21=
1
I1

 ∫
b+D

D

μ0I1
2πxadx=μ0a

2πln
b+D

D
由于M12=M21,则系统的互感能量为

W21=2·
1
2M21I1I2  =μ0a

2πln
b+D

D I1I2

由于自感能量不变,所以,利用虚位移法磁场对矩形回路的作用力为

Fx =I1I2
dW21

dD I=const.
=- μ0abI1I2
2πD(b+D) N

  此力为沿-ex 方向,即两回路表现为引力。

3.4 典型考研试题解析

【考研题3-1】 (北京交通大学2000年)半径为R 的小球面上有沿eϕ 方向流动的均匀

面电流,其密度为Js,求球心处的磁感应强度矢量B。
解:

 

根据毕奥-萨伐尔定律,面分布电流产生的磁场为

B=μ0

4π
 

∬S'

Js(r')×eR

R2 dS'

在球坐标系下,Js(r')=Jseϕ,eR=-er,dS'=r2sinθdϕdθ,故

B=μ0

4π
 

∬S'

Jseϕ ×(-er)
r2

r2sinθdϕdθ=-
Jsμ0

4π
 

∫
2π

0∫
π/2

-π/2
eθsinθdθdϕ
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将积分转换到直角坐标系下得

B=-
Jsμ0

4π ex∫
2π

0
cosϕdϕ∫

π/2

-π/2
eθsinθcosθdθ+

 ey∫
2π

0
sinϕdϕ∫

π/2

-π/2
eθsinθcosθdθ-ez∫

2π

0
dϕ∫

π/2

-π/2
eθsin2θdθ 

=ez
Jsμ0

4
 

∫
π/2

-π/2
(1-cos2θ)dθ=ez

Jsμ0π
4

  【考研题3-2】 (北京邮电大学1999年)试用两种方法计算同轴电缆传输线单位长度的

电感。假设内导体的外直径为2a,外导体的内直径为2b,外导体的厚度可以忽略,同轴线

由理想介质和理想导体构成。
解:

 

假设同轴线通过的电流为I,理想介质的磁导率为μ。根据安培环路定理,磁场的

分布为

H =

Ir
2πa2eϕ, r≤a

I
2πreϕ, a<r<b

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

  方法一:
 

单位长度同轴线的磁场能量为

W m=∭V

1
2μH2dV=

1
2μ0∫

a

0

Ir
2πa2  

2

2πrdr+
1
2μ∫

b

a

I
2πr  

2

2πrdr=μ0I2

16π+μI2

4πln
b
a

根据W m=
1
2LI

2,得

L=
2W m

I2
=μ0

8π+μ
2πln

b
a

  方法二:
 

穿过同轴线单位长度的磁通为

dΦ=B·dS=

μ0Ir
2πa2dr, r≤a

μI
2πrdr

, a<r<b

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

  在r≤a 区域,铰链的电流为I'=
r2I
a2 ,在r处穿过单位长度的磁链积分元为

dΨ =μ0Ir3

2πa4dr

穿过单位长度的磁链

Ψ0=∫
a

0

μ0Ir3

2πa4dr=μ0I
8π

  在r>a 区域,铰链的电流为I,故单位长度的磁链为

Ψ1=∫
b

a

μI
2πrdr=μI

2πln
b
a

根据Ψ=Ψ0+Ψ1=LI得

L=
Ψ
I =μ0

8π+μ
2πln

b
a
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  【考研题3-3】 (电子科技大学2007年)两个自感分别为L1 和L2 的单匝长方形线圈

放置在同一平面内,线圈的长度分别为l1 和l2(l1≫l2),宽度分别为w1 和w2,两个线圈中

分别通有电流分别为I1 和I2。两线圈的距离d≪l1,如图3-24所示。

图3-24 考研题3-3图

求:
 

(1)
 

两线圈间的互感;
 

(2)
 

系统的磁场能量。
解:

 

(1)
 

由于两线圈的距离很近,并且l1≫l2,故线圈2处的磁场

可以看作是两根相距为w1,电流方向相反的无限长直导线(线圈1)产
生的磁场,即

B=μ0I1
2π

1
r-w1

-
1
r  eϕ

  因此,两线圈的互感为

M =
Ψ12

I1
=
1
I1

 ∫
d+w1+w2

d+w1
Bl2dr=μ0l2

2π
 

∫
d+w1+w2

d+w1

1
r-w1

-
1
r  dr

=μ0l2
2πln

(d+w1)(d+w2)
d(d+w1+w2)

  (2)
 

系统的磁场能量为

W m=
1
2L1I21+

1
2L2I22+MI1I2

  【考研题3-4】 (电子科技大学2005年)无限长直导线附近有一共面的矩形线框,尺寸

为a×b,与直导线相距为c。试求:
 

(1)
 

直导线与线框之间的互感;
 

(2)
 

若线框平面绕直导线旋转θ角度,试说明直导线与线框之间的互感有无变化。
(3)

 

若线框平面绕自身的中心轴旋转θ 角度,试说明直导线与线框之间的互感有无

变化。
解:

 

(1)
 

设直导线中的电流为I,则有

B=μ0I
2π
·1
reϕ

Ψ =μ0bI
2πln

a+c
c

故长直导线与线框之间的互感为

M =
Ψ
I =μ0b

2πln
a+c
c

  (2)
 

当线框平面绕直导线旋转θ角度时,穿过线框的磁通没有发生变化,因此,直导线

与线框之间的互感无变化。
(3)

 

当线框平面绕自身的中心轴旋转θ角度时,穿过线框的磁通发生变化,故直导线与

线框之间的互感有变化。
【考研题3-5】 (电子科技大学2006年)磁介质在外磁场作用下产生磁化的物理机制是

什么? 磁化介质一般具有什么样的宏观性质?
解:

  

磁介质在外磁场作用下产生磁化的物理机制是:
 

在外磁场的作用下,磁介质中的

分子磁矩按一定方向有序排列,并产生附加磁场。磁介质受到磁化后会出现宏观电流,即磁



110  

化电流。
【考研题3-6】 (北京邮电大学2002年)有一半径为a 的圆盘,带电荷Q。绕其中心以

角速度ω 旋转。求其中心处的磁感应强度B。

解:
 

根据题意,电荷密度为ρs=
Q
πa2,I=

dq
dt=

ρsdS
dt =ρs

rdrdϕ
dt =ρsrωdr。

如图3-25所示,dl=rdϕeϕ,根据毕奥-萨伐尔定律,电流在圆盘中心处产生的磁场为

B=μ0

4π
 

∬S'

Idl×eR

R2 =μ0

4π
 

∬S'

Idl×(-er)
r2

=ez
μ0

4π
 

∫
a

0∫
2π

0
ρsωdϕdr

=ez
μ0a
2ρsω=ez

μ0ωQ
2πa

图3-25 考研题3-6图

       
图3-26 考研题3-7图

 

【考研题3-7】 (北京理工大学2004年)半径为R 的无限长圆柱体内有一半径为r 的

平行圆柱形空洞,两圆柱的轴线相距为a,如图3-26所示,今有电流I 沿轴线方向流动并在

横截面上均匀分布。试求:
 

(1)
 

圆柱轴线上的磁感应强度B1;
 

(2)
 

空洞轴线上的磁感应强度B2;
 

(3)
 

证明空腔内是均匀场。

解:
 

将半径为r的小圆柱体视为同时具有体电流密度分别为±
I

π(R2-r2)
的电流分布,

则可以利用叠加原理求解两轴线上的磁场。

(1)
 

设半径为R 的无限长大圆柱体上的电流密度为Js1=
I

π(R2-r2)
,根据安培环路定

理,则其在大圆柱轴线上产生的磁场为零。半径为r的无限长空洞圆柱体上的电流密度为

Js2=-
I

π(R2-r2)
,则其上电流为I'=-

Ir2

R2-r2
。根据安培环路定理,它在大圆柱轴线上

产生的磁场为

H1=
I'
2πaeϕ =-

Ir2

2πa(R2-r2)
eϕ

  圆柱轴线上的磁感应强度B1 为
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B1=- μIr2

2πa(R2-r2)
eϕ

  (2)
 

设半径为r的无限长空洞圆柱体上的电流密度为-
I

π(R2-r2)
,其在空洞轴线处产

生的磁场为零。半径为R 的无限长大圆柱体上的电流密度为 I
π(R2-r2)

,根据安培环路定

理,它在空洞轴线处产生的磁场为

H2=
I″
2πaeϕ' =

1
2πa

Iπa2

π(R2-r2)
eϕ' =

Ia
2π(R2-r2)

eϕ'

则空洞轴线上的磁感应强度B2 为

B2=
Iμ0a

2π(R2-r2)
eϕ'

  (3)
 

设空洞内一点到无限长大圆柱体轴线的距离为ρ,则到空洞轴线的距离为ρ'。则

根据叠加原理

H =
1
2πρ

JS1πρ2eϕ +
1
2πρ'

JS2πρ'2eϕ' =
Iρ

2π(R2-r2)
eϕ -

Iρ'
2π(R2-r2)

eϕ'

=
I(ρeϕ -ρ'eϕ')
2π(R2-r2)

=
Iez ×a

2π(R2-r2)
因此空洞轴线上的磁感应强度B 为

B= μ0Iez ×a
2π(R2-r2)

a为从大圆柱轴心指向空洞轴线的距离矢量。显然,该磁场为常数,因此空洞内为均匀

磁场。
【考研题3-8】 (北京邮电大学2002年)
(1)

 

已知静电场的E=ex3yz+ey(3xz-6y2)+3xyez,求其电位;
 

(2)
 

已知圆柱(半径为a)中沿轴向的电流密度为J=kr2ez(r≤a)。试用两种方法求出

圆柱内的磁场强度。

解:
 

(1)
 

տ×E=տ×[ex3yz+ey(3xz-6y2)+3xyez]=

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

3yz 3xz-6y2 3xy

=0

因此,该场是保守场,积分与路径无关。设点(0,0,0)为零电位参考点,则电位为

φ(x,y,z)=∫
(0,0,0)

(x,y,z)
E·dl=∫

(0,0,0)

(x,y,z)
[3yzdx+(3xz-6y2)dy+3xydz]=-9xyz+2y3

因为տ·E=-12y=ρ
ε0
,ρ=-12yε0,又տ2φ=12y=-

ρ
ε0
,ρ=-12yε0,因此电位得到

验证。
(2)

 

方法一:
 

利用安培环路定理求解。设电流沿z轴,取半径为r的圆环,则

由∮c
H·dl=∬S

J·dS 得
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∮c
Heϕ·rdφeϕ =∫

2π

0∫
r

0
kr2ezrdϕdr

即

2πrH =
2π
4kr

4

所以

H =
1
4kr

3eϕ

  方法二:
 

利用矢量磁位求解。
由于

տ2A=-μ0J=
-μ0kr2ez,r≤a
 
0, r>a 

在圆柱坐标系下,对上式分解得

1
r
d
drrddrAz
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =-μ0kr2

  求其特解得

A(r)=μ0k
16
(a4-r4)

A(r)沿ez 方向,因此

H =
1
μ0

տ×Azez =
1
μ0

տAz ×ez =-
1
4r3

ker ×ez =
1
4kr

3eϕ

  【考研题3-9】 (南京航空航天大学2008年)铁质的无限长圆管中通过电流I,圆管内

外半径为a 和b,已知铁的导磁率为μ,试求:
 

(1)
 

r<a,a≤r≤b,r>b三个区域内的磁场强度;
 

(2)
 

r=a,r=b处的磁化面电流密度(束缚电流密度)。
解:

 

(1)
 

根据安培环路定理,r<a 时,I1=0,H1=0。

当a≤r≤b时,由∮c
H2·dl=∬S

J·dS 得

∮c
H2eϕ·dleϕ =∫S

Jez·dSez

即

2πrH2=
Iπ(r2-a2)
π(b2-a2)

, H2=
I(r2-a2)
2πr(b2-a2)eϕ

  当r>b时,

I3=0,H3=
I
2πreϕ

  (2)
 

磁化强度:
 

Pm=χmH2= μ
μ0
-1  H2= μ

μ0
-1  I(r2-a2)

2πr(b2-a2)eϕ

当r=a 时:
 

Jsa =Pm×(-er)=0
  当r=b时:
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Jsb =Pm×er = μ
μ0

-1  I
2πbeϕ ×er =-ez

μ
μ0

-1  I
2πb

  【考研题3-10】 (北京邮电大学2009年)无限长真空螺线管,每单位长度上紧密n 匝

(螺线管外磁场可忽略不计),匝半径为a,求该螺线管单位长度上的自感。

解:
 

设螺线管通有电流I,根据安培环路定理∮c
H·dl=∬S

J·dS,由于螺线管外磁场可

忽略不计,管内磁场可视为均匀并沿螺线管轴向,则对于螺线管单位长度有

H =nI
所以磁链为

ψm=nBS=μ0n2Iπa2

因此,螺线管单位长度上的自感为

L=ψm

I =μ0n2πa2

  【考研题3-11】 (北京邮电大学2010年)空气中4根半径为a 的无限长导线1,2,3,4,

图3-27 考研题3-11图

其轴线分别与x 轴上的x=0,x=b,x=2b,x=3b点垂直相交,
如图3-27所示。导线1,2形成回路1,导线3,4形成回路2,求
两平行双线回路单位长度的互感。

解:
 

设电流I沿z方向,如图3-27所示,平行双线传输线在

空间任意点产生的矢量磁位为

Az =μ0I
2πln

r-

r+  
  设线间距离都远大于a,因此,回路1的电流在回路2上的3线及4线上的点产生的矢

量磁位分别为

AM =ez
μ0I
2πln

b
2b  =ez

μ0I
2πln

1
2  

AN =ez
μ0I
2πln

2b
3b  =ez

μ0I
2πln

2
3  

  沿回路2单位长度上作一矩形积分回路,则回路1的电流在回路2单位长度上产生的

磁通为

Φm12=∮l2
A12·dl=AM -AN =μ0I

2πln
1
2  -μ0I

2πln
2
3  =μ0I

2πln
3
4

故互感为

M =
Φm12

I =μ0

2πln
3
4

  【考研题3-12】 (清华大学2003年)标量磁位是在什么条件下引入的?
解:

 

在J=0,即不存在传导电流的区域,根据安培环路定理得տ×H=0。可见,此时磁

场无旋,根据矢量恒等式տ×տφ=0,因此可以引入H=-տφm,其中φm 称为标量磁位。通

过标量磁位可以计算不存在传导电流区域的磁场。
【考研题3-13】 (北京理工大学2006年)如图3-28所示,无限长直导线上有直流电流
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I0,附近有一共面的矩形导线回路。求:
 

图3-28 考研题3-13图

(1)
 

矩形回路通过的磁通量;
 

(2)
 

长直导线与矩形回路的互感;
 

(3)
 

若将电流改成I=I0sinωt,且已知矩形导线回路的电

阻为R,求矩形回路上的感应电流。

解:
 

(1)
 

根据安培环路定理∮c
H·dl=I0=2πrHϕ,得

Hϕ =
I0
2πr

故矩形回路的磁通量为

Φm=∬
a+c

c
B·dS=μ0I0

2π
 

∫
a+c

c

1
r
·bdr=μ0I0b

2πln
a+c
c

  (2)
 

长直导线与矩形回路的互感为

M =
Φm

I0
=μ0b
2πln

a+c
c

  (3)
 

若将电流改成I=I0sinωt,且已知矩形导线回路的电阻为R,矩形回路的感应电动

势为

U=-
dΦm

dt =-μ0I0b
2πln

a+c
c

d(sinωt)
dt =-

ωμ0I0b
2π lna+c

c cosωt

故矩形回路上的感应电流为

I=
U
R =-

ωμ0I0b
2πR lna+c

c cosωt

  【考研题3-14】 (武汉理工大学2007年)有一个磁场为

B=ex(-y)+ey(x)
求磁力(磁感)线方程。

解:
 

磁场的方向即磁力(磁感)线的切线方向,于是

B×dl=0
即

[ex(-y)+ey(x)]×[exdx+eydy+ezdz]=0
所以

-ydy-xdx=0
积分得

y2=-x2+C
  【考研题3-15】 (北京邮电大学2007年)同轴电缆的内外导体半径分别为a、b,传输

TEM波,内外导体间填充的介质参量为ε、σ、μ,试求该同轴电缆:
 

(1)
 

单位长度的电容;
 

(2)
 

单位长度的电感;
 

(3)
 

单位长度的漏电导。
解:

 

考察单位长度,设漏电流为I,则媒质中电场E 的方向沿径向,利用微分形式的欧

姆定律,
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E=
Jr

σ =
I
2πrσ

则内外导体的电压为

U0=∫
b

a
Edr=∫

b

a

I
2πrσdr=

I
2πσln

b
a

故单位长度的漏电导为

G=
I
U0

=
2πσ

lnb
a

利用静电比拟,单位长度的电容为

C=
Q
U0

=
2πε

lnb
a

  假设轴线电流为I0,则根据安培环路定理

∮c
H·dl=I0=2πrHϕ

Hϕ =
I0
2πr

故单位长度内外导体间的磁通量为

Φm=∬S
B·dS=μI0

2π
 

∫
b

a

1
r
·dr=μI0

2πln
b
a

因此,单位长度的外自感为

M =
Φm

I0
=μ
2πln

b
a

  考虑到单位长度导线的内自感为

Li=μ
8π

故同轴电缆单位长度的总电感为

L=μ
2πln

b
a +μ

8π

  【考研题3-16】 (北京理工大学2006年)一直流场源的远区矢量磁位为

A=eϕ
μ0m
4πr2

sinθ

其中r,θ为球面坐标。
(1)

 

判断此场源的形式(即名称);
 

(2)
 

求远区磁场B;
 

(3)
 

证明A 满足库仑规范(即տ·A=0)。
解:

 

(1)
 

该场源为磁偶极子。
(2)

 

在球坐标系下
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B=տ×A=
1

r2sinθ

er reθ rsinθeϕ

∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂ϕ

0 0 sin2θμ0m
4πr

=
1

r2sinθ
er

μ0m
4πrsin2θ+eθsin2θμ0m

4πr  

=er
μ0m
2πr3

cosθ+eθsinθμ0m
4πr3

  (3)
 

在球坐标系下

տ·A=
1

rsinθ
∂Aϕ

∂ϕ
=
1

rsinθ
∂
∂ϕ

μ0m
4πr2

sinθ  =0
所以A 满足库仑规范。

【考研题3-17】 (北京邮电大学2001年)对于同轴线(内外导体半径分别为a、b,填充

空气介质),除利用Φm=∬S
B·dS 求磁通,然后求其单位长度的电感L0 之外,请用另外两

种方法求出L0 表达式。
解:

 

方法一,在填充空气介质的情况下,同轴线的特性阻抗为

ZC =η0
2πln

b
a

其中η0= μ0/ε0,又根据无耗传输线理论,传输线的特性阻抗为

ZC =
L0

C0

而行波的速度(光速)为c=1/ L0C0=1/ μ0ε0,因此

L0=ZC/c=η0
2πln

b
a μ0ε0 =μ0

2πln
b
a

  方法二,根据长直载流导线产生的矢量磁位A 的表达式

Az =μ0I
2πln

r0
r  

可以将同轴线的电流集中在轴线上,故对于单位长度的同轴线有

Φm=∮l2
A·dl=μ0I

2πln
r0
a  -μ0I

2πln
r0
b  =μ0I

2πln
b
a  

所以单位长度的电感L0 为

L0=
Φm

I =μ0

2πln
b
a  

图3-29 考研题3-18图

  【考研题3-18】 (北京邮电大学2012年)一根无

限长直导线与半径为a 的圆环共面,圆环圆心到直导

线的距离为d(d≫a),如图3-29所示。求直导线与圆

环之间的互感。
解:

 

由于d≫a,因此半径为a 的载流小圆环可以

等效为磁偶极子。选取球坐标系,O 为原点,设小环中

的电流为I,则磁偶极子的矢量磁位为
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A= μ0

4πr2
m×er =μ0Ia2sinθ

4r2
eϕ

因为长直导线与圆环共面,因此θ
 

=
 

90°。又因为r2=d2+z2,所以

Aϕ = μ0Ia2

4(d2+z2)
则圆环的矢量磁位在长直导线回路产生的磁通为

Φ12=∮l
A·dl=∫

∞

-∞
Azdz=∫

∞

-∞
Aϕcosϕdz

=2∫
∞

0

μ0Ia2

4(d2+z2)
d

d2+z2
dz=μ0Ia2

2d

所以,直导线与圆环之间的互感为

M12=
Φ12

I =μ0a2

2d
  【考研题3-19】 (北京邮电大学2013年)如图3-30所示,在r0 处有一沿z轴方向流动

的无限长均匀电流丝,求该电流丝产生的磁矢位与电磁场。

图3-30 考研题3-19图

解:
 

设电流丝的电流沿z 方向,大小为I。由图3-30
可知,观察点到电流丝的垂直距离为

r'=|r-r0|
  取圆柱坐标系,选取源点(r0,z')和场点(r,z)如图3-30
所示,则

Az =μ0I
4π

 

∫
L
2

-L
2

dz'
[r'2+(z-z')2]1/2

=μ0I
4πrln

[r'2+(L/2-z)2]1/2+(L/2-z)
[r'2+(L/2+z)2]1/2-(z+L/2)  

因此,对于无限长的均匀电流丝L→∞,其产生的磁矢位为

A=Azez ≈ez
μ0I
4πln

L
r'  

2

=ez
μ0I
2πln

L
r'  

即

A=ez
μ0I
2πln

l0
r'  =ez

μ0I
2πln

l0
|r-r0|  

其中l0 为矢量磁位A 的零点参考距离。

图3-31 考研题3-20图

根据安培环路定律,或者B=տ×A,无限长的均匀

电流丝产生的磁场为

B=eϕ
μ0I
2πr'=eϕ

μ0I
2π|r-r0|

  【考研题3-20】 (北 京 邮 电 大 学2014年)求如

图3-31所示的平行双线传输线与底边平行且共面的等

腰三角形回路间的互感系数M。
解:

 

先求电流I在等腰三角形回路产生的磁通ψ1。
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根据电流I在距离r处产生的磁感应强度B=μ0I
2πreϕ,则

ψ1=∬S
B·dS=μ0I

2π∫
d+c+b

d+c

2h
xdx

而

h=(x-d-c)tan(β/2)
所以

ψ1=μ0Itan(β/2)
π ∫

d+c+b

d+c

x-d-c
x dx=μ0Itan(β/2)

π b-(d+c)lnd+c+b
d+c

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

同理,电流-I在等腰三角形回路产生的磁通ψ2 为

ψ2=
-μ0Itan(β/2)

π ∫
c+b

c

x-c
x dx=μ0Itan(β/2)

π b-clnc+b
c

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

  因此,平行双线传输线在等腰三角形回路间产生的磁通为

ψ=ψ1+ψ2=μ0Itan(β/2)
π clnc+b

c -(d+c)lnd+c+b
d+c

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=μ0Itan(β/2)
π cln

(c+b)(d+c)
c(d+c+b)-dlnd+c+b

d+c
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

故平行双线传输线与底边平行且共面的等腰三角形回路间的互感系数为

M =ψ
I =μ0tan(β/2)

π cln
(c+b)(d+c)
c(d+c+b)-dlnd+c+b

d+c
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

  【考研题3-21】 (北京邮电大学2015年)某空气填充的同轴传输线沿z轴放置,其内导

体半径为a,薄的外导体半径(不计外导体厚度)为b,导体材料的相对磁导率为1。假设电

流I在内导体沿z轴方向均匀流过,并通过外导体沿-z轴方向流回。
(1)

 

计算同轴线内外各区域的磁场强度矢量分布;
 

(2)
 

证明两个分界面处(r=a,r=b)的磁场强度满足相关边界条件;
 

(3)
 

分析该同轴线单位长度的电感。
解:

 

(1)
 

根据安培环路定理,磁场的分布为

H =

Ir
2πa2eϕ,r<a

I
2πreϕ, a<r<b

0, r>b

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  (2)
 

在r=a 处,H=
I
2πaeϕ,即 Ha1ϕ=Ha2ϕ。由于r=a 处界面上没有面电流分布,因

此分界面两侧切向磁场相等。

由于不计外导体厚度,因此在r=b处电流以面电流形式分布,并且面电流密度为 I
2πb

。

而 Hb1ϕ=
I
2πb

,Hb2ϕ=0,因此,Hb1ϕ-Hb2ϕ=
I
2πb

,在分界面上存在面电流的情况下,分界面

两侧的切向磁场发生了跳变。
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(3)
 

穿过同轴线单位长度的磁通为

dΦ=B·dS=

μ0Ir
2πa2dr,r<a

μI
2πrdr

, a<r<b

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

  在r≤a 区域,铰链的电流为I'=
r2I
a2 ,在r处穿过单位长度的磁链积分元为

dΨ =μ0Ir3

2πa4dr

穿过单位长度的磁链

Ψ0=∫
a

0

μ0Ir3

2πa4dr=μ0I
8π

在r>a 区域,铰链的电流为I,故单位长度的磁链为

Ψ1=∫
b

a

μI
2πrdr=μI

2πln
b
a

根据Ψ=Ψ0+Ψ1=LI,求得同轴线单位长度的电感为

L=
Ψ
I =μ0

8π+μ
2πln

b
a

  【考研题3-22】 (北京邮电大学2021年)考虑线性和非线性介质的情况,如何理解磁场

强度H、磁感应强度B 与自由电流、磁化电流之间的关系? 可用公式表达并分析说明。
解:

 

磁场的积分和微分方程为

∮c
H·dl=∫s

J·dS

∮s
B·dS=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 , 

տ×H =J
տ·B=0 

 

Pm=χmH

H =
B
μ0

-Pm

B=μ0(1+χm)H =μ0μrH =μH

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

磁场强度H 和B 是由自由电流和磁化电流共同激发产生的。在线性介质中,H 和B 呈正

比关系,磁场H 的环量和旋度只与自由电流有关,但是一般情况下在非线性介质中H 和B
与自由电流和磁化电流都有关。在线性、均匀、各向同性的介质中,H 只与自由电流有关。


