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1.1 ������

1.1.1 n �����	�

����������

	
�
����	



{
a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2,
(1.1.1)

���	

 (1.1.1) ����� x2, � a22 � a12 

����	 (1.1.1) ��

��	
����	
�Æ��
��Æ�	
����

(a11a22 − a12a21)x1 = b1a22 − a12b2.


����� x1, �

(a11a22 − a12a21)x2 = a11b2 − b1a21.

� a11a22 − a12a21 �= 0, Æ	

 (1.1.1) ���


x1 =
b1a22 − a12b2

a11a22 − a12a21
, x2 =

a11b2 − b1a21

a11a22 − a12a21
. (1.1.2)

�	 (1.1.2) ������
���	

 (1.1.1) �����������

� 4 �������	

 (1.1.1)�������Æ�Æ� (��������

�) �������� ∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ (1.1.3)
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�� a11a22 − a12a21, �� �����. �

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21, (1.1.4)

�� a11, a12, a21, a22 �������� ��; �� aij ������ i �� �

�, �������� i������� j �� ��, �������� j ���

� (1.1.3) ������������������� ����, ������

������������ ����; a11a22 − a12a21 �������� �(�

���). �����������������Æ��	���������

Æ��	��	���

�	������
��� (1.1.2) � x1, x2 ��

���	����

��� ∣∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣ = b1a22 − a12b2,

∣∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣ = a11b2 − b1a21.

�	

D =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ , D1 =

∣∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣ , D2 =

∣∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣ ,
Æ� (1.1.2) ���	

x1 =
D1

D
=

∣∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
, x2 =

D2

D
=

∣∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
.

������
�
�����

���	������ D �����

(1.1.1) ����	������� (�� �����), x1 ��
 D1 �	��

� b1, b2 	� D � x1 ��� a11, a21 �	������� x2 ��
 D2 �	�

�� b1, b2 	� D � x2 ��� a12, a22 �	�������

� 1.1.1 �����������{
3x1 − 2x2 = −3,

2x1 + x2 = −2.

� ��

D =

∣∣∣∣∣ 3 −2

2 1

∣∣∣∣∣ = 3 − (−4) = 7 �= 0,
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����������

D1 =

∣∣∣∣∣ −3 −2

−2 1

∣∣∣∣∣ = −3 − 4 = −7, D2 =

∣∣∣∣∣ 3 −3

2 −2

∣∣∣∣∣ = −6 − (−6) = 0.

���������

x1 =
D1

D
=

− 7

7
= −1, x2 =

D2

D
=

0

7
= 0.

������Æ��������

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3,

(1.1.5)

�	�
��

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.1.6)

�������� a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 −
a12a21a33, ��Æ�
��� �(�� ���������).

������Æ�
������� 1.1 �	����Æ
�	�����

	��Æ
������
���������������Æ
�
��		

��
Æ

�����
���������
�����Æ
�
��		


��

	���	���Æ�
�����

� 1.1
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��

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
, D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
, D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

������Æ��� D1, D2, D3 ��������� D �= 0����� (1.1.5)

������

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, x3 =

D3

D
. (1.1.7)

� 1.1.2 �������

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −4

−1 2 −3

−2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

� ������Æ��

D = 1 × 2 × 1 + 2 × (−3) × (−2) + (−4) × (−1) × 2−
(−4) × 2 × (−2) − 1 × (−3) × 2 − 2 × (−1) × 1

= 2 + 12 + 8 − 16 + 6 + 2 = 14.

� 1.1.3 ���� ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 3 x

4 9 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

� �����Æ����

D = 3x2 + 4x + 18 − 9x − 2x2 − 12

= x2 − 5x + 6.

� x2 − 5x + 6 = 0 �� x = 2 � x = 3.

�	��������Æ����
�	Æ�������
���	��

�������
� n �����

�� n ����
���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn,

(1.1.8)
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������Æ������������Æ������� n ������

(1.1.8) ��������

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.1.9)

��

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 · · · a1n

b2 a22 · · · a2n

...
...

...

bn an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, · · · , Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · b1

a21 a22 · · · b2

...
...

...

an1 an2 · · · bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

���������� (1.1.8)������ (1.1.9)� n����, Æ�����

	
�����(1) D =? (2)� D �= 0,��� (1.1.8)����
�� (3)���

� (1.1.8) ��
���	������ xj =
Dj

D
(j = 1, 2, · · · , n)? �����

������	��	�
�	
�
����	
�

��
 n������
�������
�
���������	��

��	� n ��������

1.1.2 ��������

� n ���� 1, 2, · · · , n �



����
����� j1j2 · · · jn ��


� n ���, �� 123, 132, 213, 231, 312, 321����� 3 ����

������ n ����� n! ��

��������������
���Æ�
������Æ�����

���
�����������
� ��. 
� n �����������

����� ���. n ��� j1j2 · · · jn ������ τ(j1j2 · · · jn).

��������	��
�� 1 2 · · · n ����� 0, ��
�� n ��

��������
����
�

�� n ��� j1j2 · · · jn, � j1 ���� jn−1 ���
���������

������� k1, k2, · · · , kn−1, Æ��������

τ(j1j2 · · · jn) = k1 + k2 + · · · + kn−1.

�� 5 ��� 53421, �����

τ(53421) = 4 + 2 + 2 + 1 = 9.
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����� 53421����Æ����������� 52431,Æ�����

���

τ(52431) = 4 + 1 + 2 + 1 = 8.

������������� ���, ���������� ���.

��������Æ������������������������

�������� ��.

�� 1.1.1 ��������������

�� ���	�������
�

� n ��� j1j2 · · · js−1kljs+2 · · · jn, �	���� j1j2 · · · js−1lkjs+2 · · · jn.

����	 k, l �Æ�������
�������������� k, l �Æ

����� k < l ���	��Æ�� 1 ����� k > l ���	��Æ��

	������
��� 1 	��� 1, ����������

��	�

	��	�
�

� n ��� j1 · · · jpki1 · · · isljq · · · jn, �	���� j1 · · · jpli1 · · · iskjq · · · jn.

��

��������	���	�������	��
���� l �	

s + 1 �	��������

j1 · · · jplki1 · · · isjq · · · jn,

��	��� k �	 s �	��������

j1 · · · jpli1 · · · iskjq · · · jn.


��	 2s + 1 �	�������
����
�������
�� 2s + 1

��������	� k � l �����	�����
� �

� 1.1.4 �� 3�452���� 6 ������� 1 � 6 Æ� � ���	�

�����

� ������
 1 � 6 
���Æ� � �������������


�����������
����
����������� 1.1.1, ��


1 � 6 ������
������

���
 1 ��� 1 � � ����
 6 ��� 2 � � ����� 314526,

Æ

τ(314526) = 2 + 0 + 1 + 1 + 0 = 4.


�� 314526 �������� 1.1.1, ��
 1 � 6 ������
����

364521.

�	�������������������� n ����	�
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1.1.3 n �������

������Æ���������������Æ��Æ�����

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

(1.1.10)

�����

(1) � (1.1.10) 	���
����Æ�����Æ����	���Æ�

���

����
������� (1.1.10)	���
�
��������

� a1j1a2j2a3j3 , �����	
��� (��) ��������� 123, 
	�

��� (��) �� j1j2j3, 	� 1, 2, 3 Æ�
����������Æ	���

������� 6 ������ (1.1.10) 	��
 6 ��

(2) ��
���������������
�����	�	����

�������Æ������� 123, 231, 312,��
�������Æ���

���� 132, 213, 312,��������������������
� (−1)τ ,

	� τ ��������
�


��Æ�������
�

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
j1j2j3

(−1)τ(j1j2j3)a1j1a2j2a3j3 ,

	�
∑

j1j2j3

�
� 1, 2, 3 Æ�
���Æ	�� j1j2j3 
��

���������������
����

�� 1.1.1 �� n2 ����� n � n ����

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

��������� n ������� n! ��������� (−1)τ , 	���
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�� n ����, ��∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · ·anjn
. (1.1.11)

��
∑
� 1, 2, · · · , n ��� n ��� j1j2 · · · jn ��� τ(j1j2 · · · jn) ���

j1j2 · · · jn ������ aij (i, j = 1, 2, · · · , n) ����	�� i ��� j ���


�	 (1.1.11)�	�� n!
���	������
 a1j1a2j2 · · · anjn
�� n�

��	��� �����, �� ���. 

���	�����������

n ��
���� (−1)τ(j1j2···jn) ����
 a1j1a2j2 · · · anjn
� ���	, ��

	�
�Æ��
�
�� j1j2 · · · jn ����� n ���	���� det(aij).

��������Æ�����������Æ�����Æ������

����������Æ������������Æ�	
��	���
�

(1.1.11)���	�����	������Æ��������Æ������

�Æ�
����������
 n = 1 	������ |a| = a, ������

����
	��

��������
���

����	�� n �	�����

�


��
Æ�	���

�	�����
���
���
����
�

����	
��
���� 1.1.1 ��	���
����
�������

	���	�����	��
��
������
���	��
���

����
�����
��� 12 · · ·n (������ 0), ��
���
��

i1i2 · · · in, ����������∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
i1i2···in

(−1)τ(i1i2···in)ai11ai22 · · · ainn.

1.1.4 ��������

�� n ��������������������������

	 1.1.5 ��

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1

λ2

. . .

λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ1λ2 · · ·λn;
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D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1

λ2

. .
.

λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 λ1λ2 · · ·λn.

�� ������������������� D2 �� λ1λ2 · · ·λn ��

�������� 0, ��

D2 = (−1)tλ1λ2 · · ·λn,

�� t ��� n(n − 1) · · · 2 1 ������

t = (n − 1) + (n − 2) + · · · + 2 + 1 =
n(n − 1)

2
.

�

D2 = (−1)
n(n−1)

2 λ1λ2 · · ·λn. �

���� D1 �� ������, D2 �� ������.

� 1.1.6 ��������

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11

a21 a22

...
...

. . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · ·ann.

�� 	�� j > i �� aij = 0, � D ����� 0 ��	 aiji
���
�

ji � i, � j1 � 1, j2 � 2, · · · , jn � n.

�
���� j1j2 · · · jn ���	�����������	�� 1 2 · · ·n.



 D����� 0�������� a11a22 · · ·ann.����	 (−1)τ(12···n) =

(−1)0 �
�



D = a11a22 · · · ann. �

� 1.1.7 �

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1m

...
...

am1 · · · amm

0 · · · 0
...

...

0 · · · 0

c11 · · · c1m

...
...

cn1 · · · cnm

b11 · · · b1n

...
...

bn1 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,
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D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1m

...
...

am1 · · · amm

∣∣∣∣∣∣∣∣
, D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 · · · b1n

...
...

bn1 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

�� D = D1D2.

�� � D = det(dij), ��

dij = aij , i = 1, 2, · · · , m; j = 1, 2, · · · , m;

dm+i,m+j = bij , i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · , n;

dm+i,j = cij , i = 1, 2, · · · , m; j = 1, 2, · · · , m.

����

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d11 · · · d1m 0 · · · 0
...

...
...

...

dm1 · · · dmm 0 · · · 0

dm+1,1 · · · dm+1,m dm+1,m+1 · · · dm+1,m+n

...
...

...
...

dm+n,1 · · · dm+n,m dm+n,m+1 · · · dm+n,m+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
��������

d1r1 · · · dmrm
dm+1,rm+1 · · · dm+n,rm+n

.

��� i � m, j > m �� dij = 0, �� r1, · · · , rm ��� 1, · · · , m �����

��������	 0, �� r1, · · · , rm � 1, · · · , m ����� rm+1, · · · , rm+n

��� m + 1, · · · , m + n ������ D ����	������
�	

a1p1a2p2 · · ·ampm
b1q1 · · · bnqn

,

�� pi = ri, qi = rm+i −m,� l 	�� p1 · · · pm(m+ q1) · · · (m+ qn) �����


 t, s ������ p1p2 · · · pm � q1q2 · · · qn ������� l = t + s. ��

D =
∑

p1p2···pm

∑
q1q2···qn

(−1)la1p1a2p2 · · · ampm
b1q1b2q2 · · · bnqn

=
∑

p1p2···pm

(−1)ta1p1a2p2 · · · ampm

∑
q1q2···qn

(−1)sb1q1b2q2 · · · bnqn

= D1D2. �


