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前 言

  《高考数学培优40讲》是一套诞生于新高考时代,面向数学培优的教辅作品.
自2017年教育部实行新课程标准以来,我国高中数学的教学和考试发生了根本性的变化.

新课程标准明确提出将“学科素养”作为培养人、选拔人的最重要指标,无论是教学还是考试都

贯穿“基础性、综合性、创新性和应用性”四大特征,这意味着未来的数学考题,将从偏重经验归

纳,转向加强思维品质考查,加强考查思维的灵活性,发挥数学学科的高考选拔功能.如何在教

学中渗透对数学思维的培养? 这对广大教师和学生提出了新的要求.

2019年起新教材在部分省市被陆续使用.由于各地教学规划不同,近几年出现了新教材新

高考、老教材老高考、新教材老高考等多种教学现状,这无疑进一步增加了教学备考的复杂度.
与此同时,数学高考也从过去的多省市独自命题,逐步转向教育部统一命题.随着山东省、江苏

省、浙江省等一大批高考强省陆续加入全国卷的队伍,高考大军竞争异常激烈.
在过去的两年中,我们团队的老师们深入全国10多个省份,陆续为接近100所重点高中作

了300多场数学培优讲座.在与广大一线师生的交流中,很多教师最关心的问题就是:“未来高

考会怎么考,我们的数学课堂该如何教,高考培优应该讲什么?”由此可见,在新的时代背景下,

如何能组织好教学过程,真正的培养出国家需要的人才让学生具备较高的数学素养进而在高考

中脱颖而出,成为了最核心的问题.
这套书最大的亮点就是完全出自教学实践.由于我们的课程是面向数学功底较好的学生开

展进行,所以在300多场讲座中经历了无数次教师和学生之间、学生和学生之间的思想交锋.甚

至在一些互动交流过程中,出现了学生和老师分成不同阵营,相互辩论的场面.而每一次的交流

辩论都让我们更加接近数学解题的本质,更加明白数学培优课程应该讲什么、怎么讲.所以书中

的内容既包含了团队老师的辛勤付出,也包含了很多一线教师和数学尖子生的集体智慧.综上

所述,本套图书的内容不是一蹴而就的,它经历了原创研发———教学实践———反思优化,再教学

实践———反思优化……这样一个又一个的轮回,在这样螺旋式上升的迭代过程中,内容的质量

与实用性都达到了我们前所未有的高度.
本套图书的另一大亮点便是其深邃的思想性,主要体现在以下几个方面:

1.启迪智慧,知所以然

好的教育永远都不是告知,而是启发引导.在本套讲义的编写过程中充分尊重了这一规律,

例如通过分而治之的策略拆分函数实现不等式证明时,我们没有止步于题目本身的解答,而是
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设置了一系列的问题进行反思,甚至陪同读者一起走过错路与弯路,在知识的探索与内化过程

中,这些都是必经之路,通过抛出一系列的问题,引导学生的思维步步深入,达到知其然也知其

所以然的境界.

2.深入本质,返璞归真

比勤奋更重要的是深度思考的能力,在纷繁复杂的题目背后抽丝剥茧或追本溯源以接近问

题的本质,这是数学精神,也是在书中带领并帮助读者习得的一项能力.例如在解析几何的开

篇,讲义一针见血地点明了数与形的辩证关系,即以形助数和以数化形,抓住这一本源如同获取

一把钥匙.大道至简,衍化至繁,本套图书一直在通往道的层面上前进不息.

3.引申触类,远见卓识

在学习过程中,有纵向的“深”与横向的“伸”两个维度,本书兼顾这两个维度并加以挖掘和

拓展.在许多例题后面设置了探究总结等版块,引申出了更多的定理与推论,它们将带领读者进

入一个更广阔的领域.

4.高数视角,知己知彼

会当凌绝顶,一览众山小.当我们身处高一级的层面,再反观原有的层面时,我们会发现问

题的布局或背景等原来看不到的事物.本书中有的内容,例如泰勒展开、极点极线等专题就是在

高等数学的视角下来俯视问题,进入命题人的思维,这样真是知己知彼,百战不殆.
《高考数学培优40讲》共含《函数与导数》《解析几何》《三角、向量、数列、不等式与复数》以

及《立体几何与概率统计》四本分册.从初稿到出版,我们不断在教学实践中调整、完善,历经了

四个版本的迭代,积极采纳各方意见,数易其稿.同时,为了满足部分尖子生的学习需要,我们在

内容编写的过程中,有选择的加入了一定比例的清北强基考试题目.这部分题目与高考题目相

结合,呈现出更加完整且富于变化的知识体系,对培养数学思维能力和综合能力大有裨益.
在本书的创作过程中,团队的老师们付出了很多,感谢张宏卫、余臣、孙光磊、李艳丽、张潇

等各位老师的不懈努力,也感谢清华大学出版社给予的大力支持.
路漫漫其修远兮,吾将上下而求索.
在追求教学创新和培优精进的道路上,注定没有尽头.限于编写水平有限,书中错漏难免.

欢迎各位读者帮我们纠正错误,我们也将在后续版本中不断修订、调整.

张永辉   

2022年8月  
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第1讲

函数的性质及延拓

函数是贯穿整个中学数学的一根主线,其内容包括两个方面:性质和图像.其中,函数

的概念、定义域、值域、解析式、奇偶性、单调性、周期性是函数性质的重要组成部分,也是

高考重点考查的知识,函数的图像主要包括基本初等函数的图像及图像变换,函数知识

的外延主要结合在方程(零点)、不等式等方面.处理这两类问题的主导思想是转化,其

转化的方向为借助函数的图像与性质求解.在转化的路径上,我们研发了函数解题思维

“∞”图(如图所示).

数量关系包括等量关系和不等量关系,它是数学的核心研究对象.从形式上看,函

数方程(零点)呈现的是等量关系,函数不等式呈现的是不等量关系.处理数量关系的

本质是建立数量关系的模型.函数这部分的重要数学思想是转化思想,将函数、方程、

不等式问题转化为函数图像和函数性质求解.从更大范围来讲,学好函数是整个数学

学习的基石,在数学的其他分支上都需要用函数的思想方法来处理问题.
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1.1 对称性及延拓

  函数对称性是函数奇偶性的延伸,函数奇偶性是函数对称性的特例.和为定值2a的两个

自变量通过函数f 作用产生的函数值恒相等,则fx  为轴对称函数,其图像关于x=a对称;

若通过函数f 作用产生的函数值之和恒为定值2b,则为中心对称函数,函数图像关于点

a,b  对称,否则不具有对称性.
于是,函数y=fx  的图像关于点A a,b  对称的充要条件是f x  +f2a-x  =2b;

函数y=fx  的图像关于直线x=a对称的充要条件是f a+x  =fa-x  ,或fx  =

f2a-x  .
由此可知,两个自变量之和为定值是函数具有对称性的前提条件,即必要条件,这是判断

函数对称性的首要着眼点.

   1.1 已知函数fx  =1+2
x+1

2x+1+sinx
在区间 -k,k  k>0  上的值域为 m,n  ,则

m+n=    .

考虑函数fx  在区间 -k,k  上的值域,该区间是一个对称区间,而奇函数

在对称区间上的最值之和为0,因此转化原函数为“奇+常”模型,利用奇函数的上述性质

解题.

f -x  +fx  =1+2
-x+1

2-x+1+sin -x  +1+2
x+1

2x+1+sinx=1+
2

1+2x-sinx+

1+2
x+1

2x+1+sinx=2+
2x+1+2
1+2x =4.

所以f -x  +fx  -4=0,f -x  -2+fx  -2=0.
令gx  =fx  -2,则gx  +g -x  =0,g -x  =-gx  ,所以gx  为奇函数,奇函数

在对称区间上的最值之和为0,所以gx  在区间 -k,k  k>0  上的最值之和为m-2+n-2=

0,即m+n=4.

 已知fx  = 1
ax-1+

1
2  x2+bx+6(a,b为常数,a>1)且flglog81000  =8,

则flglg2  =    .

lglog81000=lglog23103=lglog210=lg 1lg2=-lglg2
,所 以 f -lglg2  =

flglog81000  =8.

     函数与导数
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f -x  +fx  = 1
a-x-1+

1
2  x2-bx+6+ 1

ax-1+
1
2  x2+bx+6

= ax

1-ax+
1
2  x2+ 1

ax-1+
1
2  x2+12=12.

所以flglg2  +f -lglg2  =12,flglg2  =12-f -lglg2  =12-8=4.

 函数f x  =
2 3x +9x+lg 900x2+100-30x  

8 x +1
的最大值与最小值之和为

    .

fx  =
2 3x +9x+lg 900x2+100-30x  

8 x +1

=
8 x +9x+lg10× 9x2+1-3x    

8 x +1

=
8 x +1+9x+lg 9x2+1-3x  

8 x +1

=1+
9x+lg 9x2+1-3x  

8 x +1 .

令gx  =
9x+lg 9x2+1-3x  

8 x +1
,易知9x+lg 9x2+1-3x  为奇函数,8 x +1为偶函

数,所以g x  为奇函数,f x  -1为奇函数,则f x  max-1+f x  min-1=0,f x  max+

f x  min=2.

 1.2 已知函数fx  x∈R  满足f -x  =2-fx  ,若函数y=x+1
x

与y=fx  图

像的交点为 x1,y1  ,x2,y2  ,…,xm,ym  ,则∑
m

i=1
xi+yi  = (  ).

A.0       B.m       C.2m       D.4m

函数fx  x∈R  满足f -x  =2-fx  ,得到y=fx  关于点 0,1  对称,函

数y=x+1x
经过化简也可以得到关于点 0,1  对称,由此可知两个函数的交点关于 0,1  对称,

根据点的对称性,就可以得到∑
m

i=1
xi+yi  的值.

因为函数fx  满足f -x  =2-fx  ,即函数fx  满足f -x  +fx  =2,

所以y=fx  关于点 0,1  对称.

又函数y=x+1x
等价于y=1+1x

,则函数y=x+1x
也关于点 0,1  对称,所以函数y=x+1x

与y=fx  图像的交点 x1,y1  ,x2,y2  ,…,xm,ym  也关于点 0,1  对称,故交点 x1,y1  ,

第1讲 函数的性质及延拓
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x2,y2  ,…,xm,ym  成对出现,即m 为偶数,且每一对点都关于点 0,1  对称,故∑
m

i=1
xi+yi  =

(x1+x2+…+xm)+(y1+y2+…+ym)=0+m
2

·2=m.故选B.

 已知函数fx  =x3-3x2+x+54
,则∑

2023

k=1
f k
1012  的值为    .

∑
2023

k=1
f k
1012  =f 1

1012  +f 2
1012  +…+f20231012  

=f 1
1012  +f 2

1012  +…+f2- 2
1012  +f2- 1

1012  .
fx  +f2-x  

=x3-3x2+x+54+ 2-x  3-3 2-x  2+ 2-x  +54

=x3-3x2+x+52+C
0
323+C1322 -x  +C232 -x  2+

C33 -x  3-3x2+4-4x  +2-x

=x3-3x2+x+52+8-12x+6x
2-x3-3x2-12+12x+2-x

=12.

所以∑
2023

k=1
f k
1012  =12×2023×12=20234 .

 函数fx  = x
x+1+

x+1
x+2+

x+2
x+3+

…+x+2022x+2023
的图像的对称中心为    .

fx  = x
x+1+

x+1
x+2+

x+2
x+3+

…+x+2022x+2023

=1- 1
x+1+1-

1
x+2+1-

1
x+3+

…+1- 1
x+2023

=2023- 1
x+1+

1
x+2+

1
x+3+

…+ 1
x+2023  ,

  f -2024-x  =2023- 1
-2023-x+

1
-2022-x+

1
-2021-x+

…+ 1
-1-x  

=2023+ 1
2023+x+

1
2022+x+

1
2021+x+

…+ 1
1+x  

=2023+ 2023-fx    

=4046-fx  ,

则f -2024-x  +fx  =4046,所以函数fx  的图像的对称中心为 -1012,2023  .
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 1.3 函数fx  =x
2-x+1

x2+x+1
的最大值与最小值之积为    .

思路一:首先对fx  变形处理,得

fx  
分离常数

→1- 2x
x2+x+1

分子常数化
→1- 2

x+1x+1
,

再通过对勾函数的值域求fx  的值域.

思路二:fx  的表达式很有规律,f -x  正好是其倒数,因此可思考fx  取得最大值与最

小值时自变量的关系.

fx  =x
2-x+1

x2+x+1=1-
2x

x2+x+1.

当x=0时,f0  =1;当x≠0时,fx  =1- 2

x+1x+1
.

又x+1x+1≥3
或x+1x+1≤-1

,所以1
3≤fx  <1或1<fx  ≤3.

综上可得1
3≤fx  ≤3,所以f x  max·f x  min=1.

f -x  ·fx  =x
2+x+1

x2-x+1
·x2-x+1
x2+x+1=1

,fx  取到最大值和最小值的情形,恰

好其自变量互为相反数,因此,由fx  ·f -x  =1,不难知f x  max·f x  min=1.

 fx  =x
2-2023x+20222

x2+2023x+20222
的最大值和最小值之积为    .

f x  ·f -x  =x2-2023x+20222
x2+2023x+20222

·x2+2023x+20222
x2-2023x+20222=1

,且f x  =1-

4046x
x2+2023x+20222.

当x=0时,fx  =1;当x≠0时,fx  =1- 4046

x+2023+2022
2

x

.

当x=-2022时,fx  取最大值;当x=2022时,fx  取最小值.

故f x  max·f x  min=f -2022  ·f2022  =1.

 1.4 (2017江苏赛区复赛2)若函数fx  = x2-1  x2+ax+b  对任意的x∈R均

满足fx  =f4-x  ,则fx  的最小值为    .

由题意可得fx  的对称轴为x=2,又知±1为函数零点,因此3和5也是函数
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的零点,至此得出函数解析式,为一个最高次数为4的多项式,接下来可利用换元法降次,并用

配方法求出最值.

由题意可得fx  的对称轴为x=2.

已知函数有两个零点1和-1,由对称性可得3和5也是函数的零点.所以

fx  = x-1  x+1  x-3  x-5  

= x+1  x-5    x-1  x-3    
= x2-4x-5  x2-4x+3  .

令t=x2-4x,则t≥-4,所以ft  =t-5  t+3  =t2-2t-15=t-1  2-16.
当t=1时,有最小值f t  min=-16.故填-16.

 函数fx  =ax2+bx+c(a≠0)的图像关于直线x=-b
2a

对称.据此可推测,对任意的

非零实数a,b,c,m,n,p,关于x的方程m fx    2+nfx  +p=0的解集都不可能是(  ).

A.1,2  B.1,4  C.1,2,3,4  D.1,4,16,64  

方程m fx    2+nfx  +p=0若有四个不同解,则可根据二次函数的图像的

对称性知道四个不同的解中,有两个解的和与余下两个解的和相等,可以由此判断.

设关于fx  的方程m fx    2+nfx  +p=0有两个解,即fx  =t1 或fx  =t2.

而fx  =ax2+bx+c的图像关于x=-b
2a

对称,因此fx  =t1 或fx  =t2 的两个解

也关于x=-b
2a

对称,所以若有4个不同解,则有两个解的和与余下两个解的和应相等.而

选项D中4+16
2 ≠1+642

,故选D.

1.2 单调性及延拓

  一切不等式的问题都是函数问题,因此在函数中的不等式问题往往转化为函数问题去求

解,借助函数的性质,尤其是单调性来转化,从而将函数符号“f”去掉.
本类问题需把握两点:一是要把原不等式转化为f △  >f □  (其中不等号还可以为

≥,<,≤)的模型;二是要判断函数fx  的单调性,再根据函数的单调性将抽象函数不等式

中的函数符号“f”去掉,得到具体的不等式(组)来求解.

   1.5 已知函数fx  =x3+3x,对任意的m∈ -2,2  ,f mx-8  +f2x  <0恒成

立,则正实数x的取值范围是    .

     函数与导数



7    

首先利用fx  的单调性把不等式中的函数符号“f”去掉,得到一个含参数m的不等

式,问题转化为此不等式恒成立,求x的取值范围.此时可用更换主元与辅元,求出x的取值范围.

由题意知fx  =x3+3x为奇函数且在R上单调递增.

由f mx-8  +f2x  <0可得f mx-8  <-f2x  =f -2x  ,所以 mx-8<-2x,即

mx-8+2x<0,m∈ -2,2  .

令g m  =x·m+2x-8,则
g -2  =-2x+2x-8<0

g2  =2x+2x-8<0 ,又因为x 为正实数,故g m  <0

恒成立等价于2x+2x-8<0.
令hx  =2x+2x-8,则hx  为增函数,且h2  =0,所以2x+2x-8<0的解集为0<x<

2,即x的取值范围是0<x<2.

函数不等式常见的三种形式

函数不等式问题常以如下三种形式出现:一是已知函数性质(单调性﹑奇偶性),求解函

数不等式;二是已知函数解析式,分析函数性质,从而求解函数不等式;三是构造函数解析式,

研究函数的性质,求解函数不等式.不管是哪一类形式,其根本方向是通过函数单调性去转化

为不等关系,求解不等式.这是核心方向同时也是问题的突破口.

   已知函数fx  =2023x+log2023 x2+1+x  -2023-x+2,则关于x的不等式

f3x+1  +fx  >4的解集为(  ).

A.- 1
2023

,+�  B. -13
,+�  C. -12

,+�  D. -14
,+�  

令gx  =fx  -2=2023x+log2023 x2+1+x  -2023-x,则

g -x  =2023-x+log2023 x2+1-x  -2023x

=-2023x+log2023
1

x2+1+x  +2023-x
=- 2023x+log2023 x2+1+x  -2023-x  
=-gx  .

所以gx  是奇函数,易知gx  在R上单调递增.

由f3x+1  +fx  >4可得g3x+1  +gx  >0,所以3x+1+x>0,解得x>-14.

故选D.

 已知函数f(x)=f(-x)+2sinx,又当x≥0时,f'(x)≥1,则关于x的不等式

f(x)≥f π
2-x  + 2sinx-π4  的解集为(  ).
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A.π4
,+�





  B.-π4

,+�




  C.-�,π

4 



 D.-�,-π4 






突破口在于利用形式上的对称来构造函数,研究函数的性质,并借助函数的单

调性转化为不等关系,求解不等式.

f(x)≥f π
2-x  + 2sin x-π4  ,即 f x  ≥f π

2-x  +sinx-cosx=
f π
2-x  +sinx-sin π2-x  ,所以fx  -sinx≥f π

2-x  -sin π2-x  .
设g(x)=f(x)-sinx,则所求的式子转化为g(x)≥g π

2-x  .由f(x)=f(-x)+2sinx,

可知f(x)-sinx=f(-x)-sin(-x),g(x)=g(-x),于是判断出gx  为R上的偶函数.
当x≥0时,g'(x)=f'(x)-cosx≥f'(x)-1≥0,则g(x)在区间[0,+∞)上单调递增.又

gx  为R上的偶函数,所以g(x)在区间 -∞,0  上单调递减.

因为所求的式子转化为g(x)≥g π
2-x  ,所以得到 x ≥ π

2-x
,解得x≥π4.故选A.

 已知函数fx  =12x
2-e

x-1
ex+1

,若f4-m  -f m  ≥8-4m,则实数m 的取值

范围为    .

根据条件进行转化,构造函数gx  =fx  -12x
2=-e

x-1
ex+1

,研究函数gx  的

奇偶性和单调性,利用函数的性质进行转化求解.

因为f x  =12x
2-e

x-1
ex+1

,设g x  =f x  -12x
2=-e

x-1
ex+1

,则g -x  =

-e
-x-1
e-x+1=-

1-ex
1+ex=

ex-1
ex+1=-gx  ,即gx  是奇函数.

又gx  =-e
x-1
ex+1=-

ex+1-2
ex+1 =-1+ 2

ex+1
,则gx  在 -∞,+∞  上为减函数.

因为fx  =12x
2+gx  ,所以f4-m  -f m  ≥8-4m,等价于1

2 4-m  2+g4-m  -

g m  -12
·m2≥8-4m,即 g 4-m  -g m  +8-4m≥8-4m,g 4-m  -g m  ≥0,

g4-m  ≥g m  .
又gx  在 -∞,+∞  上为减函数,所以4-m≤m,解得m≥2.
所以实数m 的取值范围是 2,+∞  .故填 2,+∞  .

 1.6 已知fx  =xx ,若对任意的x≥1有fx+m  +mfx  <0恒成立,则实数

m 的取值范围是(  ).

A.-∞,-1     B.-∞,-1     C.-∞,-2     D.-∞,-2  
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fx+m  +mfx  <0⇒fx+m  <-mfx  ,研究fx  =xx 的单调性,分

类讨论得到m 可能的取值范围后,设法去掉函数f的符号,得到一个含参不等式,然后分析使

此不等式恒成立的参数的取值范围.

由fx  =xx =
x2, x≥0

-x2,x<0 可得fx  为R上单调递增的奇函数.

当x≥1时,fx+m  +mfx  <0恒成立,即fx+m  <-mfx  恒成立.

当m=0时,不等式左边为正数,右边为0,显然不成立;当m>0时,不等式左边为正数,右

边为负数,显然不成立;当m<0时,-m>0,所以fx+m  <-mfx  =f -mx  .

由单调性可得x+m< -mx,1- -m  x+m<0,需满足
1- -m≤0①

1- -m+m<0②







 ,解①式

得m≤-1,整理②式得1+m< -m.故当m≤-1时也满足②式,所以不等式组的解集为m

≤-1,即实数m 的取值范围是 -∞,-1  .故选B.

 设f(x)是定义在 R 上的奇函数,且当x≥0时,f x  =x2,若对任意的x∈

t,t+2  ,不等式fx+t  ≥2fx  恒成立,则实数t的取值范围是(  ).

A.2,+∞  B.- 2,-1  ∪ 0,2  
C. 2,+∞  D.0,2  

由题意可得fx  =
x2, x≥0

-x2,x<0 ,fx  在R上单调递增,且2fx  =f 2x  ,

所以fx+t  ≥2fx  =f 2x  在 t,t+2  上恒成立.

由fx  的单调性可得x+t≥ 2x,即x≤ 1+ 2  t,所以t+2≤ 1+ 2  t,解得t≥ 2,则

实数t的取值范围是 2,+∞  .故选C.

 1.7 已知可导函数f(x)的导函数为f'(x),f(0)=2023,若对任意的x∈R,都有

f(x)>f'(x),则不等式f(x)<2023ex 的解集为(  ).

A.(0,+∞) B.1e2
,+∞  C.-∞,1e2  D.(-∞,0)

要想求f(x)<2023ex 的解集,则fx  <2023ex⇒f
(x)
ex <2023.构造函数g(x)=

f(x)
ex
,则g(0)=2023,这样原不等式转化为g(x)<g(0),然后再根据g(x)的单调性化简不等

式求解.

令g(x)=f(x)
ex
,所 以 g'(x)=f'(x)-f(x)

ex <0,g(x)单 调 递 减,g(0)=

第1讲 函数的性质及延拓
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f(0)
e0 =2023.

因此,fx  <2023ex⇒f
(x)
ex <2023⇒g(x)<g(0)⇒x>0.故选A.

 已知可导函数f(x)的导函数为f'x  ,若对任意的x∈R,都有f(x)-f'(x)>

1.且f(x)-2022为奇函数,则不等式f(x)-2021ex>1的解集为(  ).

A.-∞,0  B.0,+∞  C.-∞,e  D.e,+∞  

根据题意构造F x  =fx  -1
ex

,结合已知条件,讨论其单调性,再将不等式

f(x)-2021ex>1转化为Fx  >F0  ,即可利用单调性求解.

根据题意,构造F x  =fx  -1
ex

,则F'(x)=f'x  -f(x)+1
ex <0,故F x  在

R上单调递减.

又fx  -2022为R上的奇函数,可得f0  -2022=0,即f0  =2022,则F0  =2021.
不等式f(x)-2021ex>1等价于Fx  >2021=F0  ,又因为Fx  是R上的单调减函数,

故解得x<0.故选A.

 函数fx  是定义在 0,+∞  上的函数,f0  =0,且在 0,+∞  上可导,f'x  

为其导函数,若xf'x  +fx  =ex x-2  且f3  =0,则不等式fx  <0的解集为(  ).

A.0,2  B.0,3  C.2,3  D.3,+∞  

构造函数gx  =xfx  ,利用导函数的单调性,转化为简单的不等式求解.

由题意得函数fx  在 0,+∞  上可导,f'x  为其导函数,令gx  =xfx  ,则

g'x  =x·f'x  +fx  =ex x-2  .
可知当x∈ 0,2  时,gx  是单调减函数;当x∈ 2,+∞  时,函数gx  是单调增函数.

又f3  =0,f0  =0,则g3  =3f3  =0,且g0  =0.
于是不等式fx  <0的解集就是xfx  <0的解集,所以不等式的解集为 x0<x<3  .

故选B.

1.3 周期性及延拓

  判断函数的周期性一般有两种方法:定义法与图像法.

用定义法推导函数周期的方法,需根据递推公式求函数周期,往往需要根据条件多次递
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推,直至得到fx+T  =fx  .
本方法还有几个常见的结论:对于fx  定义域内任一自变量x,有:

(1)若fx+a  =-fx  ,则T=2a ;

(2)若fx+a  = 1
fx  

,则T=2a ;

(3)若fx+a  =- 1
fx  

,则T=2a .

  用图像法确定函数的周期性,一般是双对称出周期.函数的对称性与周期性的关系结论

如下.
(1)若函数y=fx  有两条对称轴x=a,x=ba<b  ,则函数fx  是周期函数,且T=

2b-a ;

(2)若函数y=fx  的图像有两个对称中心 a,c  ,b,c  a<b  ,则函数fx  是周期函

数,且T=2b-a ;

(3)若函数y=fx  有一条对称轴x=a和一个对称中心 b,0  (a<b),则函数fx  是周

期函数,且T=4b-a .
对于此结论,可类比y=sinx的周期性与对称性的关系记忆.

   1.8 (2017年全国高中数学联赛A卷一试1)设fx  是定义在 R上的函数,对任意

的x有f x+3  fx-4  =-1,又当0≤x<7时,fx  =log2 9-x  ,则f -100  =    .

对于一些有关“大数”的计算或求值,一般会借助函数的周期性将“大数”转化到

给定的区间上来.因此本题思路的入口在于根据给定的等式研究fx  的最小正周期,把-100
转化对应到 0,7  这个区间上求值.

由f x+3  f x-4  =-1可得f x+7  f x  =-1,所以f x+7  = -1
fx  

,

fx+14  = -1
fx+7  =fx  ,即函数fx  是周期函数,T=14.

于是f -100  =f -100+14×7  =f -2  = -1f5  
,又因为f5  =log2 9-5  =2,所以

f -100  =-12.

 (2015浙江赛区预赛9)已知函数fx  满足f x+1  +f1-x  =0,fx+2  -

f2-x  =0,且f 2
3  =1,则f10003  =    .

由fx+1  +f1-x  =0可得fx  +f2-x  =0,即f2-x  =-fx  .

又因为f x+2  -f 2-x  =0,所 以 f x+2  +f x  =0,即 f x+2  =-f x  ,则
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fx+4  =-fx+2  =fx  ,故函数fx  是周期函数,T=4.

所以f10003  =f83×4+43  =f 4
3  =f2-23  =-f 2

3  =-1.
 (2018新课标全国Ⅱ卷理12)已知fx  是定义域为(-∞,+∞)的奇函数,满足

f(1-x)=f(1+x).若f(1)=2,则f(1)+f(2)+…+f(50)=(  ).

A.-50 B.0 C.2 D.50

因为fx  是奇函数,所以f -x  =-fx  ,由f(1-x)=f(1+x)可得fx  

关于x=1对称,即f -x  =fx+2  ,所以fx+2  =-fx  ,fx+4  =-fx+2  =fx  ,

则函数fx  是周期函数,T=4.
由题意可得f0  =0,f -1  =-f1  =-2,所以f1  =2,f2  =-f0  =0,f3  =

f -1  =-2,f 4  =f 0  =0,f(1)+f(2)+f(3)+f(4)=0,则 f(1)+f(2)+…+

f(50)=0+f(1)+f(2)=2.故选C.

 (2022新课标全国乙卷理12)已知函数fx  ,gx  的定义域均为 R,且fx  +

g2-x  =5,gx  -f x-4  =7,若y=g x  的 图 像 关 于 直 线x=2对 称,g2  =4,则

∑
22

k=1
fk  =(  ).

A.-21 B.-22 C.-23 D.-24

函数y=gx  的图像关于直线x=2对称,则g2+x  =g2-x  ,因此fx  +

g2-x  =fx  +gx+2  =5.
又gx  -f x-4  =7,即 g x+2  -f x-2  =7,故 f x  +f x-2  =-2,所 以

fx+2  +fx  =-2,则fx+2  =fx-2  ,即fx+4  =fx  ,得fx  的周期T=4.
令x=0,f0  +g2  =5,得f0  =1,f 2  =-3,f 4  =f 0  =1;令x=1,f 1  +

g1  =5;令x=1,g1  -f -3  =7=g1  -f1  ,解得f1  =-1,g1  =6=g3  ;令x=

3,g3  -f -1  =7,所以f -1  =-1=f3  ,故f1  +f2  +f3  +f4  =-1-3-

1+1=-4,所以

∑
22

k=1
fk  =5f1  +f2  +f3  +f4    +f21  +f22  =-20+f1  +f2  

=-20-4=-24.
故选D.

 (2022新高考全国Ⅱ卷8)若函数fx  的定义域为 R且fx+y  +fx-y  =

fx  f y  ,f1  =1,则∑
22

k=1
fk  =(  ).

A.-3 B.-2 C.0 D.1

令y=1,得f x+1  +f x-1  =f x  f 1  =f x  ,因此f x+2  +f x  =

     函数与导数
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fx+1  ,所以fx+2  +fx-1  =0,即fx+3  +fx  =0,fx+6  =-fx+3  =fx  ,

故函数fx  的周期T=6.
令x=1,y=0,得2f1  =f1  f0  ,所以f0  =2,又f x+1  =f x  -f x-1  ,且

f0  =2,f1  =1,f2  =f1  -f0  =-1,f3  =f2  -f1  =-2,f4  =f3  -f2  =

-1,f5  =f 4  -f 3  =1,f 6  =f 5  -f 4  =2,所以f 1  +f 2  +f 3  +f 4  +

f5  +f6  =1-1-2-1+1+2=0.因此

∑
22

k=1
fk  =3f1  +f2  +…+f6    +f19  +f20  +f21  +f22  

=f1  +f2  +f3  +f4  =-3.
故选A.

 1.9 (2021新课标全国甲卷理12)设函数f x  的定义域为 R,f x+1  为奇函数,

fx+2  为偶函数,当x∈ 1,2  时,fx  =ax2+b.若f0  +f3  =6,则f 9
2  =(  ).

A.-94 B.-32 C.74 D.52

由fx+1  为奇函数,fx+2  为偶函数可推知fx  的周期,利用周期将f0  ,

f3  的值转化至区间 1,2  上的值,得到fx  的表达式,再求f 9
2  .

因为fx+1  为奇函数,所以f -x+1  =-fx+1  ,fx  关于 1,0  中心对

称,则f1  =0.
因为fx+2  为偶函数,所以f -x+2  =fx+2  ,即fx  关于x=2成轴对称.
由f -x+1  =-fx+1  得f -x+2  =-f x  ,所以f x+2  =-f x  ,f x+4  =

-fx+2  =fx  ,即4为fx  的一个周期,f 9
2  =f 1

2  =-f 3
2  .又因为f0  =-f2  ,

f3  =f 1  =0,所 以 f 0  +f 3  =6,即 f 1  -f 2  =6,得 出 f 2  = -6.所 以

f1  =a+b=0

f2  =4a+b=-6 ,解得
a=-2

b=2 .

所以,当x∈ 1,2  时,fx  =-2x2+2,则f 92  =-f 32  =- -2×94+2  =52.故选D.

 已知定义在R上的函数f(x)满足

①f(2-x)+f(x)=0;

②f(x-2)-f(-x)=0;

③在[-1,1]上表达式为f(x)=
cosπx2

,x∈[-1,0]

1-x,x∈(0,1]







 ,

第1讲 函数的性质及延拓
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则函数f(x)与函数g(x)= 1
2  x

的图像在区间 -3,3  上的交点个数为    .

先根据①②可知函数的对称中心和对称轴,再分别画出f(x)和g(x)的部分图

像,由图像观察交点的个数.

根据题意,①f(2-x)+f(x)=0,可得函数fx  的图像关于点 1,0  对称.

②f(x-2)-f(-x)=0,得函数fx  的图像关于x=-1对

称,则函数fx  与g x  在区间[-3,3]上的图像如图所示,由图

可知f(x)与g(x)的图像在 -3,3  上有4个交点.

本题的关键是当x∈(0,1]时,f(x)和g(x)的图像没有公共点.

1
2  x> 1

e  x≥-x+1,x>0,无零点.如图所示.

利用函数周期性求值

运用周期性求函数值的问题,一般在形式上具有“大数”函数值(如f2023  )的求解问

题.通过周期转化到“小数”或已知的区间上来求值.根据周期性求值的特点可延拓到类周

期函数问题,因为二者的解题方向思路是一致的.
我们知道,如果函数fx  满足f x+T  =fx  ,则函数fx  是周期函数,那么我们再

多想一步,如果等式两边系数不相等,在周期区间段进行了放缩,这时虽不是周期函数,但是

许多方法是相通的.请接下来思考下面的问题.

   1.10 (2019新课标全国Ⅱ卷理12)设函数f(x)的定义域为 R,满足f(x+1)=

2f(x),且当x∈(0,1]时,f(x)=x(x-1).若对任意x∈(-∞,m],都有f(x)≥-89
,则m 的

取值范围是(  ).

A.-∞,94 



 B.-∞,73 




 C.-∞,52 




 D.-∞,83 






根据条件判断,此函数为一个类周期函数,画出函数图像.类周期函数的特征是

间隔相同的点的纵坐标为等比数列,因此判断fx  =-89
的解位于哪一区间,利用数形结合求

     函数与导数
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出m 的临界值.

由题意可得函数f(x)的图像如图所示:

根据图像可得f(x)=-89
的解位于区间 2,3  内,经

类周期变换可以转化到区间 0,1  内,令f(x)=x(x-1)=

-29
,即x2-x+29=0

,解得x1=13
,x2=23

,则m-2=13
,

即m=73.

根据图像可得m 的取值范围是 -∞,73 



 .故选B.

 已知T=4的周期函数f x  =
m 1-x2, -1<x≤1

1- x-2 ,1<x≤3 ,其中 m>0.若方程

3fx  =x恰有5个实数解,则m 的取值范围是(  ).

A. 15
3
,8
3  B. 15

3
,7  C.43

,8
3  D.43

,7  
因为当x∈(-1,1]时,将函数化为方程x2+y2

m2=1(y≥0),实质上为一个

半椭圆,同时在坐标系中作出当x∈(1,3]的图像,再根据周期性作出函数其他部分 的 图

像,其图像如图所示.

由图易知直线y=x
3

与第二个椭圆(x-4)2+y2
m2=1(y≥0)相

交,而与第三个半椭圆(x-8)2+y2
m2=1(y≥0)无公共点时,方程

恰有5个实数解.

将y=x
3

代入(x-4)2+y2
m2=1(y≥0),得(9m2+1)x2-72m2x+135m2=0,令t=9m2(t>

0),则有(t+1)x2-8tx+15t=0.

由Δ=(8t)2-4×15t(t+1)>0得t>15,由9m2>15,且m>0得m> 15
3 .

同样由y=x
3

与第三个半椭 圆(x-8)2+y2
m2=1(y≥0)无 交 点,联 立 得 1+9m2  x2-

144m2x+63×9m2=0.

由Δ<0得 144m2  2-4×63×9m2 1+9m2  <0,解得m< 7.

综上可知m∈ 15
3
,7  .故选B.

第1讲 函数的性质及延拓
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 定义域为 R 的函数f x  满足f x+2  =2f x  ,当 x∈ 0,2  时,f x  =

x2-x,   x∈ 0,1  

- 1
2  x-32

,x∈ 1,2  







 ,若当x∈ -4,-2  时,不等式fx  ≥m2

4-m+12
恒成立,则实数m

的取值范围是(  ).

A.2,3  B.1,3  C.1,4  D.2,4  
由题意可得函数f(x)在 0,2  上的图像如图所示.

当x∈ -4,-2  时,f x  ≥m2

4-m+12
恒成立,即f x  min≥

m2

4-m+12
,由图像可得函数在 0,2  上的最小值为-1.

根据 f x+2  =2f x  可 得,函 数 在 -4,-2  上 的 最 小 值 为

-14
,所以-14≥

m2

4-m+12
,即 m2-4m+3≤0,解得1≤m≤3.故

选B.

训练1

1.已知函数f(x)是R上的偶函数,且f(x)的图像关于点(1,0)对称,当x∈[0,1]时,f(x)=

2-2x,则f(0)+f(1)+f(2)+…+f(2022)的值为(  ).

A.-2 B.-1 C.0 D.1

2.已知函数fx  的定义域为R,对于任意的x1<x2,有fx1  -fx2  
x1-x2 >-1,且f1  =1,则不

等式flog2 3x-1  <2-log2 3x-1 的解集是(  ).

A.-∞,0  B.-∞,1  

C.-1,0  ∪ 0,3  D.-∞,0  ∪ 0,1  

3.已知fx  =
x2-4x+3,  x≤0

-x2-2x+3, x>0 ,不等式fx+a  >f2a-x  在 a,a+1  上恒成立,则实

数a的取值范围为(  ).

A.-∞,-2  B.(-2,0) C.0,2  D.2,+∞  

4.已知实数a,b满足a=e5-a,2+lnb=e3-lnb,则ab=(  ).

A.3 B.7 C.e3 D.e7

5.设fx  是R上连续的偶函数,且当x>0时fx  是单调函数,则满足f x+3
x+4  =fx  的所

     函数与导数
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有x 之和为(  ).

A.-3 B.3 C.-8 D.8

6.(多选题)已知函数fx  满足f1  =14
,4fx  f y  =fx+y  +fx-y  ,x,y∈R,则下列

说法正确的是(  ).

A.fx  是周期函数,且T=3 B.fx  是周期函数,且T=6

C.f0  =12 D.f2020  =-14

7.若fx  图像上存在两点A,B 关于原点对称,则点对 A,B  称为函数f x  的“友情点对”(点

对 A,B  与 B,A  视为同一个“友情点对”)若fx  =
x3
ex
, x≥0

ax2,x<0







 恰有两个“友情点对”,则实

数a的取值范围是    .

8.已知fx  = x-1 + x + x+1 ,且fa2-3a+2  =fa-1  ,则满足条件的所有a之和

为    .

9.已知函数f x  = 3x+1
3-x

,定义f1 x  =f x  ,且fk+1 x  =f fk x    ,则f2023 2023  =

(  ).

A.2023 B.2023+ 3
2023- 3

C.1+20233
2023+ 3

D.1+20233
3-2023

10.若定义在R上的偶函数fx  满足f x+1  =12+ fx  -f2 x  ,则f20232  =    .

第1讲 函数的性质及延拓



第2讲

函数的图像及延拓

函数的零点、方程的根、图像的交点,这三者各有各的特点又可以互相转化,函数图

像以其直观的优点使得问题更加清晰,特别是遇到从代数的角度去看比较抽象、复杂

的式子时,比如复合函数和分段函数,从形的角度看就非常直观明了.

利用函数图像解决问题的基础是作出函数的图像.函数的图像要求掌握基本初等

函数的图像及图像变换,函数知识的外延主要结合在方程(零点)、不等式等方面.处理

这两类问题的主导思想是转化,其转化的方向为借助函数的图像求解.
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2.1 函数图像的变换

  利用函数图像解决问题的基础是作函数图像,这往往成为同学们求解问题的拦路虎,作

函数图像有两种常见的方法:

(1)描点法.当函数表达式(或变形后的表达式)是熟悉的基本函数时,就可以根据这些函

数的特征直接作出图像.
(2)图像变换法.描点法是用有限点来逼近函数图像,因而对于较复杂的函数图像不易作

准确.对于高中生,除了会用描点法作图外,还应掌握用变换法作图.常见函数图像的变换有

四种:平移变换﹑翻折变换﹑对称变换﹑伸缩变换.
同学们经常遇到这样的问题,在存在多种变换的作图时,不知道应先进行哪一种变换.如

作函数y=3sin2x+π3  的图像时,要用到左右平移﹑横向伸缩﹑纵向伸缩三种变换,究竟应

先进行哪种变换? 按不同变换顺序作出的图像是否一样? 这是变换作图中的关键问题.
正确方法应按下面步骤进行:(1)找出母函数;(2)分解函数,按分解顺序作图.

   2.1 利用图像变换,分别画出下列函数的图像.
(1)y=2-x-3+1;(2)y=lg|x-1| .

(1)基本图像是y=2x,由y=2x到y=2-x-3+1有两种变换途径.

途径一:y=2x⇒y=2x-3⇒y=2-x-3⇒y=2-x-3+1;

途径二:y=2x⇒y=2-x⇒y=2-x-3⇒y=2-x-3+1,按照分解的顺序依次作图.
(2)基本图像是y=lgx,y=lgx⇒y=lg|x|⇒y=lg|x-1|⇒y= lg|x-1| ,按照分解的

顺序依次作图.

(1)途径一:y=2x⇒y=2x-3⇒y=2-x-3⇒y=2-x-3+1,其中①平移变换(向右

平移3个单位);②对称变换(关于y轴对称);③平移变换(向上平移1个单位).
途径二:y=2x⇒y=2-x⇒y=2-x-3⇒y=2-x-3+1,其中①对称变换(关于y轴对称);②平

移变换(向左平移3个单位);③平移变换(向上平移1个单位).

图1

无论用哪种途径,得到的最终的函数图像如图1所示:

(2)设f(x)=lgx
将f(x)=lgx的图像向左翻折

→f1(x)=f|x|  =lg|x|
将f1(x)=lg|x|的图像向右平移1个单位

→f2(x)=f1(x-1)=lg|x-1|

第2讲 函数的图像及延拓
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将f2(x)=lg|x-1|的图像向上翻折
→y= f2(x)=lg|x-1| ,如图2所示:

     

图2

由上面作图的过程可以看出用图像变换法作函数图像应注意以下三点:①找出母

函数;②正确分解函数(每分解一次,应使图像产生一次基本变换);③严格按照函数分

解顺序作图,一个函数有多少种分解方法,就有多少种作图方法.
第(1)问中两种变换途径中细节稍微不同,也是学生常犯错误之一,学生常认为从

“y=2-x⇒y=2-x-3”是向右平移3个单位.辨别正误的办法是:函数y=f(x)的图像

如何变换,关键取决于解析式中x(或y)发生了什么变化.第②步中-x-3=-(x+
3)是将x变换为x+3,所以是向左平移3个单位.

图像变换的顺序对最终结果有影响吗?

在基础函数上进行变换时,常见变换有平移、伸缩、翻折、旋转,无论怎样分解函数进行图

像变换,最终结果是不受变换顺序影响的.原因很简单,因为一个函数的图像是确定的,只要

严格按照规则,变换先后顺序不影响最后的结果.
变换时要抓住这个规律:变换时都是以x自变量为中心变换,例如要由x变换为3x+2,

第一种方法是x先+2,即左移,再由x变换为3x,因为是以x为中心;第二种方法是先变换

3x,再左移,这里注意这时候x和3相连,以x为中心则是3x+23  ,左移2
3

个单位.总结一

下就是所有的平移是相对于x的系数是“1”,若x的系数不是“1”,必须要先化为“1”.

   作出下列函数的图像.

(1)y= x2+2|x|-3 ;

(2)y=lg2x+310 .

(1)作出函数y=x2+2x-3的图像,如图(a)所示;保留x≥0的部分,再作其关

     函数与导数
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于y轴对称的图像,两部分图像即函数y=x2+2|x|-3的图像,如图(b)所示;然后保留x轴上方

的部分,将x轴下方的图像翻折到x轴上方,即得到y= x2+2|x|-3 的图像,如图(c)所示.

(2)y=lg2x+310 =lg(2x+3)-1,基本图像是y=lgx,有以下两种变换途径:

途径一:y=lgx(母函数) ①
y=lg(x+3)

②
y=lg(2x+3)

③
y=lg(2x+3)-1.

途径二:y=lgx
①
y=lg(2x)

②
y=lg(2x+3)

③
y=lg(2x+3)-1.

无论用哪种途径,得到的最终的函数图像如图(d)所示.

图(a)  
图(b)  

图(c)  
图(d)

注意函数y=2|x-1|与y=2|x|-1的图像在画法上的区别:

y=2|x-1|⇐y=2|x|⇐y=2x;y=2|x|-1⇐y=2x-1⇐y=2x.

2.2 等高线问题

  函数零点问题常可以转化为拉一条水平直线与函数的交点问题,通过数形结合,由图像

确定该交点横坐标的范围,把所给的式子转化为关于某一交点横坐标的函数,求此函数的值

域.求解这类问题的主导思想就是转化与数形结合.

   2.2 已知函数f(x)=|lgx|,若0<a<b且f(a)=f(b),则a+2b的范围是(  ).

A.22,+∞  B.[22,+∞) C.(3,+∞) D.[3,+∞)

首先作出f(x)的图像,因为f(a)=f(b),所以0<a<1<b,所以f(a)=|lga|=

-lga,f(b)=|lgb|=lgb,根据f(a)=f(b)可得关于a,b的等式,要求的是a+2b,把b用a 表

示,实现消元的目的,利用对勾函数的单调性求值域.

首先作出f(x)的图像,如图所示.

第2讲 函数的图像及延拓
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因为f(a)=f(b),所以0<a<1<b,即f(a)=|lga|=-lga,f(b)=

|lgb|=lgb,所以-lga=lgb,ab=1,则a+2b=a+2a
为对勾函数.

因为0<a<1,由对勾函数y=x+2x
的单调性,可知a+2b=a+2a

在

(0,1)上单调递减,故a+2a>1+2=3.
故选C.

 设函数f(x)=
2x-1, x≥0

x+1, x<0 ,若函数a=f(x)有两个实根x1,x2(x1<x2),则

x1+x2的取值范围是(  ).

A.[-1,1] B.[-1,1)

C.(-1,0] D.(-1,0)

画出函数y=f(x)的图像,如图所示.

由题意可得f(x1)=f(x2),即x1+1=2x2-1,可得x1=2x2-2,x1+

x2=2x2+x2-2.
由图可知x1∈[-1,0),即-1≤2x2-2<0,可得1≤2x2<2,则x2∈[0,1),令g(x)=2x+

x-2,x∈[0,1),函数g(x)是单调递增函数,可得g(x)min=g(0)=-1,g(1)=1,则g(x)∈
[-1,1).故选B.

 (2018黑龙江赛区预赛12)已知函数f(x)=
1
2x+

3
2
, x≤1

lnx, x>1







 (lnx是以e为底的自

然对数,e=2.71828…),若存在实数m,n(m<n),满足f(m)=f(n),则n-m的取值范围是(  ).

A.(0,e2+3) B.(4,e2-1]

C.[5-2ln2,e2-1] D.[5-2ln2,4]

由题意可得函数f(x)的图像如图所示.

根据图像可得,-3<m≤1,1<n≤e2,12m+
3
2=lnn

,

m=2lnn-3,所以n-m=n-2lnn+3.

令g(n)=n-2lnn+3,则g'(n)=1-2n=
n-2
n .

当1<n<2时,g'(x)<0,g(x)单调递减;当2<n<e2时,g'(x)>0,g(x)单调递增,所以

g(x)min=g(2)=5-2ln2.

又g(1)=4,g(e2)=e2-1>4,所以g(x)max=e2-1.故选C.
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 2.3 (2017年全国高中数学联赛 A卷一试1)已知定义在 R+ 上的函数为f(x)=

|log3x-1|, 0<x≤9

4- x, x>9 ,设a,b,c是三个互不相同的实数,满足f(a)=f(b)=f(c),求abc的

取值范围.

画出此分段函数的图像,拉一根等高线确定a,b,c的范围(可不妨设a<b<c),

再进一步挖掘条件f(a)=f(b),根据a,b的范围去掉绝对值符号,化简转化abc的值.

由题意可得函数f(x)的图像如图所示.

由图像可得a<3,3<b<9,9<c<16,且1-log3a=log3b-1,所以log3a+log3b=log3ab=

2,ab=9,故abc∈(81,144).

 (2012河南赛区预赛5)已知函数f(x)=
|log2x|,   0<x≤4

2
3x

2-8x+703
,x>4







 .若a,b,c,d

互不相同,且f(a)=f(b)=f(c)=f(d),则abcd的取值范围是    .

由题意可得函数f(x)的图像如图所示.

由图像可得a<1,1<b<4,4<c<5,7<d,且log21a=log2b
,解得

ab=1,c+d=6×2=12,所以abcd=cd=c(12-c)=-(c-6)2+36.
当c=4时,abcd有最小值32;当c=5时,abcd有最大值35.故

填(32,35).

 已知函数f(x)=
|x+1|, x≤0

|log3x|,x>0 ,若方程f(x)=a有四个不同的解x1,x2,x3,

x4且x1<x2<x3<x4,则x3(x1+x2)+ 1
x23x4

的取值范围是(  ).

A.(-1,+∞) B.-1,73




  

C.-∞,73  D.-1,73 





由方程f(x)=a得到x1,x2关于x=-1对称,x3x4=1.化简x3(x1+x2)+

1
x23x4=-2x3+

1
x3
,再利用函数单调性求出范围.
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作出函数f(x)=
|x+1|, x≤0

|log3x|,x>0 的图像如图所示.

因为方程f(x)=a有四个不同的解x1,x2,x3,x4且x1<x2<x3<x4.
根据图像可知,当x≤0时,f(x)=|x+1|,则横坐标为x1与x2

两点的中点横坐标为x=-1,即x1+x2=-2;当x>0时,由于y=

|log3x|在(0,1)上是减函数,在(1,+∞)上是增函数,又因为x3<x4,

|log3x3|=|log3x4|,则13≤x3<1<x4
,有-log3x3=log3x4,即x3x4=1.

所以x3(x1+x2)+ 1
x23x4=-2x3+

1
x3
,1
3≤x3<1.

令函数h(t)=-2t+1t
,由反比例函数和一次函数的性质得函数h(t)在(0,1)上单调递减,

故h(t)>h(1)=-2+1=-1,h(t)≤h 13  =-23+3=73,所以-2x3+1x3∈ -1,73 



 .故选D.

 2.4 已知函数f(x)=
x+2,  x≤0

x-lnx, x>0 ,若存在x1≤0,x2>0,使得f(x1)=f(x2),

则x1f(x2)的取值范围为    .

通过求导运算得到当x>0时f(x)的图像,从而得到f(x)整体的图像;由

f(x1)=f(x2)得到x1与x2的关系,从而将问题转化为求解f2(x2)-2f(x2)的值域;利用二次

函数来求解出值域.

当x>0时,f'(x)=1-1x=
x-1
x .

当x>1时,f'(x)>0;当0<x<1时,f'(x)<0,即f(x)在(0,1)上单调递减;在(1,+∞)

上单调递增,所以f(x)min=f(1)=1-ln1=1,可知函数图像如图所示.
因为f(x1)=f(x2),x1≤0,x2>0,可知x1+2=x2-lnx2,即x1=

x2-lnx2-2,所以x1f(x2)=(x2-lnx2-2)(x2-lnx2)= f(x2)-2  ·

f(x2)=f2(x2)-2f(x2).
由图 像 可 知 f(x2)∈[1,2],则 x1f(x2)  min=12-2×1=-1;

x1f(x2)  max=22-2×2=0.所以x1f(x2)∈[-1,0].故填[-1,0].

 函数f(x)=
∣x-2∣, x≥0

2x+1, x<0 ,若x1<x2<x3,且f(x1)=f(x2)=f(x3),则

x2f(x1)
x2+x3

的取值范围是(  ).

A.0,14




  B.0,14 




 C.0,12  D.0,12 
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函数f(x)的图像如图所示,易知x2+x3=4,x2∈(0,2),所以y=x2f(x1)
x2+x3 =

x2f(x2)
4 =14x2

(2-x2).

  

当x=1时,ymax=14.故y∈ 0,14 



 .故选B.

2.3 含参函数零点问题

  函数的零点、方程的根、函数图像的交点三类问题之间可以相互转化:函数的零点⇔方程

的根⇔函数图像的交点,运用方程可进行等式的变形进而构造函数转化为两个函数图像的交

点问题,或分离参数,将原函数零点问题转化为一个函数与一条水平直线的交点问题,通过上

下平移水平直线有不同的交点个数求出参数的取值范围.转化时要选择合适的函数,以便于

作图、便于求出参数的取值范围为原则.这类问题的主导思想仍是转化与数形结合的思想.

   2.5 (2015天津卷理8)已知函数f(x)=
2-|x|, x≤2,

(x-2)2,x>2, 函数g(x)=b-f(2-

x),其中b∈R,若函数y=f(x)-g(x)恰有4个零点,则b的取值范围是(  ).

A.74
,+∞  B.-∞,74  C.0,74  D.74

,2  
将问题转化为F(x)=f(x)+f(2-x)与y=b有4个交点,求b的取值范围问

题.作出F(x)的图像.由于F(x)的对称轴为x=1,所以看b取何值时与F(x)在[1,+∞)上的

图像有2个交点.

y=f(x)-g(x)=f(x)-b+f(2-x).

令f(x)-b+f(2-x)=0,则b=f(x)+f(2-x),令F(x)=f(x)+f(2-x),函数F(x)

的图像关于x=1对称.

F(x)=
2-|x|+2-|x-2|, 1≤x≤2
(x-2)2+2-|x-2|,x>2 ,即F(x)=

2-x+2-(2-x)=2,      1≤x≤2
(x-2)2+2-(x-2)=x2-5x+8,x>2 .
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作出F(x)的部分图像如图所示,要使得函数y=f(x)-g(x)恰有4个

零点,则b=F(x)在x≥1时有两个交点,由图像可得7
4<b<2.

故选D.

 若关于x的方程x|x-a|=a有三个不同的实数根,则a的

取值范围为(  ).

A.(0,4) B.(-4,0)

C.(-∞,-4)∪(4,+∞) D.(-4,0)∪(0,4)

令f(x)=x|x-a|=
x2-ax, x≥a

ax-x2, x<a ,方程x|x-a|=a有三个不同的实数根

可转化为直线y=a与函数f(x)的图像有三个交点.

(1)当a>0时,画出f(x)的图像,如图(a)所示,当0<a<a
2

4
,即a>4时,直线y=a与

f(x)有三个交点;

(2)当a<0时,画出f(x)的图像,如图(b)所示,当-a
2

4 <a<0
,即a<-4时,直线y=a

与f(x)有三个交点;

(3)当a=0时,原方程为x|x|=0,只有一个根x=0,不符合题意.
综上所述,a的取值范围为a>4或a<-4.故选C.

图(a)      
图(b)

 2.6 已知函数f(x)=
xex, x≤0

lnx, x>0 ,若g(x)=f(x)-ax有四个不同的零点,则a

的取值范围为(  ).

A.0,1e  B.1e
,1




  C.[1,e) D.[e,+∞)

应用导数研究x≤0和x>0时g(x)的单调性,要使g(x)=0有四个不同的解,

即当两个区间均存在两个零点时,求a的范围.

由 题 意 知,g(x)=f(x)-ax 有 四 个 不 同 的 零 点,所 以 g(x)=

xex-ax, x≤0

lnx-ax, x>0 ,则g(x)=0有四个不同的解.

当x≤0时,g(x)=x(ex-a)=0,其零点情况如下:

     函数与导数
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(1)当a≤0或a=1时,x=0;

(2)当0<a<1或a>1时,x=0或x=lna.

当x>0时,g'(x)=1x-a
,则有如下情况:

(1)当a≤0时,g'(x)>0,即g(x)单调递增,不可能出现两个零点,不合题意;

(2)当a>0时,在0<x<1a
上g'(x)>0,g(x)单调递增,在x>1a

上g'(x)<0,g(x)单调

递减,而x⇒0+有g(x)⇒-∞,x⇒+∞有g(x)⇒-∞,所以只需g 1
a  =-lna-1>0,得当

a<1e
时,g(x)必有两个零点.

综上所述,有0<a<1e
时,g(x)在x≤0和x>0上各有两个零点,即共有4个不同的零点.

故选A.

 已知关于x的方程a 1
4  x- 1

2  x+2=0在区间[-1,0]上有实数根,则实数a

取值范围为(  ).

A.0,18




 




     B.[-1,0)∪ 0,18 




     C.-1,18





 




     D.[-1,0]

令t= 1
2  x,则t∈[1,2].原方程等价于at2-t+2=0在[1,2]上有实数根,分

离参数a=g(t)=t-2t2 =
-2
t2 +

1
t=-2

1
t-

1
4  2+18,1t∈ 1

2
,1




 




 ,可见g(t)单调,当1

t=
1
2

时,

g(t)max=0;当1t=1
时,g(t)min=-1,即函数g(t)的值域为[-1,0],所以当a∈[-1,0]时,原

方程有解.故选D.

 2.7 已知函数f(x)=
x3, x≥0

-x,x<0 ,若函数g(x)=f(x)-|kx2-2x|(k∈R)恰有4

个零点,则k的取值范围是(  ).

A. -∞,-12  ∪ 22,+∞  B. -∞,-12  ∪ 0,22  

C.(-∞,0)∪ 0,22  D.(-∞,0)∪ 22,+∞  
问题转化为求f(x)的图像与|kx2-2x|的图像有4个交点时k的取值范围.当

x≠0时转化为y1=|kx-2|与y2=
x2, x>0

1, x<0 有3个交点.以下分k>0,k<0,k=0几种情况

下看图像交点个数为3时,求k的取值范围.

第2讲 函数的图像及延拓



28   

函数g(x)恰有4个零点,即f(x)的图像和|kx2-2x|的图像有4个交点.

令g(x)=0,得f(x)=|kx2-2x|,即|kx2-2x|=
x3, x≥0

-x,x<0 .

当x=0时,满足方程,即无论k取何值,g(x)在x=0处都有一个零点;

当x≠0时,方程可以转化为|kx-2|=
x2, x>0

1, x<0 ,图像如图所示.

      

①当k>0时,要使得y1=|kx-2|的图像和y2=
x2,x>0

1,x<0 的图像有3个交点,只需要满足

y=kx-2

y=x2 有两个根,即x2-kx+2=0有两个根,所以Δ=k2-8>0,解得k>22.

②当k<0时,|kx-2|的图像和y2 的图像始终有3个交点,所以k<0时都符合题意.

③当k=0时,g(x)只有两个零点x=0和x= 2,不符合题意.

综上所述,k的取值范围是(-∞,0)∪ 22,+∞  .故选D.

 2.8 已知函数f(x)=

|x|
x+4

,  -4<x<2

x3
6-x

, 2≤x<6












,若方程f(x)-ax2=0有5个不等实

根,则实数a的取值范围是(  ).

A.0,24  B.14
,1
3





 




 C.1

3
,2
4





 




 D. 2

4
,+∞  ∪ 1

3  
f(x)与y=ax2有5个交点,由于y=ax2的图像在变化,不好确定a的范围,因此等

式两边除以x2,分离出参数得到a=g(x),再通过上下平移水平直线,根据交点个数得a的取值范围.

当x=0时,f(x)-ax2=0恒成立,即无论a取何值,f(x)-ax2=0在x=0处

始终有一个根.当x≠0时,由f(x)-ax2=0可 得a=f(x)
x2 =

|x|
x2(x+4)

, -4<x<2

1
x2

x3
6-x

, 2≤x<6












,
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即a=

1
-x(x+4)

, -4<x<0

1
x(x+4)

, 0<x<2

1
x2

x3
6-x

, 2≤x<6
















,所以1
a=

-x(x+4), -4<x<0

x(x+4), 0<x<2

x(6-x), 2≤x<6












.

要使得方 程 f(x)-ax2=0 有 5 个 不 等 实 根,只 需 要 满 足 y=1a
的 图 像 与y=

-x(x+4), -4<x<0

x(x+4), 0<x<2

x(6-x), 2≤x<6












的图像有4个交点,如图所示.

由图像可得,0<1a<22
或1
a=3

,解得a> 24
或a=13.故选D.

 若关于x的方程|x|
x+2=kx

2有4个不同的实数解,则实数k的范围为(  ).

A.(0,1) B.12
,1  C.12

,+∞  D.(1,+∞)

显然x=0是原方程的一个解,且k≠0.

当x≠0时,分离参数1
k=|x|

(x+2),其中x≠0且x≠-2.

由此可知方程1
k=|x|

(x+2)在x≠0且x≠-2的情形下有3个实数根.

令g(x)=|x|(x+2)=
x(x+2), x>0

-x(x+2),x<0且x≠-2 ,作 出 函 数

g(x)的图像如图所示.

当0<1k<1
,即k>1时,水平直线y=1k

与y=g(x)的图像恰有3个

交点,即k的取值范围为k>1.故选D.
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2.4 复合函数零点问题

  对于这一类问题可以分两个步骤解决:(1)先把复合函数的内层函数设为t,使得关于内

层函数的方程转化为关于t的方程,根据方程的根的个数确定t的取值范围或者t的值;(2)

将问题转化为函数f(x)的图像与直线y=t有几个交点的问题.有时候满足交点个数的情况

不止一种,需要注意考虑问题要全面.

   2.9 已知函数f(x)=
2∣x-1∣-1, x≥0

x2+2x+1,x<0 ,若关于x的方程f2(x)-(m+1)f(x)+

2m2=0有七个不同的实根,则m 的值是(  ).

A.0或1
2 B.0 C.12 D.不存在

作出f(x)的图像,令t=f(x),根据方程确定至多存在两个t的值,使得y=t与

t=f(x)有7个交点,求出t的值或取值范围,进而转化为求方程t2-(m+1)t+2m2=0在t的

值或取值范围有解,利用一元二次方程根的分布,即可求解.

作出函数f(x)的图像,如图所示.

令t=f(x),方程f2(x)-(m+1)f(x)+2m2=0,即t2-(m+1)t+

2m2=0.当t<0时,方程t=f(x)没有实数解;当t=0或t>1时,方程t=

f(x)有2个实数解;当0<t<1,方程有4个实数解;当t=1时,方程有3

个解.

要使方程f2(x)-(m+1)f(x)+2m2=0有七个不同的实根,则方程t2-(m+1)t+2m2=

0有一根为1,另一根大于0且小于1,当t=1时,有2m2-m=0,所以m=0或m=12.

当m=0时,t2-t=0,t=0或t=1,不满足题意;当m=12
时,t2-32t+

1
2=0

,t=1或t=12
,

满足题意.

所以m=12.故选C.

 已知函数f(x)满足f(x)=
1-x2, x≤0

|lgx|, x>0 ,若方程[f(x)]2-4mf(x)+m2+

2=0有4个不相等的实数根,则实数m 的取值范围为    .
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令t=f(x),则方程[f(x)]2-4mf(x)+m2+2=0转化为t2-4mt+m2+

2=0,作出函数f(x)的图像,由题意得原问题等价于t2-4mt+m2+2=0有两个大于1的不等

实数根,根据一元二次方程根的分布列出不等式组求解即可得到答案.

作出函数f(x)的图像,如图所示.

令t=f(x),则方程[f(x)]2-4mf(x)+m2+2=0转化为

t2-4mt+m2+2=0.

由题意得,方程[f(x)]2-4mf(x)+m2+2=0有4个不相等

的实数根,而一元二次方程最多有两个实数根,即t2-4mt+m2+

2=0有两个大于1的不等实数根.令h(t)=t2-4mt+m2+2,则

Δ=(-4m)2-4(m2+2)>0

--4m2 >1

h(1)=12-4m+m2+2>0













,

解得m>3或 6
3<m<1,则实数m 的取值范围为m>3或 6

3<m<1.

 已知函数f(x)=x
ex
,若关于x的方程 f(x)  2+mf(x)+m-1=0恰有3个不

同的实数解,则实数m 的取值范围是(  ).

A.(-∞,2)∪(2,+∞) B.1-1e
,+∞  

C.1-1e
,1  D.(1,e)

先画出函数f(x)的图像,令f(x)=t,由题意中的恰有3个不同的实数解,确定

方程t2+mt+m-1=0的根的取值情况,继而求出m 的范围.

因为f(x)=x
ex
,则f'(x)=e

x-xex
(ex)2 =

1-x
ex .

当x∈(-∞,1)时,f'(x)>0,f(x)单调递增;当x∈(1,+∞)时,f'(x)<0,f(x)单调递

减,且f(x)max=f(1)=1e
,f(x)的图像如图所示.令f(x)=t,则有t2+mt+

m-1=0,即(t+m-1)(t+1)=0,解得t1=1-m,t2=-1.

因为直线y=t2与函数图像有一个交点,所以直线y=t1与函数图像有两个

交点,即0<1-m<1e
,即1-1e<m<1.故选C.
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 设函数f(x)=
x+1, x≤0

log2x,x>0 ,若函数g(x)=f(f(x))-a有三个零点,则实数

a的范围为    .

令t=f(x),则原方程的解变为方程组f(t)=a的解,作出函数y=f(x),采用

数形结合法求解.

函数g(x)的零点即为方程g(x)=0的解,令t=f(x),则原方程的解变为方程

组f(t)=a的解,作出函数y=f(x)的图像,如图所示.

由图像可知,当t>1时,有唯一的x与之对应;当t≤1时,有两个不同的

x与之对应.

由方程组f(t)=a 有三个不同的x 知,需要有两个不同的t,且一个

t>1,一个t≤1,结合图像可知,当a∈(0,1]时,满足一个t∈(-1,0],一个

t∈(1,2],符合要求.

综上可知,实数a的取值范围为(0,1].

 2.10 若函数f(x)=x3+ax2+bx+c有极值点x1,x2,且f(x1)=x1,则关于x的方

程3f(x)  2+2af(x)+b=0的不同实根个数是(  ).

A.3 B.4

C.5 D.6

由题意求导结合极值点的性质可得原方程等价于f(x)=x1或f(x)=x2,按照

x1<x2,x1>x2分类,作出函数图像,数形结合即可得解.

图1

由题意f'(x)=3x2+2ax+b,x1,x2为函数f(x)的极值点,

所以f'(x)=3x2+2ax+b=0有两个解x1,x2,即f(x)=x1或f(x)=x2.

当x1<x2时,则x1为函数f(x)的极大值点,且f(x1)=x1,x2为函数

f(x)的极小值点,画出函数图像,如图1所示.此时f(x)=x1有两个不同实

根,f(x)=x2有一个实根,3f(x)  2+2af(x)+b=0有三个不同实根.

图2

当x1>x2时,则x1为函数f(x)的极小值点,且f(x1)=x1,x2为函

数f(x)的极大值点,画出函数图像,如图2所示.此时f(x)=x1有两

个不同实根,f(x)=x2有 一 个 实 根,3f(x)  2+2af(x)+b=0有 三

个不同实根.

综上所述,3f(x)  2+2af(x)+b=0有三个不同实根.故选A.

     函数与导数
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2.5 分段函数零点问题

  对于这类问题,可以将零点分给不同的定义域区间,在每个区间内求解满足根的个数时

参数的取值范围.需要注意的是有时候零点的分法不止一种,需要考虑全面.在分零点之前先

判断每个区间上的函数最多最少有几个零点,可以为零点的分法提供方向.

   2.11 设函数f(x)=
2x+a,     x<1

4(x+a)(x+2a),x≥1 ,若f(x)恰有2个零点,则实数a的

取值范围是(  ).

A.-2,-12




 




 B.(-∞,-2]∪ -1,-12 






C.(-∞,-1) D.[-2,+∞)

当x<1时,f(x)单调递增,f(x)至多有一个零点;当x≥1时,f(x)至多有两

个零点x=-a和x=-2a.若f(x)在x<1上没有零点,则x=-a和x=-2a都大于0;若

f(x)在x<1上有一个零点,则x=-a和x=-2a,一个在x=1的左侧,一个在x=1的右侧.
分情况讨论a的取值范围.

当x<1时,f(x)单调递增,f(x)<2+a;当x≥1时,令f(x)=0得x=-a或

x=-2a.
(1)若2+a≤0,即a≤-2时,f(x)在(-∞,1)上无零点,此时-2a>-a≥2,所以f(x)在

[1,+∞)上有两个零点,符合题意.
(2)若2+a>0,即a>-2时,f(x)在(-∞,1)上有1个零点,所以f(x)在[1,+∞)上只

有1个零点.

①若-2<a<0,则-2a>-a,所以-a<1≤-2a,解得-1<a≤-12
;

②若a=0,则-a=-2a=0∉[1,+∞),所以f(x)在[1,+∞)上无零点,不符合题意;

③若a>0,则0>-a>-2a,所以f(x)在[1,+∞)上无零点,不符合题意.

综上所述,a的取值范围是(-∞,-2]∪ -1,-12 



 .故选B.

 已知f(x)=m(x-2m)(x+m+3),g(x)=2x-2.若同时满足条件:

① ∀x∈R,f(x)<0或g(x)<0;

② ∃x∈(-∞,-4),f(x)g(x)<0,

第2讲 函数的图像及延拓
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则m 的取值范围是    .

因为g(x)=2x-2,当x<1时,g(x)<0,所以f(x)=m(x-2m)(x+m+3)<

0在x≥1时恒成立,根据二次函数的性质求出m 的范围.又当x∈(-∞,-4)时,f(x)g(x)<

0,此时g(x)=2x-2<0恒成立,所以f(x)=m(x-2m)(x+m+3)>0在(-∞,-4)上有成

立的可能,结合二次函数的性质求出m 的范围.

①因为g(x)=2x-2,当x<1时,g(x)<0,又∀x∈R,f(x)<0或g(x)<0,所

以f(x)=m(x-2m)(x+m+3)<0在x≥1时恒成立,所以由二次函数的性质开口只能向下,

且二次函数与x轴交点都在(1,0)点的左边,即
m<0

-m-3<1

2m<1









 ,解得-4<m<0.

②因为x∈(-∞,-4)时,f(x)g(x)<0,此时g(x)=2x-2<0恒成立,所以f(x)=

m(x-2m)(x+m+3)>0在x∈(-∞,-4)有成立的可能,则只要-4比x1,x2中的较小的根

大即可.
当-1<m<0时,-m-3<2m,但是-m-3<-4不成立;当m=-1时,-m-3=2m=

-2>-4,不成立;当-4<m<-1时,2m<-m-3,2m<-4成立,即m<-2成立.
综上可知,当①②成立时,-4<m<-2,故答案为(-4,-2).

训练2

1.定义函数F(x)=
f(x), f(x)≤g(x)

g(x), f(x)>g(x) ,若函数f(x)=x2-2x+1,g(x)=x2-ax+b,且对

任意的x∈R,都有F(x)=F(4-x)成立,函数y=F(x)的图像与y=m 自左向右有4个交点

A,B,C,D,则|BC|·m 的范围为(  ).

A.0,827 



 B.0,23  C.(0,1) D.12

,2
3  

2.函数f(x)=
|x-1|, x≥0

3x, x<0 ,若x1<x2<x3,且f(x1)=f(x2)=f(x3),则x2f(x1)
x2+x3

的取值

范围为(  ).

A.0,18 



 B.0,14  C.0,18





  D.0,14 






3.已知函数f(x)=
|x2-1|
x-1 +1, x∈[-2,0]

2f(x-2), x∈(0,+∞)







 ,若函数g(x)=f(x)-x-2m+1在区间

     函数与导数
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[-2,4]内有3个零点,则实数m 的取值范围是(  ).

A.m|-12<m<12  B.m|-1<m≤12  
C.m|-1<m<12

或m=1  D.m|-12<m<12
或m=1  

4.已知函数f(x)=
ex,      x∈[-3,1)

-|x2-1|+32
,x∈[1,3]







 ,函数g(x)=m,若f(x)=g(x),x∈[-3,3]恰

有两个零点,则m 的取值范围为    .

5.已知f(x)=
-x2+2x, x≥0

|x-1|-1,x<0 ,关于x的不等式[f(x)]2+af(x)-b2<0有且只有一个整

数解,则实数a的最大值是    .
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函数构造与函数方程思想

没有基础,莫谈方法;建构基础,决胜思想.以一定的观点去破解问题,支撑这种定性

思维的观点就是数学思想,通常把数学思想概括为如下几种:函数与方程思想、数形结

合思想、分类与整合思想、化归与转化思想、特殊与一般思想、有限与无限思想、整体把

握与极端性、归纳与类比等.

函数思想可以说是数学思想之首.函数思想用运动和变化的观点、集合与对应的方

法去分析、研究数学问题中的数量关系,建立函数关系或者构造函数,运用函数的图像

和性质去分析问题、转化问题、解决问题,因此函数思想直接支撑数形结合思想.

方程(零点)同样是分析数学问题中的数量关系,是函数知识的主要外延之一,因

为函数方程(零点)呈现出变量间的等量关系,而处理数量关系的本质是函数.因此需

借助函数及其图像和性质来研究方程.函数与方程是通过转化达到互通的:对于函数

y=f(x),当y=0时,就转化为方程f(x)=0了.同样也可以把函数y=f(x)看作是

二元方程y-f(x)=0,函数与方程的这种相互转化关系非常重要.

转化思想是函数问题的重要思想,它将问题转化为函数图像和函数性质求解,其

应用主要表现在两个方面:一是借助有关初等函数的性质,解有关求值、解(证)不等

式、解方程以及讨论有关参数的取值范围等问题;二是在问题研究中通过建立函数关

系式或者构造中间函数,把所研究的问题转化为讨论函数的有关性质,以达到化难为

易、化繁为简的目的.

在实现问题的转化中,构造函数是重要和常用的手段之一,它使问题变得可操作、

可研究.构造函数有时整体构造,有时源于式子的结构,具有一定的技巧,需多观察多

积累.
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函数构造

3.1 转化等量关系

  解复杂方程的问题,可尝试往函数的方向上转化.此转化有代数的结构分析和元的处理

两大难点方向.构造函数源于结构,因此观察方程的结构或适当变形,利用结构的对称性来构

造辅助函数.从元的角度看,处理的方法是降元,将一元视为主元,一元视为参数,构造函数

将二元问题化为一元问题.通过研究函数的性质(奇偶性和单调性等)来建立等量关系,达到

求解函数方程的目的.

   3.1 设x,y∈R,且满足
(x-1)3+2023(x-1)=-1
(y-1)3+2023(y-1)=1 ,则x+y=    .

对比观察两个方程的结构,两个方程左边是具有相似结构的代数式,右边值为

相反数,可以构造函数f(t)=t3+2023t,通过研究函数的性质,根据单调性、对称性得到两个自

变量之间的关系.

由题意可得(x-1)3+2023(x-1)=- (y-1)3+2023(y-1)  .令f(t)=t3+

2023t,易知f(t)为R上单调递增的奇函数,f(x-1)=-f(y-1),所以x-1+y-1=0,x+

y=2.故填2.

 若实数x,y 满足方程组
(x-1)2023+(x-1)2021+2022x=4044
(y-1)2023+(y-1)2021+2022y=0 ,则x+y=

    .

由
(x-1)2023+(x-1)2021+2022x=4044
(y-1)2023+(y-1)2021+2022y=0 可得

(x-1)2023+(x-1)2021+2022(x-1)=2022
(y-1)2023+(y-1)2021+2022(y-1)=-2022 ,

即(x-1)2023+(x-1)2021+2022(x-1)=- (y-1)2023+(y-1)2021+2022(y-1)  .
令f(t)=t2023+t2021+2022t,易知f(t)为R上单调递增的奇函数,因为f(x-1)=-f(y-

1),所以x-1+y-1=0,x+y=2.故填2.

 3.2 (2020新课标全国Ⅰ卷理12)若2a+log2a=4b+2log4b,则(  ).

A.a>2b B.a<2b C.a>b2 D.a<b2

第3讲 函数构造与函数方程思想
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观察等式两边的结构,它们结构类似,因此可以尝试构造函数f(x)=2x+

log2x.为此将等式右边变形为以2为底的指数式与对数式的和的形式,经过放缩得到函数不等

式,根据函数单调性去掉函数符号f,解得自变量之间的关系.

令f(x)=2x+log2x,易知f(x)是一个增函数,2a+log2a=f(a),4b+2log4b=

22b+log22b2=22b+log2b<22b+log22b=f(2b),所以f(a)<f(2b),得a<2b.故选B.

 已知a,b∈(0,2),且满足a2-b2-4=42b-2
a-4b,则a+b的值为    .

这个等式中的a,b混杂在一起,关系不清,因此首先分离a,b,并向相似结

构的方向转化,从中构造函数,通过研究函数的单调性、对称性,由函数值得到自变量之间

的关系.

由a2-b2-4=42b-2
a-4b移项可得a2+2a=b2+4+42b-4b=

(2-b)2+22-b.

令f(x)=x2+2x,x∈(0,2),易知f(x)在(0,2)上单调递增,f(a)=f(2-b),所以a=2-b,即

a+b=2.故填2.

函数构造的两大方向———代数的结构分析和元的处理

  1.结构分析

观察代数式的结构是否相同,有时通过适当变形,形成结构上的相似,这时便可利用结构

的对称性来构造辅助函数.

[思考题1]求函数f(x)=(3x-1) 9x2-6x+5+1  +(2x-3) 4x2-12x+13+1  的

图像与x轴的交点坐标.

[分析与解]f(x)=(3x-1) (3x-1)2+4+1  +(2x-3) (2x-3)2+4+1  ,观察结构可

构造函数g(x)=x x2+4+1  ,易知g(x)为奇函数且在R上单调递增.

依题意,f(x)=0等价于g(3x-1)+g(2x-3)=0,则3x-1+2x-3=0,得x=45
,所以

y=f(x)的图像与x轴的交点坐标为 4
5
,0  .

2.元的处理

对于二元函数的问题,处理的方法是降元,将一元视为主元,一元视为参数来构造函数,

这样将二元问题化为一元问题.

[思考题2]已知a>b>0,求a2+1ab+
1

a(a-b)
的最小值.

     函数与导数
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  [分析与解]从元的角度看,这是关于a,b的二元问题,处理的方法是降元,将二元问题化

为一元问题.视b为主元,a为参数.f(x)=a2+1ax+
1

a(a-x)
,0<x<a.

f'(x)=-1a
·1
x2+

1
a

· 1
(a-x)2=

1
a

·x2-(a-x)2
(a-x)2x2 =

2x-a
x2(a-x)2.

令f'(x)=0得x=a
2
,函数f(x)在 0,a2  上单调递减,在 a

2
,+∞  上单调递增,则

f(x)min=f a
2  =a2+4a2≥2 a2·4a2=4

(当且仅当a2=4a2
,即a= 2时,取“=”).

综上所述,当a= 2,b= 22
时,a2+1ab+

1
a(a-b)

取得最小值为4.

3.综合看结构分析和元的处理

以上构造函数的两个角度不是对立的,有的题目可以通过不同的角度来构造函数.
[思考题3]已知a,b为正数,若不等式aeb+lna>ln(a+b)+a恒成立,则a的取值范围

是(  ).

A.0,1e 



     B.1e

,+∞



      C.[1,+∞)    D.[1,e)

[分析与解]解法一:(从元的角度思考,将二元问题变为一元问题)

令f(b)=aeb+lna-ln(a+b)-a,f'(b)=aeb- 1
a+b

,f″(b)=aeb+ 1
(a+b)2>0

,则f'(b)

在(0,+∞)上单调递增,则f'(b)>f'(0)=a-1a.

①若a-1a≥0
,即当a≥1时,f'(0)≥0,则f(b)在(0,+∞)上单调递增,则f(b)>f(0)

=a+lna-lna-a=0,不等式恒成立,则a≥1满足题意.

②若a-1a<0
,即当0<a<1时,f'(0)<0,则∃b1>0,使得f(b)在(0,b1)单调递减,又

f(0)=0,则f(b)<0在(0,b1)上恒成立,不满足题意,舍去.

综上所述,a的取值范围是[1,+∞).故选C.

解法二:(从结构角度,对称处理):aeb+lna>ln(a+b)+a,即aeb+b+lna>a+b+

ln(a+b),亦即eb+lna+b+lna>eln(a+b)+ln(a+b).
构造函数f(x)=x+ex,易知y=f(x)在R上单调递增,由f(b+lna)>fln(a+b)  得

b+lna>ln(a+b)⇔b>ln1+b
a  ,又ln1+b

a  <b
a
,则b

a≤b
,得a≥1,所以a的取值范围为

[1,+∞).故选C.
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3.2 转化不等关系

  构造函数研究不等式要抓住所解不等式的结构特征,适当构造函数.一般对称不等式都

可构造出函数来进一步研究.函数构造好了,后面解题过程才会顺畅.先把原不等式转化为

f(A)>f(B)的形式;接下来再判断函数f(x)的单调性,根据函数的单调性将抽象函数不等

式中的函数符号“f”去掉,得到具体的不等式来解.

   3.3 不等式1+2x<3x的解集为    .

这个不等式中若3x改为4x,则换元转化为一元二次不等式易解.但现在是3x,

此路不通,想到通过构造函数、解函数不等式获解.现将不等式变形为3x-2x>1,若构造函数

f(x)=3x-2x,则1=f(1),原不等式转化为f(x)>f(1),但f(x)单调性不易确定,因此将原

不等式变形,构造函数f(x)= 1
3  x+ 2

3  x,解函数不等式得解.

由1+2x<3x可得 1
3  x+ 2

3  x<1.令f(x)= 1
3  x+ 2

3  x,易知f(x)在 R上

单调递减,f(x)= 1
3  x+ 2

3  x<1=f(1),所以x>1.

 设a,b∈R,且3a+11a=16a,6b+8b=13b,试比较a与b的大小关系.

构造辅助函数解函数不等式.由3a+11a=16a,得 3
16  a+ 1116  a=1>316+1116.

令f(x)= 3
16  x+ 1116  x,得f(a)>f(1).易知f(x)在R上单调递减,所以a<1.

由6b+8b=13b得 6
13  b+ 8

13  b=1<613+813.令g(x)= 6
13  x+ 8

13  x,得g(b)<g(1),易

知g(x)在R上单调递减,所以b>1.
综上可知,a<1<b,即a<b.

 设a,b∈R,且3a+11b=16a,6a+8b=13b,证明:a<b.

假设a≥b,则3a+11a≥3a+11b=16a,所以 3
16  a+ 1116  a≥1>316+1116.同理可

得6b+8b≤6a+8b=13b,613  b+ 8
13  b≤1<613+813.

令f(x)= 3
16  x+ 1116  x,易知f(x)在R上单调递减,f(a)>f(1),所以a<1.
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令g(x)= 6
13  x+ 8

13  x,易知g(x)在R上单调递减,g(b)<g(1),所以b>1.

于是假设不成立,所以a<b.

 3.4 设x0是方程x2023-x-1=0的正实根,y0是方程y4046-y=3x0的正实根.
(1)试比较x0和y0的大小;

(2)试求|x0-y0|小数点后面的第二位数.

(1)构造函数f(x)=x4046-x,将x0和y0的大小转化为比较f(x0)和f(y0)的大

小;(2)因为无法求出|x0-y0|具体的值,所以考虑求出它的范围,该范围精确到小数点后三位,

因此设法将|x0-y0|进行放缩.

(1)构造函数f(x)=x4046-x(x>1),易知f(x)在(1,+∞)上单调递增.

又x0是方程x2023-x-1=0的正实根,可得x20230 -1=x0>0,所以x0>1.
由y40460 -y0=3x0>1可得y0>1,所以要比较x0和y0的大小,只需要比较f(x0)和f(y0)

的大小,即f(x0)-f(y0)=(x40460 -x0)-(y40460 -y0)=(x0+1)2-x0-3x0=(x0-1)2>0,所

以f(x0)>f(y0),由单调性可得x0>y0.
(2)易知x0,y0∈(1,2),设x0=1+t(t>0).

由x02023=x0+1可得(1+t)2023=(1+t)+1=t+2>1+2023t,即2022t<1,解得t< 1
2022.

|x0-y0|<|x0-1|=t< 1
2022<0.0005

,因此|x0-y0|小数点后面的第二位数为0.

 若ex=1+x+12x
2ey,x>0,求证:0<y<x.

要比较x与y 的大小关系,可构造函数来比较.

由ex=1+x+12x
2ey(x>0)得ey=e

x-x-1
1
2x

2
=2
(ex-x-1)

x2 .

要证明0<y<x,只需证明1<ey<ex,即1<2
(ex-x-1)

x2 <ex,只需证明ex>x
2

2+x+1
(x>0)①

和ex-x-1<12x
2ex(x>0)②.

先证明不等式①:ex>x
2

2+x+1
(x>0).

构造辅助函数f(x)=ex-12x
2-x-1,x>0,f(0)=0,f'(x)=ex-x-1,x>0,由经典不

等式知f'(x)>0,因此y=f(x)在(0,+∞)上单调递增,则f(x)>f(0)=0,所以ex>12x
2+

x+1.
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再证不等式②:ex-x-1-12x
2ex<0⇔ 1-12x

2  ex-x-1<0(x>0).
构造辅助函数g(x)= 1-12x

2  ex-x-1,x>0,g(0)=0,g'(x)=-xex+ 1-12x2  ex-
1= 1-12x

2-x  ex-1,g'(0)=0,g″(x)= 1-12x2-x-x-1  ex=- 1
2x

2+2x  ex<0,因此

g'(x)在(0,+∞)上单调递减.
而g'(0)=0,则g'(x)<0(x>0)因此g(x)在(0,+∞)上单调递减.

又g(0)=0,所以g(x)<0(x>0),即ex-x-1<12x
2ex.证毕.

函数与方程思想

3.3 函数思想

  函数思想是解决数学问题的一种思维策略,即以函数观点,也就是用变量之间对应的观

点去破解问题.在函数思想中,构造函数是其重要体现.首先抓住变化过程中那些保持不变

的规律和性质,通过类比、联想、转化等方式,合理地构造函数,然后结合函数的概念和性质,

去分析问题、转化问题并解决问题.

   3.5 已知a>0,则x0满足关于x的方程ax=b的充要条件是(  ).

A.∃x∈R,12ax
2-bx≥12ax

2
0-bx0 B.∃x∈R,12ax

2-bx≤12ax
2
0-bx0

C.∀x∈R,12ax
2-bx≥12ax

2
0-bx0 D.∀x∈R,12ax

2-bx≤12ax
2
0-bx0

根据选项可构造一个函数f(x)=12ax
2-bx,x0是函数f(x)的最小值点,以此判断.

设函数f(x)=12ax
2-bx,则f'(x)=ax-b,由已知可得f'(x0)=ax0-b=0,

又因为a>0,所以x0是极小值点,同时也是最小值点(或由二次函数的性质得出x0是最小值

点),即∀x∈R,12ax
2-bx≥12ax

2
0-bx0.反之亦成立.

因此,x0满足关于x的方程ax=b的充要条件是1
2ax

2-bx≥12ax
2
0-bx0.故选C.

 (2018浙江卷10)已知a1,a2,a3,a4成等比数列,且a1+a2+a3+a4=ln(a1+
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a2+a3),若a1>1,则(  ).

A.a1<a3,a2<a4 B.a1>a3,a2<a4 C.a1<a3,a2>a4 D.a1>a3,a2>a4

根据lnx≤x-1可得,a1+a2+a3+a4=ln(a1+a2+a3)≤a1+a2+a3-1,所以

a4≤-1,q3=a4a1<0
,即q<0.

若q≤-1,则a1+a2+a3+a4=a1(1+q+q2+q3)=a1(1+q)(1+q2)≤0,ln(a1+a2+a3)=

lna1(1+q+q2)≥lna1>0,不符合题意,所以q的取值范围是-1<q<0,即0<q2<1.
因此a3=a1q2,a1,a3均为正数,a1>a3;a4=a2q2,a2,a4均为负数,a2<a4.故选B.

本题运用了代数运算的方法求解,是否可以运用数形结合的思想来求解? 读者可

另辟蹊径思考一番.

3.4 方程思想

  方程思想是从分析问题的数量关系入手,将问题中的已知量和未知量之间的数量关系通

过适当设元建立起方程(组),或是利用已知条件或公式、定理中的已知结论构造方程(组),然

后通过解方程(组)使问题得到解决的思维方式.这种思想在代数和几何中有着广泛的应用.
零点使得函数思想与方程思想互相作用.通过方程思想建立方程后,方程中的工具便可

加以应用,其中判别式是方程、函数和不等式相联系的重要工具,通过构造一元二次方程或一

次不等式,运用Δ≥0或Δ≤0来求参数范围或参数间的联系是一种重要的解题策略.

   3.6 已知5b-c
5a =1(a,b,c∈R),则有(  ).

A.b2>4ac B.b2≥4ac C.b2<4ac D.b2≤4ac

题目的选项是根的判别式的形式,所以考虑构造以a,b,c为系数的方程,判断

此方程的根的情况.另外本题也可尝试走不等式的思路,利用均值不等式来解.

解法一(不等式法):由 5b-c
5a =1可得 5b=5a+c,所以5b2=25a2+10ac+

c2≥10ac+2 25a2·c2=10ac+10ac=20ac,即b2≥4ac.故选B.

解法二(方程法):根据题意可得5a- 5b+c=0,即a· 5
2
-b· 5+c=0,所以 5是方程

ax2-bx+c=0的一个实根,Δ=b2-4ac≥0,即b2≥4ac.故选B.

 设a,b,c为实数,若(a+c)(a+b+c)<0,证明:(b-c)2>4a(a+b+c).
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所证不等式⇔(b-c)2-4a(a+b+c)>0,联想到一元二次方程的根的判别式

Δ=b2-4ac,因此可以构造二次函数f(x)=ax2+(b-c)x+(a+b+c),只要证得方程f(x)=0
有两根或f(x)与x轴相交即可.

当a=0时,由已知条件可得b≠c(若b=c,则c(b+c)<0⇔2b2<0,不成立),此时满足(b-

c)2>4a(a+b+c).

当a≠0时,设f(x)=ax2+(b-c)x+(a+b+c),因为f(0)=a+b+c,f(-1)=2(a+c),

由已知得(a+c)(a+b+c)<0,所以f(0)·f(-1)<0,则二次函数f(x)的图像与x轴相交,

故Δ=(b-c)2-4a(a+b+c)>0,即(b-c)2>4a(a+b+c).

 已知α,β,γ为任意三角形的三个内角,求证:x2+y2+z2≥2xycosα+2yzcosβ+

2zxcosγ.

设f(x)=x2+y2+z2-(2xycosα+2yzcosβ+2zxcosγ)

=x2-2(ycosα+zcosγ)x+y2+z2-2yzcosβ,

此二次函数的判别式为

Δ=4(ycosα+zcosγ)2-4(y2+z2-2yzcosβ)

=4(y2cos2α+z2cos2γ+2yzcosαcosγ)-4(y2+z2+2yzcos(α+γ))

=4y2(1-sin2α)+z2(1-sin2γ)+2yzcosαcosγ  -4(y2+z2+2yz(cosαcosγ-sinαsinγ))

=4(-y2sin2α-z2sin2γ+2yzsinαsinγ)

=-4(ysinα-zsinγ)2≤0,

所以f(x)≥0,即x2+y2+z2≥2xycosα+2yzcosβ+2zxcosγ.

判别式是方程、函数和不等式相联系的重要工具,是等式和不等式相互转化的重要桥

梁,运用判别式法证明不等式有两种途径:(1)构造一元二次方程,然后利用Δ≥0来证明不

等式;(2)构造恒大于(或小于)零的一元二次函数,然后利用Δ≤0来证明不等式.

 3.7 已知函数y=ax
2+bx+6
x2+2

的最小值是2,最大值是6,求实数a,b的值.

利用判别式求值域的方法得到关于y的不等式,而由已知得2≤y≤6,此时再

次运用方程思想,由根与系数的关系列方程组求a,b的值.

将原函数去分母,并整理得(a-y)x2+bx+(6-2y)=0,显然y=a不满足题

意,于是Δ=b2-4(a-y)(6-2y)≥0,所以y2-(a+3)y+3a-b
2

8≤0.
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由题设知y的最小值为2,最大值为6,由韦达定理得

a+3=8

3a-b
2

8=12







 ,解得a=5,b=±26.

 3.8 三个不同的实数x,y,z满足x3-3x2=y3-3y2=z3-3z2,则x+y+z=(  ).

A.-1     B.0     C.1     D.3

等式x3-3x2=y3-3y2=z3-3z2在结构上是对称的,可提炼出函数f(t)=t3-

3t2-c,那么x,y,z就是t3-3t2-c=0的三个根,由一元三次方程根与系数的关系得解.

解法一(根据一元三次方程根与系数的关系):设x3-3x2=y3-3y2=z3-

3z2=c(c∈R),由题意可得,x,y,z是函数f(t)=t3-3t2-c的三个根,所以f(t)=t3-3t2-c=

(t-x)(t-y)(t-z),根据一元三次方程根与系数的关系可得x+y+z=--31=3.
故选D.

解法二(根据三次函数的对称中心):设x3-3x2=y3-3y2=z3-3z2=c(c∈R),由题意可

得,x,y,z是函数f(t)=t3-3t2-c的三个根,f(t)=t3-3t2-c的对称中心的横坐标为-b
3a=

--33 =1.

不妨设x<y<z,则y=1,x+z=2,所以x+y+z=3.故选D.

 已知lgc
a  2-4lga

b  lgb
c  =0,求证:a,b,c成等比数列.

由已知构造一元二次方程lga
b  t2+lgc

a  t+lgb
c=0①

,由Δ=0,可知方程①

有相等实根,且不难发现实根t1=t2=1.

由韦达定理得t1t2=
lgb

c

lga
b

=1,计算得b
c=

a
b
,即b2=ac,所以a,b,c成等比数列.

 3.9 方程组
xx-y=yx+y

y x=1 (x,y>0)有(  )组解.

A.1 B.2 C.3 D.4

对y x=1和xx-y=yx+y两边取对数,尝试得到x与y 的关系式,代入y x=

1求解.

对 方 程 组 中 的 两 个 方 程 两 边 取 对 数 得

(x-y)lnx=(x+y)lny

lny+12lnx=0







 ⇔
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(x-y)lnx=(x+y)lny

lny=-12lnx







 ,由lny

lnx=-
1
2=

x-y
x+y

可得-2x+2y=x+y,即y=3x,则y x=

1⇔3x x=1,得9x3=1,即x3=19
,解得x=

3
1
9
,y=3

3
1
9
,即有一组解.故选A.

训练3

1.设a>0,b>0,e是自然对数的底数,则(  ).

A.若ea+2a=eb+3b,则a>b B.若ea+2a=eb+3b,则a<b

C.若ea-2a=eb-3b,则a>b D.若ea-2a=eb-3b,则a<b

2.(2022新课标全国甲卷文12)已知9m=10,a=10m-11,b=8m-9,则(  ).

A.a>0>b B.a>b>0 C.b>a>0 D.b>0>a

3.设x,y∈ -π4
,π
4





 




 ,若

x3+cosx+3π2  +2a=0
4y3+sinycosy-a=0







 ,则cos(x+2y)=    .

4.已知实数a>b>c,且a+b+c=1,ab+c=c2,则实数c的取值范围是    .

5.已知实数x1,x2满足x1ex1=e3,x2(lnx2-2)=e5,则x1x2=    .

6.已知P(x,y)是单位圆O:x2+y2=1上的动点,并且满足|x+2y-a|+|6-x-2y+a|是常

数,则a的取值范围是    .

7.已知a,b,c是三角形的三边长,ak+bk=ck,求证:k<0或k>1.
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三次函数的图像与性质

函数与导数一直是高考中的热点与难点,其中三次函数是一类重要的函数,我们知

道二次函数是重要的且具有广泛应用的基本初等函数,学生对此已有较为全面、系统、

深刻的认识,并在某些方面具备了把握规律的能力.由于三次函数的导数是二次函数,

使得我们可以利用二次函数较为深入地研究三次函数的图像与性质,以及三次方程的

解的个数的问题,这使得三次函数成为高考数学的一大亮点.

三次函数规律性强,内容相对独立,且有一些独有的结论和技巧.如果能得当运用

三次函数的有关结论,可以大大简化解题过程.

本讲研究了三次函数的图像与性质,以及三次方程的根的判别式与韦达定理等问

题,愿我们借助这些题目能够更好地、更深刻地认识三次函数.
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4.1 三次函数的图像

  三次函数f(x)=ax3+bx2+cx+d(a≠0)的大致图像如“N”型,其中Δ为导函数的判别式.

a>0 a<0

Δ>0 Δ≤0 Δ>0 Δ≤0

图

像

单

调

区

间

在(-∞,x1),(x2,+∞)上

是增函数;

在(x1,x2)上是减函数

在 R上是增函数

在(x1,x2)上是增函数;

在(-∞,x1),(x2,+∞)上

是减函数

在 R上是减函数

极

值

f(x)极大值=f(x1),

f(x)极小值=f(x2)
无极值

f(x)极小值=f(x1),

f(x)极大值=f(x2)
无极值

   4.1 (2021新课标全国乙卷理10)设a≠0,若x=a为函数f(x)=a(x-a)2(x-b)

的极大值点,则(  ).

A.a<b B.a>b C.ab<a2 D.ab>a2

当a=b时,f(x)=a(x-a)3无极值点;当a≠b时,分a<0和a>0两种情况,

结合三次函数的性质可得答案.

若a=b,则f(x)=a(x-a)3为单调函数,无极值点,不符合题意,故a≠b.

所以f(x)有x=a和x=b两个不同零点,且在x=a左右附近是不变号,在x=b左右附近

是变号的.

依题意,x=a为函数f(x)=a(x-a)2(x-b)的极大值点,所以在x=a左右附近都是小于零的.

当a<0时,有x>b,f(x)≤0,画出f(x)的图像如图(a)所示.由图可知b<a,a<0,故ab>a2.

当a>0时,有x>b,f(x)>0,画出f(x)的图像如图(b)所示.由图可知b>a,a>0,故ab>a2.

综上所述,ab>a2成立.故选D.

     函数与导数
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图(a)    
图(b)

 (2020浙江卷9)已知a,b∈R且ab≠0,若(x-a)(x-b)(x-2a-b)≥0在x≥0

上恒成立,则(  ).

A.a<0 B.a>0 C.b<0 D.b>0

分a>0与a<0两种情况讨论,结合三次函数的性质分析即可得到答案.

设f(x)=(x-a)(x-b)x-(2a+b)  ,ab≠0.

①当a,b,2a+b互不相等,若对于∀x≥0,都有f(x)≥0,则a<0,b<0.如图(a)所示.

②当a,b,2a+b中有相等的情形,则只能是a=b或a=2a+b.当a=b时,如图(b)所示,则

a<0,b<0.
当a=2a+b时,即a+b=0,如图(c)所示,显然不满足题意,故舍去.
当a=2a+b时,即a+b=0,如图(d)所示,则b<0即可.

图(a)  
图(b)  

图(c)  
图(d)

综上所述,满足题设条件的b<0.故选C.

运用数形结合思想,抓住三次函数图像的特征,合理分类讨论,判断a,b的范围,

得到共同性质.

三次函数的性质

4.2 对称性

  1.三次函数是中心对称函数

仔细观察图像,我们不难发现三次函数是中心对称曲线,这一点可以得到进一步的验证:
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  解法一:设f(m-x)+f(m+x)=2n,得

[a(m-x)3+b(m-x)2+c(m-x)+d]+[a(m+x)3+b(m+x)2+c(m+x)+d]=2n,

整理得(6ma+2b)x2+(2am3+2bm2+2mc+2d)=2n.

  根据多项式恒等对应系数相等,可得m=-b
3a

且n=am3+bm2+mc+d,从而三次函数

是中心对称曲线,且由n=f(m)知其对称中心(m,f(m))仍然在曲线上.

故对称中心为 -b
3a
,f -b

3a    .
解法二:设三次函数f(x)=ax3+bx2+cx+d(a≠0)的对称中心是(m,n),按照向量a=

(-m,-n)将函数图像平移,则函数g(x)=f(x+m)-n为奇函数,所以g(-x)+g(x)=

f(-x+m)-n+f(x+m)-n=f(-x+m)+f(x+m)-2n=0.
代入化简得(3ma+b)x2+am3+bm2+cm+d-n=0对x∈R恒成立.故3ma+b=0,解

得m=-b
3a
,n=am3+bm2+cm+d=f(m)=f -b

3a  ,所以对称中心为 -b
3a
,f -b

3a    .
这里的m=-b

3a
是否具有特殊的意义?

对函数f(x)进行两次求导,f″(x)=6ax+2b,再令其等于0,可得到x=-b
3a
,恰好是对

称中心的横坐标,这可不是巧合,因为满足f″(m)=0的m 正是函数拐点的横坐标,这一性质

刚好与图像吻合.
引申:函数f(x)与其导函数f'(x)的对称性关系:

①y=f(x)是可导函数,且其图像关于点(m,n)对称,则y=f'(x)图像关于直线x=m
对称.

证明:由y=f(x)图像关于点(m,n)对称,得f(x)+f(2m-x)=2n.

因为f'(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

,所以f'(2m-x)=lim
Δx→0

f(2m-x+Δx)-f(2m-x)
Δx =

lim
Δx→0

2n-f(x-Δx)  - 2n-f(x)  
Δx =lim

Δx→0

f(x)-f(x-Δx)
Δx =f'(x).

所以f'(2m-x)=f'(x),即y=f'(x)图像关于直线x=m 对称.

②y=f(x)是可导函数,且其图像关于直线x=m对称,则y=f'(x)图像关于点(m,0)对称.
证明:由y=f(x)图像关于直线x=m 对称,得f(x)=f(2m-x).

因为f'(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

,所以f'(2m-x)=lim
Δx→0

f(2m-x+Δx)-f(2m-x)
Δx =

lim
Δx→0

f(x-Δx)-f(x)
Δx =-lim

Δx→0

f(x-Δx)-f(x)
-Δx =-f'(x).
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  所以f'(2m-x)+f'(x)=0,即y=f'(x)图像关于点(m,0)对称.

2.三次函数极值点与对称中心的关系

若三次函数f(x)=ax3+bx2+cx+d有极值,则它的对称中心是两个极值点的中心.

证明:设f'(x)=3ax2+2bx+c=0的两根为x1,x2,则x1+x2=-2b3a
,x1x2=c

3a.

设f(x)的两个极值点为A x1,f(x1)  ,B x2,f(x2)  ,则

f(x1)+f(x2)=(ax31+bx21+cx1+d)+(ax32+bx22+cx2+d)

=a(x31+x32)+b(x21+x22)+c(x1+x2)+2d

=a(x1+x2)(x1+x2)2-3x1x2  +b (x1+x2)2-2x1x2  +c(x1+x2)+2d

=a -2b3a  4b29a2-c
a  +b4b29a2-2c3a  -2bc3a+2d=4b

3

27a2-
2bc
3a+2d.

2f -b
3a  =2a -b

3a  3+b -b
3a  2+c -b

3a  +d



 




 =4b

3

27a2-
2bc
3a+2d

,所 以 f(x1)+

f(x2)=2f -b
3a  .

AB 的中点P x1+x2
2

,f(x1)+f(x2)
2  = -b

3a
,f -b

3a    即为对称中心.

   4.2 已知函数f(x)=2x3-3x2+9x-72
,则f 1

2022  +f 2
2022  +f 3

2022  +…+

f20212022  =(  ).
A.2021 B.20212 C.2022 D.40212

f(x)=2x3-3x2+9x-72
为三次函数,找到对称中心,利用对称性解决即可.

由f(x)=2x3-3x2+9x-72
,可得f'(x)=6x2-6x+9,f″(x)=12x-6.令f″(x)=

12x-6=0,得x=12
,又f 1

2  =2× 1
2  3-3× 1

2  2+9×12-72=12,所 以 对 称 中 心 为

1
2
,1
2  ,f 1

2022  +f 2021
2022  =1,f 2

2022  +f 2020
2022  =1,…,f 1010

2022  +f10122022  =1,
f10112022  =12,f 1

2022  +f 2
2022  +f 3

2022  +…+f20212022  =1010×1+12=20212 .故选B.

 已知函数f(x)=x3+ax2-9x+b图像关于(1,0)对称,且满足-1≤s<t≤m 的

任意实数s,t有f(s)>f(t),则实数m 的最大值为    .

f'(x)=3x2+2ax-9,f″(x)=6x+2a.
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因为函数f(x)=x3+ax2-9x+b的图像关于点(1,0)对称,所以f″(1)=6+2a=0且

f(1)=1+a-9+b=0,解得a=-3,b=11,所以f(x)=x3-3x2-9x+11.
又因为对满足-1≤s<t≤m 的任意实数s,t有f(s)>f(t),所以f(x)在[-1,m]上单调

递减,令f'(x)=3x2-6x-9≤0,解得-1≤x≤3,所以实数m 的最大值为3.

 函数f(x)=x3-bx2+c,若f(1-x)+f(1+x)=2,则下列不等关系成立

的是(  ).

A.f(ln2)+f(ln4)<2 B.f(-2)+f(5)<2

C.f(ln2)+f(ln3)<2 D.f(-1)+f(2)>2

f'(x)=3x2-2bx,f″(x)=6x-2b.

由f(1-x)+f(1+x)=2可知三次函数f(x)的对称中心为(1,1),所以f(1)=13-b·

12+c=1,f″(1)=6-2b=0,解得b=3,c=3,故f(x)=x3-3x2+3,f'(x)=3x2-6x=3x(x-

2),故f(x)在(0,2)上单调递减,在(-∞,0)和(2,+∞)上单调递增.

由f(1-x)+f(1+x)=2得f(x)+f(2-x)=2,又1<ln3<2-ln2=lne
2

2<ln4<2
,于是

可得2=f(ln2)+f(2-ln2)=f(ln2)+flne
2

2  >f(ln2)+f(ln4),2=f(ln2)+f(2-ln2)=
f(ln2)+flne

2

2  <f(ln2)+f(ln3),故A正确,C不正确.

又2=f(-2)+f(4)<f(-2)+f(5),2=f(-1)+f(3)>f(-1)+f(2),故B,D都不

正确.
综上可知,故选A.

 已知a∈R,函数f(x)=x3+3(a-1)x+1.
(1)求证:f(x)的图像关于点(0,1)对称;

(2)当x∈[0,2]时,求 f(x-1)的最大值.

(1)要证明f(x)的图像关于点(0,1)对称,等价于证明f(x)+f(-x)=2.

由f(x)=x3+3(a-1)x+1,f(-x)=-x3-3(a-1)x+1,f(x)+f(-x)=2,因此函数

f(x)的图像关于点(0,1)对称.
(2)设g(x)=f(x-1)=(x-1)3+3(a-1)(x-1)+1,x∈[0,2].
令t=x-1∈[-1,1],得g(t)=t3+3(a-1)t+1,t∈[-1,1],g'(t)=3t2+3(a-1)=

3(t2+a-1),t∈[-1,1].

①当a≥1时,g'(t)≥0,此时g(t)在[-1,1]上单调递增,所以 g(t)max=max g(-1),g(1)  ,

又 g(-1)= -3(a-1)=3(a-1),g(1)=3a-1,且3a-1>3(a-1),所 以,此 时

g(t)max=3a-1.
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②当 a≤0 时,g'(t)≤0,此 时 g(t)在 [-1,1]上 单 调 递 减,所 以 g(t)max=

max g(-1),g(1)  =max{3-3a,1-3a}=3-3a.

③当0<a<1时,令g'(t)=0,得t1=- 1-a,t2= 1-a,因此g(t)在 -1,- 1-a  ,

1-a,1  上单调递增,在 - 1-a,1-a  上单调递减.

且g(-1)=3(1-a)>0,g(1)=3a-1,g(t1)=g - 1-a  >g(-1)>0,g(t2)=

g 1-a  =-2(1-a)1-a+1.如图(a)所示.

(ⅰ)若g(1)=3a-1≤0,即0<a≤13
,此时 g(t1)=2(1-a)1-a+1,g(t2)=

2(1-a)1-a-1,显然 g(t1)=g(t1)> g(t2),此 时,g(t)max= g(t1)=2(1-a)·

1-a+1.

(ⅱ)若g(1)=3a-1>0,即13<a<1
,此时 g(t)max=max g(t1), g(t2),g(1) =

max2(1-a)1-a+1,-2(1-a)1-a+1 ,3a-1  .如图(b)所示.

图(a)   
图(b)

又g(t1)- g(t2)=2(1-a)1-a+1- 1-2(1-a)1-a >0,所以只需比较g(t1)和

g(1)的大小关系.

令h(a)=g - 1-a  -g(1)=2(1-a)1-a-3a+2,13<a<1,h'(a)=-2 1-a+

2(1-a)·12
· -1
1-a

-3=-3 1-a-3<0,函数h(a)在 1
3
,1  上单调递减,且h 1

3  >0,
h(1)=-1<0,h 34  =2×14×12+2-94=0,因此当1

3<a<
3
4

时,h(a)>0,即g - 1-a  >

g(1),此 时 g(t)max=g - 1-a  =2(1-a)1-a+1;当3
4≤a<1时,h(a)≤0,即

g - 1-a  ≤g(1),此时 g(t)max=g(1)=3a-1.

综上所述,f(x-1)max= g(t)max=

3-3a,      a≤0

2(1-a)1-a+1,0<a<34

3a-1, a≥34














.
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本题说难也难,种类多,过程长,计算量大;但本题说简单也简单,思路很容易想

到,计算处理也没有太大的难度,唯一的难点是判断2(1-a)1-a-3a+2的正负.

但就算想不到分子有理化的技巧,老老实实利用平方,比较2(1-a)1-a的平方和

3a-2的平方的大小,也不算繁杂.通过这道题,我们可以对分类讨论的方法朴实和功

能强大有一个清醒的认识.
设连续函数f(x)在[a,b]上的最小值为 m,最大值为n,即 m≤f(x)≤n,则

f(x)max=max|m|,|n|  ,本例给f(x)整体加绝对值,实质是研究f(x)的单调性

及函数的最大与最小值问题.

4.3 切线问题

  1.过三次曲线的对称中心且与该三次曲线相切的直线有且仅有一条,而过三次曲线上除

对称中心外的任一点与该三次曲线相切的直线有两条.
由于三次曲线都是中心对称曲线,因此,将其对称中心移至坐标原点,便可将三次函数的

解析式简化为f(x)=ax3+bx.

  若 M(x1,y1)是三次曲线f(x)=ax3+bx上的任一点,设过 M 的切线与曲线y=f(x)相切

于(x0,y0),则切线方程为y-y0=f'(x0)(x-x0).因点M 在此切线上,故y1-y0=f'(x0)·

(x1-x0),又y0=ax03+bx0,y1=ax13+bx1,所以ax13+bx1-(ax03+bx0)=(3ax02+b)·

(x1-x0),整理得(x0-x1)2(2x0+x1)=0,解得x0=x1或x0=-x12.

综上所述,当点 M 是对称中心即x1=0时,过点 M 作曲线的切线切点是唯一的,且为

M,故只有一条切线;当点 M 不是对称中心即x1≠0时,过点 M 作曲线的切线可产生两个不

同的切点,故必有两条切线,其中一条就是以 M 为切点(亦即曲线在点 M 处)的切线.
由此可见,不仅切线与曲线的公共点可以多于一个,而且过曲线上点的切线也不一定唯一.

2.求以曲线上的点(x0,f(x0))为切点的切线方程的求解步骤:①求出函数f(x)的导数

f'(x);②求切线的斜率f'(x0);③写出切线方程y-f(x0)=f'(x0)(x-x0),并化简.

3.问题延伸:过三次函数f(x)=ax3+bx2+cx+d的图像外一点P(x0,y0)可以作几条切线?

设f(x)=ax3+bx2+cx+d(a>0)在对称中心 N -b
3a
,f -b

3a    处的切线为l,曲线Γ

及l把坐标平面分成Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ四个区域,如图1(a<0)、图2(a>0)所示.
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  (1)当定点P 在对称中心N 或在Ⅰ和Ⅲ区域时,过点P 的切线有且仅有一条;

(2)当定点P 在曲线上或在切线l上且不在对称中心N 时,过点P 的切线有两条;

(3)当定点P 在Ⅱ和Ⅳ区域时,过点P 的切线有三条.

图1     
图2

   4.3 (2014北京卷文20)已知函数f(x)=2x3-3x.
(1)求f(x)在区间[-2,1]上的最大值;

(2)若过点P(1,t)存在3条直线与曲线y=f(x)相切,求t的取值范围;

(3)问过点A(-1,2),B(2,10),C(0,2)分别存在几条直线与曲线y=f(x)相切? (只需写

出结论)

(1)根据函数的单调性求最值;(2)求出过点P(1,t)的切线方程,转化为方程有

3个零点的问题;(3)借助单调性和极值的正负判断零点的个数,或根据曲线与切线分成的4个

区域来判断.

(1)由f(x)=2x3-3x得f'(x)=6x2-3,令f'(x)=0,得x=- 22
或x= 22.

因为f(-2)=-10,f - 22  = 2,f 2
2  =- 2,f(1)=-1,所以f(x)在区间[-2,1]

上的最大值为f - 22  = 2.

(2)设过点P(1,t)的直线与曲线y=f(x)相切于点(x0,y0),则y0=2x03-3x0,且切线斜

率为k=6x02-3,所以切线方程为y-y0=(6x02-3)(x-x0),因此t-y0=(6x02-3)(1-x0),

整理得4x03-6x02+t+3=0.
设g(x)=4x3-6x2+t+3,则“过点P(1,t)存在3条直线与曲线y=f(x)相切”等价于

“g(x)有3个不同零点”,g'(x)=12x2-12x=12x(x-1),g(x)与g'(x)的情况如下:

x (-∞,0) 0 (0,1) 1 (1,+∞)

g'(x) + 0 - 0 +

g(x) ↗ t+3 ↘ t+1 ↗

  所以,t+3是g(x)的极大值,t+1是g(x)的极小值.
当g(0)=t+3≤0,即t≤-3时,此时g(x)在区间(-∞,1)和(1,+∞)上分别至多有1个
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零点,所以g(x)至多有2个零点;当g(1)=t+1≥0,即t≥-1时,此时g(x)在区间(-∞,0)

和(0,+∞)上分别至多有1个零点,所以g(x)至多有2个零点.
当g(0)>0且g(1)<0,即-3<t<-1时,因为g(-1)=t-7<0,g(2)=t+11>0,所以

g(x)分别在区间[-1,0),[0,1)和[1,2)上恰有1个零点,由于g(x)在区间(-∞,0)和(1,

+∞)上单调,所以g(x)分别在区间(-∞,0)和[1,+∞)上恰有1个零点.
综上可知,当过点P(1,t)存在3条直线与曲线y=f(x)相切时,t的取值范围是(-3,-1).
(3)过点A(-1,2)存在3条直线与曲线y=f(x)相切;

过点B(2,10)存在2条直线与曲线y=f(x)相切;

过点C(0,2)存在1条直线与曲线y=f(x)相切.

4.4 等分面积

nm

E1D1C1B1A1

EDCBA

O

y

x2x1x

  由于三次函数f(x)=ax3+bx2+cx+d(a≠0)总可以通过配方或平移变为f(x)=

px3+qx的形式,不妨设p>0,f'(x)=3px2+q=0,令Δ=-12pq>0,即q<0,则x1=

- -q
3p
,x2= -q

3p.如图所示.

令f(x1)=f(n),f(x2)=f(m),x1≠n,x2≠m.

f(m)=f(x2),即pm3+qm=px32+qx2,p(m3-x32)+q(m-x2)

=0,则 p (m -x2)(m2 + mx2 +x22)+q(m -x2)=0,

即(m-x2)p(m2+mx2+x22)+q  =0.

因为m≠x2,所以p(m2+mx2+x22)+q=0,p(m2+mx2+x22)-

3px22=0,则m2+mx2+x22-3x22=0,即m2+mx2-2x22=0,有(m+2x2)(m-x2)=0.
而m≠x2,故m=-2x2.同理n=-2x1.
又x1=-x2,则 m=2x1,n=2x2,|x1-m|=|x1|=|x2|=|n-x2|.故S矩形ABB1A1=

S矩形BCC1B1=S矩形CDD1C1=S矩形DEE1D1.

   4.4 已知函数f(x)=x3+ax+b,a,b∈R.x1,x2∈(m,n)且满足f(x1)=f(n),

f(x2)=f(m),对任意的x∈[m,n]恒有f(m)≤f(x)≤f(n),则当a,b取不同的值时,(  ).

A.n+2x1与m-2x2均为定值 B.n-2x1与m+2x2均为定值

C.n-2x1与m-2x2均为定值 D.n+2x1与m+2x2均为定值

根据f(x)=x3+ax+b的单调性可得对任意的x∈[m,n],f(x)min=f(m),
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f(x)max=f(n),x1=- -a
3

为函数f(x)的极大值点,x2= -a
3

为函数f(x)的极小值点,

由f(x1)=f(n),将x1和n代入函数,化简可得n+2x1为定值,同理可得m+2x2为定值.

当a≥0时,f'(x)=3x2+a≥0,此时,函数f(x)在R上为增函数.

当x1,x2∈(m,n)时,f(x1)<f(n),f(x2)>f(m),不合乎题意,所以,a<0.由f'(x)=0

可得x=± -a
3.

当x<- -a
3

或x> -a
3

时,f'(x)>0;当- -a
3<x< -a

3
时,f'(x)<0.

所以,函 数 f(x)的 单 调 递 增 区 间 为 -∞,- -a
3  , -a

3
,+∞  ,单 调 递 减 区 间

为 - -a
3
, -a

3  .
如图所示,对任意的x∈[m,n],恒有f(m)≤f(x)≤f(n),f(x)min=

f(m),f(x)max=f(n).又当x1,x2∈(m,n)且满足f(x1)=f(n),f(x2)=

f(m),所以,x1为函数f(x)的极大值点,x2为函数f(x)的极小值点,则x1=

- -a
3
,x2= -a

3.

由f(x1)=f(n)可知x31+ax1+b=n3+an+b,故(x31-n3)+a(x1-n)=0,即(x1-n)·

(x21+nx1+n2+a)=0,又x1≠n,故x21+nx1+n2+a=0.

因为x1=- -a
3
,可知a=-3x21,所以n2+nx1-2x21=0,即(n-x1)(n+2x1)=0,得n+

2x1=0.同理m+2x2=0.故选D.

 已知函数f(x)=13x
3+tx+t.

(1)讨论函数f(x)的单调区间;

(2)若函数f(x)有三个不同的零点x1,x2,x3,求t的取值范围,并证明:

x1+2x2+3x3<4 -t.

(1)由题意得f'(x)=x2+t.

①当t≥0时,f'(x)≥0,则f(x)在R上单调递增,无单调递减区间;

②当t<0时,f(x)在(- -t, -t)上单调递减,在(-∞,- -t),( -t,+∞)上单

调递增.
(2)如下图所示,由(1)知函数f(x)有三个零点,因此t<0.

因为f(x)在(- -t, -t)上单调递减,在(-∞,- -t),( -t,+∞)上单调递
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增,且f(x)有三个不同的零点x1,x2,x3,所以f(x)的极大值为f(- -t)=t-23t -t,

令t-23t -t>0得t<-94.故t的取值范围为 -∞,-94  .

依题意知-2 -t<x1<- -t<x2< -t<x3<2 -t,且f(x)在 - -t, -t  上

单调递减,f(x2)=0,f(0)=t<0,则f(0)<f(x2),所以x2<0.

那么x1+2x2+3x3=x1+x2+x3+x2+2x3<0+x2+2x3<2x3<4 -t.

4.5 单调性与最值

  三次函数的导数为二次函数,根据二次函数的正负判断三次函数的单调性,根据二次函

数的零点可得三次函数的极值点,比较区间端点值和极值可得最值.

   4.5 (2019新课标全国Ⅲ卷文20)已知函数f(x)=2x3-ax2+2.
(1)讨论f(x)的单调性;

(2)当0<a<3时,记f(x)在区间[0,1]上的最大值为 M,最小值为m,求 M-m 的取值

范围.

(1)利用导函数判断f(x)的单调性,导函数的零点为x=0或x=a
3
,对a分类

讨论两个零点的大小,可得f(x)的单调性;(2)由(1)可得f(x)在[0,1]的最小值为f a
3  =

-a
3

27+2
,最大值为f(0)=2或f(1)=4-a.对a分类讨论两个最大值的大小,可得最大值与最

小值的差.

(1)f'(x)=6x2-2ax=2x(3x-a),令f'(x)=0,得x=0或x=a
3.

若a>0,则当x∈(-∞,0)∪ a
3
,+∞  时,f'(x)>0;当x∈ 0,a3  时,f'(x)<0.

故f(x)在(-∞,0),a
3
,+∞  上单调递增,在 0,a3  上单调递减.

若a=0,则f(x)在(-∞,+∞)上单调递增.
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若a<0,则当x∈ -∞,a3  ∪(0,+∞)时,f'(x)>0;当x∈ a
3
,0  时,f'(x)<0.

故f(x)在 -∞,a3  ,(0,+∞)上单调递增,在 a
3
,0  上单调递减.

(2)当0<a<3时,由(1)知,f(x)在 0,a3  上单调递减,在 a
3
,1  上单调递增,所以f(x)在

[0,1]的最小值为f a
3  =-a327+2,最大值为f(0)=2或f(1)=4-a.

于是m=-a
3

27+2
,M=

4-a, 0<a<2

2, 2≤a<3 ,所以 M-m=
2-a+a

3

27
, 0<a<2

a3
27
, 2≤a<3












.

当0<a<2时,可知2-a+a
3

27
单调递减,所以M-m 的取值范围是 8

27
,2  ;当2≤a<3时,

a3
27

单调递增,所以 M-m 的取值范围是 8
27
,1



  .

综上所述,M-m 的取值范围是 8
27
,2




  .

 4.6 若函数f(x)=x2|x-a|在区间[0,2]上单调递增,则实数a的取值范围是    .

函数f(x)的一个极值点是x=0,对a分类讨论f(x)=x2|x-a|的单调递增区间.

f(x)=x2|x-a|=
x2(x-a),  x≥a

-x2(x-a), x<a .

①当a>0时,如图1所示,由f'(x)=-3x2+2ax=0得x=0或x=2a3
,欲使函数f(x)=

x2|x-a|在区间[0,2]上单调递增,只需x=2a3≥2
,即a≥3.

②当a<0时,如图2所示,f(x)=x2|x-a|在区间[0,2]上单调递增,满足题意.

③当a=0,f(x)=x3区间[0,2]上单调递增显然成立.
综上可知,实数a的取值范围是(-∞,0]∪[3,+∞).

图1       
图2

 已知a∈R,函数f(x)=x2|x-a|,求函数y=f(x)在区间[1,2]上的最小值.

设此最小值为m.

(1)当a≤1,函数y=f(x)在区间[1,2]上,f(x)=x3-ax2,因为f'(x)=3x2-2ax=
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3xx-23a  >0,x∈(1,2),所以f(x)在[1,2]上单调递增,因此m=f(1)=1-a.

(2)当1<a≤2时,函数y=f(x)在区间[1,2]上,f(x)=x2|x-a|≥0,又因为f(a)=0,得

m=f(a)=0.

(3)当a>2时,在区间[1,2]上,f(x)=ax2-x3,f'(x)=2ax-3x2=3x2a3-x  ,f(x)在
0,23a  上单调递增,在 2

3a
,a  上单调递减.

①若2
3a≥2

,即a≥3,f(x)在区间[1,2]上单调递增,故m=f(1)=a-1.

②若1<23a<2
,即2<a<3,f(x)在 1,23a





 



 上单调递增,在 2

3a
,2




 




 上单调递减,m=

min{f(1),f(2)}.又f(1)=a-1,f(2)=4(a-2)=4a-8.

令a-1≤4a-8得a≥73
,即当7

3≤a<3
时,m=f(1)=a-1;令a-1>4a-8得a<73

,即

当2<a<73
时,m=f(2)=4a-8.

综上所述,当a≤1时,最小值为1-a;当1<a≤2时,最小值为0;当2<a<73
时,最小值为

4a-8;当a≥73
时,最小值为a-1.

三次函数的零点问题

4.6 极值点与零点

  三次函数f(x)=ax3+bx2+cx+d(a≠0),导函数f'(x)=3ax2+2bx+c.
导函数判别式Δ=4b2-12ac=4(b2-3ac).

①若b2-3ac<0,则三次函数f(x)没有极值点,则f(x)有1个零点.

②若b2-3ac>0,则三次函数f(x)有2个极值点x1,x2,则

当f(x1)f(x2)>0时,f(x)有1个零点;

  当f(x1)f(x2)=0时,f(x)有2个零点;

当f(x1)f(x2)<0时,f(x)有3个零点.
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   4.7 已知函数f(x)=x3-kx+k2.
(1)讨论f(x)的单调性;

(2)若f(x)有三个零点,求k的取值范围.

(1)f'(x)=3x2-k,对k分类讨论;(2)f(x)有三个零点,则f(x)极大>0,

f(x)极小<0.

(1)由题意得,f'(x)=3x2-k.

①当k≤0时,f'(x)≥0在R上恒成立,此时f(x)在R上单调递增.

②当k>0时,令f'(x)=3x2-k=0,得x=± k
3=±

3k
3 .

当x∈ -∞,- 3k
3  ,x∈ 3k

3
,+∞  时,f'(x)>0;当x∈ - 3k

3
,3k
3  时,f'(x)<0.

故f(x)在 -∞,- 3k
3  和 3k

3
,+∞  上是增函数,在 - 3k

3
,3k
3  上是减函数.

(2)解法一:由(1)可知k>0,且f(x)极大值=f - 3k
3  = - 3k

3  
3

-k - 3k
3  +k2=

2kk
33

+k2>0恒成立,即f(x)极小值=f 3k
3  = 3k

3  
3

-k 3k
3  +k2=kk k- 2

33  .
由f(x)极小值<0得 k- 2

33
<0,即k<427

,故当0<k<427
时,f(x)有三个零点.

解法二:p=-k,q=k2.

f(x)有 三 个 零 点,由 卡 尔 达 诺 公 式 知 Δ<0,即 q
2  2+ p

3  3=k4
4-

k3
27<0

,化 简 可 得

k3(27k-4)<0,解得k∈ 0,427  .
 (2014新课标全国Ⅱ卷文21)已知函数f(x)=x3-3x2+ax+2,曲线y=f(x)

在点(0,2)处的切线与x轴交点的横坐标为-2.
(1)求a的值;

(2)证明:当k<1时,曲线y=f(x)与直线y=kx-2只有一个交点.

(1)f'(x)=3x2-6x+a,f'(0)=a,曲线y=f(x)在点(0,2)处的切线方程为

y=ax+2.由题设得-2a=-2
,所以a=1.

(2)解法一:由(1)知f(x)=x3-3x2+x+2.
设g(x)=f(x)-kx+2=x3-3x2+(1-k)x+4.
由题设知1-k>0,当x≤0时,g'(x)=3x2-6x+1-k>0,g(x)单调递增,g(-1)=k-
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1<0,g(0)=4,所以g(x)=0在(-∞,0]上有唯一实根.

当x>0时,令h(x)=x3-3x2+4,则g(x)=h(x)+(1-k)x>h(x).

h'(x)=3x2-6x=3x(x-2),h(x)在(0,2)上单调递减,在(2,+∞)上单调递增,所以

g(x)>h(x)≥h(2)=0.所以g(x)=0在(0,+∞)上没有实根.

综上所述,g(x)=0在R上有唯一实根,即曲线y=f(x)与直线y=kx-2只有一个交点.

解法二:由题意得f(x)=x3-3x2+x+2,记g(x)=x3-3x2+(1-k)x+4,现证明当k<1

时,g(x)=0有唯一解.

令t=x-1,g(t)=t3-(2+k)t+3-k=0.

由三次方程x3+px+q=0的判别式Δ= q
2  2+ p

3  3 得:

①当Δ<0时,方程有三个不等实数根,不符合题意;

②当Δ=0时,即k=1,方程t3-3t+2=(t-1)2(t+2)=0有两根,不符合题意;

③当Δ>0时,得-4k3+3k2-210k+211>0,解得k<1,此时方程有唯一实数根.

本题主要考查导数的几何意义及导数的应用,考查了分类讨论、函数与方程、等价

转化等思想方法.把曲线y=f(x)与直线y=kx-2只有一个交点的问题转化为研究

函数g(x)=x3-3x2+(1-k)x+4在R上有唯一实根问题是解决问题的关键.

   (2018新课标全国Ⅱ卷文21)已知函数f(x)=13x
3-a(x2+x+1).

(1)若a=3,求f(x)的单调区间;

(2)证明:f(x)只有一个零点.

(1)当a=3时,f(x)=13x
3-3x2-3x-3,f'(x)=x2-6x-3.

令f'(x)=0,解得x=3-23或x=3+23.

当x∈ -∞,3-2 3  ∪ 3+2 3,+∞  时f'(x)>0;当x∈ 3-2 3,3+2 3  时,

f'(x)<0.

故f(x)在 -∞,3-23  ,3+23,+∞  上单调递增,在 3-23,3+23  上单调递减.

(2)由于x2+x+1>0,所以f(x)=0等价于 x3
x2+x+1-3a=0.

设g(x)= x3
x2+x+1-3a

,则g'(x)=x
2(x2+2x+3)
(x2+x+1)2 ≥0

,所以g(x)在(-∞,+∞)上单调

递增.故g(x)至多有一个零点,从而f(x)至多有一个零点.
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g(x0)= x30
x20+x0+1-3a>

x30-1
x20+x0+1-3a=x0-1-3a=0

,得x0=3a+1;

g(x1)= x31
x21+x1+1-3a<

x1+12  3
x1+12  2

-3a=x1+12-3a=0
,得x1=3a-12.

所以g(3a+1)>0,g3a-12  <0.
由零点存在定理知,∃ξ∈ 3a-

1
2
,3a+1  ,使得g(ξ)=0,故f(x)有一个零点.

综上所述,f(x)只有一个零点.

(1)用导数求函数单调区间的步骤如下:①确定函数f(x)的定义域;②求导数

f'(x);③由f'(x)>0(或f'(x)<0)解出相应的x的取值范围.当f'(x)>0时,f(x)

在相应区间上是增函数;当f'(x)<0时,f(x)在相应区间上是减函数.

(2)本题第二问重在考查零点存在性问题,解题的关键在于将问题转化为求证函

数g(x)有唯一零点.可先证明其单调,再结合零点存在性定理进行论证.

4.7 韦达定理与判别式

  1.三次方程的韦达定理

设ax3+bx2+cx+d=0的三个根分别为x1,x2,x3,则ax3+bx2+cx+d=a(x-x1)(x-

x2)(x-x3)=ax3-a(x1+x2+x3)x2+a(x1x2+x2x3+x3x1)x-ax1x2x3.

比较系数可得x1+x2+x3=-b
a
,x1x2+x2x3+x3x1=c

a
,x1x2x3=-d

a.

2.三次方程的判别式

任意三次方程ax3+bx2+cx+d=0(a≠0),都可以变形为x3+px+q=0(p,q均为

实数)的形式,利用三次方程求根公式(卡尔 达 诺 公 式),可 得 一 个 实 数 解 的 形 式 为x=
3

-q
2+

q
2  2+ p

3  3+
3

-q
2-

q
2  2+ p

3  3 .
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  其中,Δ= q
2  2+ p

3  3称为三次方程的判别式.卡尔达诺公式只是给出了三次方程的一

个具有性质x=u+v的解,并非全部解,因此在解方程中应用不多,但是其判别式具有一般

意义.

当Δ>0时,方程有一个实根和两个复数根;

当Δ=0时,方程有三个实数根.其中,p=q=0时,有一个三重根为0;q
2  2=- p

3  3≠
0时,三个根中有两个相等;

当Δ<0时,方程有三个不等实根.

关于判别式与根的个数的关系,也可以用导数证明.

   4.8 已知a3=3(b2+c2)-25,b3=3(c2+a2)-25,c3=3(a2+b2)-25,求abc的值.

由题意可设a,b,c为x3-px2+qx-r=0的根,根据三次方程的韦达定理得到

a,b,c与p,q,r之间的代换关系,代入三个已知条件可得a,b,c是方程x3+3x2-3(p2-2q)+

25=0的根,比较系数可得abc的值.

设以a,b,c为根的三次方程为x3-px2+qx-r=0.

由韦达定理可知a+b+c=p,ab+bc+ca=q,abc=r.

又a2+b2+c2=(a+b+c)2-2(ab+bc+ca)=p2-2q,故b2+c2=p2-2q-a2.
所以a3=3(b2+c2)-25=3(p2-2q-a2)-25,即a3+3a2-3(p2-2q)+25=0,故x=a

是方程x3+3x2-3(p2-2q)+25=0的根,同理b,c也是方程x3+3x2-3(p2-2q)+25=0
的根.

所以x3-px2+qx-r=x3+3x2-3(p2-2q)+25,比较系数可得p=-3,q=0,r=2,即

abc=2.

 实数a,b,c满足a+b+c=2,1a+
1
b+

1
c=

1
2
,求证:a,b,c必有一个数为2.

由1
a+

1
b+

1
c=

ab+bc+ca
abc =12

,可得2(ab+bc+ca)=abc.

令f(x)=(x-a)(x-b)(x-c)=x3-(a+b+c)x2+(ab+bc+ca)x-abc,即f(x)=x3-

2x2+12abcx-abc=x
2(x-2)+12abc

(x-2)=(x-2)(x2+12abc
),

故x=2是f(x)的一个零点,即a,b,c必有一个数为2.
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训练4

1.已知函数f(x)=x|x2-12|的定义域是[0,m],值域是[0,am2],则实数a的取值范围是

    .

2.经研究发现:任意一个三次多项式函数f(x)=ax3+bx2+cx+d(a≠0)的图像都只有一个对

称中心点 x0,f(x0)  ,其中x0是f″(x)=0的根,f'(x)是f(x)的导数,f″(x)是f'(x)的导

数.若函数f(x)=x3+ax2+x+b图像的对称点为(-1,2),且不等式ex-mxe(lnx+1)≥
[f(x)-x3-3x2+e]xe对任意x∈(1,+∞)恒成立,则(  ).

A.a=3 B.b=2

C.m 的值不可能是-e D.m 的值可能是-1e
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含指数、对数函数形式的变形技巧

遍览全国高考导数大题,含有指数函数和对数函数等形式的超越函数是命题热点,

但是这类问题学生往往不知从何下手.如果求导,不仅导函数复杂,而且很多时候还不

能解决问题.其实,这类问题的一般思路是利用条件,对其进行变形,构造新函数,通过

对新函数的研究解决问题.对学生而言,讲能听懂,但如何对这类超越函数、方程或不

等式进行合理变形,再构造新函数,将问题进行转化与简化却不是很清楚.其实这是有

规律可循的,可利用结构和形式的特点进行变形与转化.经研究,含指数、对数函数形

式的超越函数、方程、不等式的处理方法,有两个层次:一是若单独含有指数或对数,运

用好“指数找朋友,对数单独走”的变形原理;二是若指对混合形式,从数和形的角度有

四种方法:形的角度是切线放缩、数的角度有分离指对,凹凸反转和指对同构.不分离

指对时,虚设隐零点.这是解这类题目的思维与灵魂所在.

本讲以高考题为主,探讨含有指数函数和对数函数类型的超越函数的五大变形技

巧,并对此类问题作展现和剖析,对解题方法作研究和总结.同时,我们也衷心希望读

者在阅读学习过程中,以文中内容为引,能对数学的研究有初步的了解,今后能自主探

索数学的无穷奥秘.
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单一含有指数或对数函数不等式的变形技巧

5.1 指数找朋友,对数单独走

  1.在证明或处理含对数函数的不等式时,通常要将对数型的函数“独立分离”出来,这样

再对新函数求导时,就不含对数了,只需一次就可以求出它的极值点,从而避免了多次求导.
这种相当于让对数函数“孤军奋战”的变形过程,我们形象地称之为“对数单独走”.

例如,由f(x)lnx+g(x)>0⇔lnx+g
(x)

f(x)>0
(这里设f(x)>0),则lnx+g

(x)
f(x)





 




 '=1x+

g(x)
f(x)




 




 '不含超越函数,求解过程简单.

2.在证明或处理含指数函数的不等式时,通常要将指数型的函数“结合”起来,即让指数

型的函数乘以或除以一个多项式函数,这样再对新函数求导时,只需一次就可以求出它的极

值点,从而避免了多次求导.这样相当于让指数函数寻找“合作伙伴”的变形过程,我们形象地

称之为“指数找朋友”.

例如,由ex+f(x)>0⇔1+f
(x)
ex >0,则 1+f

(x)
ex





 




 '=f'

(x)-f(x)
ex

是一个多项式函数,

变形后可很大程度地简化运算.

   5.1 已知函数f(x)=ex-1-x-ax2,当x≥0时,f(x)≥0恒成立,则实数a的取值

范围为    .

思路一:函数求导,根据导函数为0得到分类讨论的节点,然后分别讨论;思路

二:按照“指数找朋友”的策略对不等式变形处理,研究转化后函数的单调性与极值.

解法一(分类讨论):由f'(x)=ex-1-2ax,又ex≥x+1,所以f'(x)=ex-1-

2ax≥x-2ax=(1-2a)x,因此当1-2a≥0,即a≤12
时,f'(x)≥0(x≥0),而f(0)=0,于是当

x≥0时,f(x)≥0,满足题意.

又ex≥x+1,可得e-x≥1-x,所以当a>12
时,f'(x)=ex-1-2ax≤ex-ex·e-x+

2a(e-x-1)=(1-e-x)(ex-2a).
因为x≥0,所 以1-e-x≥0,故 当 x∈(0,ln2a)时,f'(x)<0,而 f(0)=0,于 是 当

x∈(0,ln2a)时,f(x)<0,不合题意.
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综上所述,实数a的取值范围为 -∞,12 



 .

解法二(指数找朋友):因为ex≥x+1,所以当a≤0时,ex≥ax2+x+1恒成立,故只需讨论

a>0的情形.

令 F (x)=e-x (1+x +ax2)-1,问 题 等 价 于 F (x)≤0,由 F'(x)=

e-x -ax2+(2a-1)x  =0得x1=0,x2=2a-1a .

(1)当0<a≤12
时,F(x)在[0,+∞)上单调递减,F(x)≤F(0)=0恒成立.

(2)当a>12
时,因为F(x)在[0,x2]上单调递增,F(x2)≥F(0)=0,此时F(x)≤0不恒成

立,不合题意.

综上所述,实数a的取值范围为 -∞,12 



 .

 已知函数f(x)=ex+ax2-x,当x≥0时,f(x)≥12x
3+1,求a的取值范围.

遇到f(x)ex+g(x)的形式变形为ex·h(x),其求导后的结果是[ex·h(x)]'=

ex·[h(x)+h'(x)],其导数方程是多项式形式,所以它的根与指数函数无关,有利于更快捷地

解决问题.

f(x)≥12x
3+1等价于 1

2x
3-ax2+x+1  e-x≤1.

设函数g(x)= 1
2x

3-ax2+x+1  e-x(x≥0),则
g'(x)=- 1

2x
3-ax2+x+1-32x

2+2ax-1  e-x
=-12xx2-(2a+3)x+4a+2  e-x

=-12x
(x-2a-1)(x-2)e-x.

(1)若2a+1≤0,即a≤-12
,当x∈(0,2)时,g'(x)>0,所以g(x)在(0,2)上单调递增,而

g(0)=1,故当x∈(0,2)时,g(x)>1,不合题意.

(2)若0<2a+1<2,即-12<a<
1
2
,则当x∈(0,2a+1)∪(2,+∞)时,g'(x)<0.

当x∈(2a+1,2)时,g'(x)>0,所以g(x)在(0,2a+1),(2,+∞)上单调递减,在(2a+1,
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2)上单调递增.又g(0)=1,所以g(x)≤1当且仅当g(2)=(7-4a)e-2≤1,即a≥7-e
2

4
时成

立,即当7-e
2

4 ≤a<12
时,g(x)≤1.

(3)若2a+1≥2,即a≥12
,则g(x)≤ 1

2x
3+x+1  e-x.

由于0∈ 7-e
2

4
,1
2





  ,故由(2)可得 1

2x
3+x+1  e-x≤1,故当a≥12

时,g(x)≤1.

综上所述,a的取值范围是 7-e2
4
,+∞




  .

解决形如f(x)ex+g(x)常见结论ex≥x+1(有时甚至ex≥12x
2+x+1),从形的

角度看,它揭示了曲线与其切线的位置关系,从数的角度看,它提供了一种将指数型结

构转化为多项式型结构的方法,从而顺利突破难点.

 5.2 若不等式xlnx≥a(x-1)对所有x≥1都成立,求实数a的取值范围.

根据“对数单独走”的原则,不等式等价于lnx-a
(x-1)
x ≥0,以下再通过分析

函数f(x)=lnx-a
(x-1)
x

的单调性与极值,求a的取值范围.

原问 题 等 价 于lnx-a(x-1)
x ≥0对 所 有 x≥1都 成 立,令 f(x)=lnx-

a(x-1)
x

,x≥1,则f'(x)=x-ax2 .

(1)当a≤1时,f'(x)=x-a
x2 ≥0恒成立,即f(x)在[1,+∞)上单调递增,因而f(x)≥

f(1)=0恒成立.

(2)当a>1时,令f'(x)=0,则x=a,f(x)在(1,a)上单调递减,在(a,+∞)上单调递增,

f(x)min=f(a)=lna-a+1<0,不合题意.

综上所述,实数a的取值范围是(-∞,1].

上述解法优势在于将lnx的系数化“1”后,就可以有效避免求导后再出现对数函

数,避免了隐性零点的出现,这是解决对数型函数的精华所在.

   已知f(x)=xlnx,若f(x)≥ax2+2a
(a≠0)在x∈(0,+∞)上恒成立,求a的最
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小值.

若令函数g(x)=xlnx-ax2-2a
,首先注意到g(1)≥0,可知a<0,即便如此,由

g'(x)=lnx+1-2ax,可见必须还要对导函数g'(x)求导才行.再令h(x)=g'(x),那么h'(x)=

1
x-2a>0

,而g'(x)的零点依然难求,非常烦琐,所以可以考虑先将不等式进行变形,把lnx独

立出来,再构造函数研究.

由题意得f(x)=xlnx≥ax2+2a⇔lnx≥ax+
2
ax
,在(0,+∞)上恒成立.

令函数g(x)=lnx-ax-2ax
,则须求g(x)≥0在(0,+∞)上恒成立时a的取值范围.

由于g(1)=-a-2a
,当a>0时,g(1)<0,不符合题意,故只需考虑a<0的情况.

因为g'(x)=1x-a+
2

ax2=
-ax-2a  x+1a  

x2 ,且a<0,故当x∈ 0,-1a  时,g'(x)<0,

g(x)单调递减;当x∈ -1a
,+∞  时,g'(x)>0,g(x)单调递增.

所以g(x)min=g -1a  =ln -1a  +3≥0,解得-e3≤a<0,故a的最小值为-e3.

含有lnx,ex混合形式的不等式的变形技巧

5.2 从数与形看变形转化

  1.从数的观点看:分而治之与合而歼之

含指、对数混合形式的不等式证明之所以难,其根本原因在于指数与对数是水火不容的,

其导函数的零点一般不可求,因此常分离ex和lnx以便于求导,但分离还不足以解决所有问题,

常需要与幂函数配对,将ex与含有幂函数的代数式配对为f(x),将lnx与含有幂函数的代数式

配对为g(x),将ex与lnx分离在两边,也使两部分f(x)和g(x)的函数极值容易求解,从而证明

更强的结论f(x)min≥g(x)max,则有F(x)=f(x)-g(x)≥0.也可以不分离ex和lnx,令整体为

函数f(x),其导函数的零点一般不可求,我们称此种情况为“零点不可求———隐零点”问题,隐

零点虽然不能求出,但是有价值.令导函数值为0,利用这一等式,将隐零点代回到原函数中后,

往往可以进行整体代换,将不便操作的指数或对数函数,转化为我们熟悉并容易把握的幂函数.
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  2.从形的观点看:切线放缩

指对混合型的不等式恒成立问题最基本的方法当属参变量分离,把问题转化为求指对混

合型函数的最值问题,多数情况下会遇到隐零点问题,求解过程麻烦,若能抓住函数的特点恰

当变形,用相应的切线不等式放缩求出函数的最值,就能很巧妙地回避隐零点代换的麻烦.

   5.3 证明:ex-lnx>2.

思路一(分而治之):含指数、对数函数形式的不等式证明常分离指、对函数,分

离ex和lnx后ex>lnx+2,两边分别再与幂函数配对,使其函数极值点可求,证明左边函数的最

小值大于等于右边函数的最大值即可.

思路二(合而歼之):不分离ex和lnx,由于对ex-lnx求导后ex-1x=0
是超越方程,求不

出具体的解,通过虚设零点可以将ex和lnx转化成1
x0

和-x0,再使用基本不等式即可证明.

另外,本题也可以使用切线不等式放缩来证明.

从数与形的数学观来分析和求解.

解法一(数的观点:分而治之):分离ex和lnx,即ex>lnx+2,ex-x>lnx-x+2.
令f1(x)=ex-x,f2(x)=lnx-x+2,f1'(x)=ex-1>0,函数f1(x)在(0,+∞)上单调递

增,则f1(x)>f1(0)=1.

f2'(x)=1x-1=
1-x
x
,函数f2(x)在(0,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调递减,f2(x)max=

f2(1)=1,因此f1(x)>f2(x),即ex>lnx+2.

也可在不等式ex>lnx+2两边同除以x,即e
x

x>
lnx+2

x .

令g1(x)=e
x

x
,g2(x)=lnx+2x

,则g'1(x)=e
x·x-ex

x2 =e
x(x-1)

x2
,g1(x)在(0,1)上单调递

减,在(1,+∞)上单调递增,于是g1(x)min=g1(1)=e.g'2(x)=

1
x

·x-(lnx+2)

x2 =-lnx-1x2
,

令g'2(x)=0得x=1e
,所以函数g2(x)在 0,1e  上单调递增,在 1

e
,+∞  上单调递减,则

g2(x)max=g2 1e  =e.故g1(x)>g2(x),即e
x

x>
lnx+2

x
,因此ex>lnx+2.

解法二(数的观点:合而歼之.虚设零点,设而不求,整体代换):

令g(x)=ex-lnx,则g'(x)=ex-1x
,显然g'(x)单调递增,且易知g'(x)有且仅有一个零

点x0.则ex0=1x0
,两边取对数,得x0=-lnx0,x0≠1.

第5讲 含指数、对数函数形式的变形技巧



72   

由单调性可知g'(x)在(0,x0)上小于0,在(x0,+∞)上大于0,所以g(x)在(0,x0)上单调

递减,在(x0,+∞)上单调递增,g(x)min=g(x0)=ex0-lnx0=1x0+x0.

因为x0≠1且x0>0,所以1
x0+x0>2

,即证ex-lnx>2.

解法三(形的观点:切线放缩):由经典不等式ex≥x+1,lnx≤x-1可得ex-lnx≥x+1-

(x-1)=2,且等号不同时取得,所以ex-lnx>2.

  解法三的几何直观是切线分割.如图所示.
在证明本题时,因为ex>x+1,lnx≤x-1,ex-lnx≥(x+1)-

(x-1)=2(等号不能取得),则ex-lnx>2.
无论是从代数角度还是从几何角度,本质是反映数学问题的不

同方面.

5.3 凹凸反转

  含指、对数混合形式的不等式,其对应函数的导数零点不可求时,我们可以将不等式拆

分,转化为证明f(x)≥g(x),然后通过证明更强的结论f(x)min≥g(x)max来证明原不等式.

这是分而治之的解题策略,从结论的形态上来说叫做凹凸反转,拆分的两个函数的凹凸性刚

好相反.在给定区间上,凹函数能找到最小值,凸函数能找到最大值,且这个最小值大于最大值.
注:在不同的教材中,凹凸函数的定义不统一.在本书中,凹函数指形态下凹的函数,凸函

数指形态上凸的函数.
实现凹凸反转的关键就是如何分离,分离的原则一般是考虑指对分离,即指数函数和多

项式函数的组合与对数函数和多项式函数的组合分开.另外我们最好熟练掌握一些常见的指

对和多项式组合函数的图像,便于我们分拆函数.

   5.4 已知函数f(x)=x+1ex
(1-x-xlnx),证明:f(x)<1+e-2.

函数中既有ex,又有lnx,而且还是分式的形式,给求导带来极大的困难,为此考

虑分离函数,将ex与lnx分离在不等式两边,即1-x-xlnx< e
x

x+1
(1+e-2),只需证明(1-x-

     函数与导数



73   

xlnx)max< ex
x+1

(1+e-2)



 






min
.

由于x+1
ex
(1-x-xlnx)<1+e-2⇔1-x-xlnx< ex

x+1
(1+e-2),因此猜想证

明(1-x-xlnx)max< ex
x+1

(1+e-2)



 






min
,x>0.

令g(x)=1-x-xlnx,则g'(x)=-2-lnx,可知g'(x)在(0,e-2)上大于0,在(e-2,+∞)

上小于0,所以g(x)在(0,e-2)上单调递增,在(e-2,+∞)上单调递减,即g(x)max=g(e-2)=

1+e-2.

令t(x)= e
x

x+1
(1+e-2),则t'(x)= exx

(x+1)2
(1+e-2)>0,所以t(x)在(0,+∞)上单调递

增,则t(x)min=t(0)=1+e-2,且因为x>0,所以t(x)>1+e-2.

综上所述,1-x-xlnx≤1+e-2< e
x

x+1
(1+e-2),所以f(x)<1+e-2.

本题函数形式复杂,既有指数函数,又有对数函数,此时我们可以采用分离函数的

方法,将原本不便求导、隐零点无法利用的函数,分拆为两个易求导,且可以求出极值

的形式,从而破解这道高考压轴题.

 已知函数f(x)=

1
2x

2+x+1

ex
(1-x-xlnx),证明:f(x)<1+e-2.

(1)当1-x-xlnx≤0时,有f(x)<1+e-2.

(2)当1-x-xlnx>0时,注意到当x>0时,ex>1+x+x2
2
(由麦克劳林公式易得),所以

f(x)<1-x-xlnx,故只需证1-x-xlnx≤1+e-2,由上面例题知(1-x-xlnx)max=1+e-2,所

以f(x)<1+e-2.
综上可知,f(x)<1+e-2.

 5.5 已知函数f(x)=exlnx+2e
x-1

x .证明:f(x)>1.

函数中既有ex,又有lnx,而且有分式的形式,求导以后结构非常复杂,为此考虑

将ex与lnx分离,将原不等式进行变形.

exlnx+2e
x-1

x >1⇔lnx>e-x-2ex
,两边的函数都没有极值点,继续进行变形,两边同时乘

以x,即xlnx>xe-x-2e
,只需证明(xlnx)min> xe-x-2e  max.
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解法一(凹凸反转):exlnx+2e
x-1

x >1⇔lnx>e-x-2ex⇔xlnx>xe
-x-2e.

猜想(xlnx)min> xe-x-2e  max,x>0.
证明:令g(x)=xlnx,则g'(x)=1+lnx,可知g'(x)在(0,e-1)上小于0,在(e-1,+∞)上

大于0,

所以g(x)在(0,e-1)上单调递减,在(e-1,+∞)上单调递增,则有g(x)min=g(e-1)=

-e-1.

令t(x)=xe-x-2e
,则t'(x)=e-x(1-x),可知t'(x)在(0,1)上大于0,在(1,+∞)上小于

0,所以g(x)在(0,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调递减,则有t(x)max=t(1)=-e-1.

所以g(x)≥g(x)min=-e-1=t(x)max≥t(x),等号不同时取得,xlnx>xe-x-2e
,即证

f(x)>1.

解法二(不等式放缩):由lnx≤x-1得lnx
e≤

x
e-1

,即lnx-1≤x
e-1

,亦即lnx≤x
e.

因此ln1x≤
1
ex
,-lnx≤1ex

,即lnx≥-1ex
,所以exlnx>-e

x-1

x
,则exlnx+2e

x-1

x >e
x-1

x >1.

遇到难题,不要自乱阵脚,往往越是复杂的题目,其解题思路越是清楚.本题函数

形式复杂多样,直接求导研究极值走不通.为此,我们自然想到分离函数法.

 已知函数f(x)=ex2-xlnx,求证:当x>0时,f(x)<xex+1e.

因为x>0,则需证ex-lnx<ex+1ex
,即证lnx+1ex>-e

x+ex.

设h(x)=lnx+1ex
,则h'(x)=1x-

1
ex2=

ex-1
ex2

(x>0).

由h'(x)<0得0<x<1e
,由h'(x)>0得 x>1e

,则h(x)在 0,1e  上 单 调 递 减,在

1
e
,+∞  上单调递增,所以h(x)min=h 1e  =0,从而h(x)≥0,即lnx+1ex≥0.

设φ(x)=-ex+ex,则φ'(x)=-ex+e.
由φ'(x)>0得0<x<1,由φ'(x)<0得x>1,则φ(x)在(0,1)上单调递增,在(1,+∞)上

单调递减,所以φ(x)max=φ(1)=0,从而φ(x)≤0,即ex-ex≤0.

因为h(x)和φ(x)不同时为零,所以lnx+1ex>ex-e
x,故原不等式成立.
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 5.6 (1)已知函数f(x)=2ex-2-xlnx,证明:f(x)>0.
(2)已知函数f(x)=4ex-3-xlnx,证明:f(x)>0.

拆分为两个函数使其凹凸性相反,且凹函数能找到最小值,凸函数能找到最大

值.若是无法实现凹凸反转,还得变形,以产生凹凸性相反.

(1)要证明2ex-2>xlnx,在不等式两端同除以x2,2e
x-2

x2 >
lnx
x .

令h(x)=2e
x-2

x2
,则h'(x)=2·e

x-2·x2-ex-2·2x
x4 =2e

x-2(x-2)
x3

,h(x)在(0,2)上单调递

减,在(2,+∞)上单调递增,h(x)min=h(2)=12.

令g(x)=lnxx
,则g'(x)=1-lnxx2 =0,得x=e,g(x)在(0,e)上单调递增,在(e,+∞)上单调递

减,g(x)max=g(e)=1e
,显然h(x)min>g(x)max,因此2e

x-2

x2 >
lnx
x
,即2ex-2-xlnx>0.

若本题在不等式2ex-2>xlnx的两端同除以x3是否可以证明呢? 试一试.

(2)f(x)>0⇔4ex-3-xlnx>0⇔4ex-3>xlnx⇔4e
x-3

x2 >
lnx
x .

令g(x)=4e
x-3

x2
,则g'(x)=4e

x-3(x-2)
x3

,x>0.

可知g'(x)在(0,2)上小于0,在(2,+∞)上大于0,所以g(x)在(0,2)上单调递减,在

(2,+∞)上单调递增,所以有g(x)min=g(2)=e-1.

令t(x)=lnxx
,则t'(x)=1-lnxx2 .可知t'(x)在(0,e)上大于0,在(e,+∞)上小于0.

所以t(x)在(0,e)上单调递增,在(e,+∞)上单调递减,t(x)max=t(e)=e-1.

综上所述,有g(x)≥e-1≥t(x),又等号不同时取得,则g(x)>t(x),所以f(x)>0.

拆分函数实现凹凸反转的再思

本题中分离函数后,左右两侧的4ex-3和xlnx不便比较,为此左右两侧同时除以x2,这

是一个常用的技巧,改变了函数的凹凸性,使之出现极值.但我们不仅要知其然,更要知其所

以然,为什么除以x2,可不可以除以x3,x4? 为什么是同时除以,可不可以作加法、减法、乘

法? 能不能不变形,直接用隐零点的方法做? 这些错路或弯路,是参考答案中所没有的,但

只有亲自走过这些错路弯路,才能研究明白细微之处,才能理解分离函数的本质,比较得出

分离函数法和隐零点法的适用情形,才能在解题时心中有数,胸有成竹.
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  为此,笔者提出如下几个问题:

  问题1:为什么要分离函数? 最正常最本质的解法,难道不是研究f'(x),得出极值点,

求出f(x)min,证明f(x)min>0吗?

问题2:分离函数后,为什么想到左右同时除以x2,为什么不是左右同时加上一个数,

或者减去一个数? 为什么是除以x2,而不是除以x3,不是除以x4?

问题3:我们将此题进行一般化处理,将4e-3视为a(a>0),就有aex-xlnx>0.那么a

的范围能不能再强化,有没有比4e-3更小的a,也满足aex-xlnx>0恒成立?

问题4:问题的最终形式,如果f(x)=meax-xblnx(m>0),这里a,b是给定的正实数,

且f(x)>0,我们能不能研究一下m 的取值范围?

下面依次来回答这些问题.

对于问题1,我们不妨先按照最正常,最本质的解法,来做一遍.

f(x)=4ex-3-xlnx,则f'(x)=4ex-3-1-lnx.

这里出现了两个大障碍:

(1)f'(x)有两个零点(读者自证),意味着f(x)有两个极值点;

(2)f'(x)的零点为隐零点,设为x0,有4ex0-3-1-lnx0=0,则f(x0)=4ex0-3-x0lnx0=1+

lnx0-x0lnx0,下面无法处理.

(其实这也启示了我们,隐零点的设而不求法,只能在其满足的等式较为简单时有用,一

旦等式稍为复杂,例如这里,4ex0-3-1-lnx0=0,就很难利用了.)

所以问题1解决了,我们暂时无法证明f(x)min>0.

对于问题2,我们先看分离后的形式,4ex-3>xlnx,首先明确一点,我们之所以分离函数,

是希望证明一个更强的结论:(4ex-3)min>(xlnx)max.

但现在,(xlnx)max是不存在的,所以需要变形,那么为什么想到除以x2,而不是除以别的

数,也不是加上别的数,减去别的数?

事实上,这是由于高等数学中阶的概念,xlnx 的阶大于x 但小于x1+r,这里r为任意一

个给定的正实数,简而言之,就是当x→+∞时,xlnx
x →+∞,xlnxx1+r→0.

所以,这就解释了为什么想到除以x2,因为这样xlnx
x2 就不再像xlnx可以任意大,而会出

现极大值,同时说明,除以一切x1+r是可以做的,但得出的结果,其精度不一样.

在处理形如xαex>lnx+k的不等式,两边往往可以同时除以xβ,其原理如下:

设常数k∈R,n>0,那么函数f(x)=lnx+kxn 有唯一的极大值点(同时也是最大值点).
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  由f'(x)=

1
x

·xn-(lnx+k)·nxn-1

(xn)2 =1-n
(lnx+k)
xn+1 ,令f'(x)=0得x=e

1
n-k,显然这

个极大值点随着n的增大而减小.

设常数m>0,那么函数g(x)=e
x

xm(x>0)有唯一的极小值点(同时也是最小值点).由

g'(x)=e
x·xm-ex·mxm-1

(xm)2 =e
x(x-m)
xm+1 ,令g'(x)=0,得x=m.显然这个极小值点随着 m

的增大而增大,选取的m 应该让两个极值点尽量靠近.
现在再看问题3,我们便可以理解,要使a更小,关键就在于aex>xlnx的两端除以x1+r

的幂次的选择,对此,我们可以进行研究aex>xlnx⇔aex
x1+r>

xlnx
x1+r⇔

aex
x1+r>

lnx
xr ,r为正实数,

aex
x1+r  '=aexx1+r-(1+r)xraex

x2+2r =aexxr(x-r-1)
x2+2r

,易知当x=r+1时,ae
x

x1+r取得最小值

为 aer+1
(1+r)1+r.

由 lnx
xr  '=xr-1-rxr-1lnx

x2r =x
r-1(1-rlnx)

x2r
,易知x=e

1
r 时,lnx

xr 取得最大值1
re.

所以只需

aer+1
(1+r)1+r>

1
re⇔a>

(1+r)1+r
rer+2 .

所以,任意r>0,只要a>
(1+r)1+r
rer+2

,就有aex>xlnx.特别地,取r=1,只要a>4e-3,就

有aex>xlnx,且等号显然取不到,所以a≥4e-3即可,这就是我们的结论.

  研究
(1+r)1+r
rer+2

,换元,令x=r+1,则x>1.

令g(x)= xx

(x-1)ex+1.g'
(x)=x

x(1+lnx)(x-1)ex+1-xxxex+1
(x-1)2e2x+2 =ex+1xx(1+lnx)(x-1)-x

(x-1)2e2x+2 .

(注:xx的导数为xx(1+lnx),方法为令t(x)=xx,左右取对数,lnt(x)=xlnx,两边求导,

由复合函数求导法则,得t'(x)1t(x)=1+lnx
,所以t'(x)=xx(1+lnx).)

易知(1+lnx)(x-1)-x单调递增,有唯一零点x0≈2.3且g(x)min=g(x0).
综上,用分离函数的方法,能得出a的最好下界,为g(x)min=g(x0)≈g(2.3).
由于已经有了问题3的经验,问题4也就不难了,简要分析如下:

meax-xblnx>0⇔meax
xb+r>

xblnx
xb+r ⇔

meax
xb+r>

lnx
xr ,r为正实数.由上题结论,可知x=e

1
r 时,

lnx
xr 取得最大值1

re.
又 meax

xb+r  '=ameaxxb+r-(b+r)xb+r-1meax
x2b+2r =meaxxb+r-1(ax-b-r)

x2b+2r
,
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可知当x=b+ra
时,me

ax

xb+r取得最小值 meb+r
b+r
a  b+r

=m(ae)b+r
(b+r)b+r.

  所以只需m(ae)b+r
(b+r)b+r≥

1
re⇔m≥1re

b+r
ae  b+r.

于题得出结论:给定正实数a,b,对任意的r>0,只要m≥1re
b+r
ae  b+r就有meax>xblnx.

希望同学们从上面的内容中能有所启发,了解数学研究的起点与过程,并在今后的数学学习

中,可以开展自己的研究,去发掘数学的无穷奥秘.

5.4 设而不求隐零点

  含指数、对数混合形式的不等式证明之所以难,其根本原因在于指数与对数是“水火不

容”的,其导函数的零点一般不可求,我们称此种情况为“零点不可求———隐零点”问题,隐零

点虽然不能求出,但是有价值,令导函数值为0,利用这一等式,将隐零点代回到原函数中后,

我们往往可以进行整体代换,将不便操作的指数或对数函数,转化为我们熟悉并容易把握的

幂函数.用隐零点转化上要注意三点:

1.隐零点对应的方程

这个方程的目的是作为中间桥梁去转化求最值,一般有三种形式:①幂函数、指数混合;

②幂函数、对数混合;③指数、对数混合.前两者直接利用隐零点的方程将指、对幂上转,但对

于第3种形式,不能直接将指数、对数向幂函数的方向上转化,如何实现指数、对数形式向幂

函数形式转化,第3种形式需要进行同构降阶,如隐零点对应方程为

x20ex0+lnx0=0⇔x0ex0+1x0lnx0=0⇔x0e
x0=1x0ln

1
x0=ln

1
x0e

ln1x0,构造函数f(x)=xex,则

f(x0)=fln1x0  ,再通过单调性降阶为x0=ln1x0=-lnx0
,此时可简洁地将lnx0和ex0向幂

函数形式转化,如lnx0=-x0,ex0=1x0.

还有一类情况也需要注意操作的方法:若隐零点对应的方程是含参数的情形,要运用处

理代数问题的一般方法:消参.消参是将二元(含隐零点x0和参数的形式)问题转化为只含有

隐零点的形式.

  2.隐零点所在的区间

隐零点虽不能直接解出,但对隐零点区间的估计是证明不等式的关键,常需要根据所证
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明的目标对隐零点的区间作合理的限定.

3.转化路径:指、对幂上转

指、对幂上转,即将指数和对数形式向幂函数转化,转化的本质在于将指、对复杂形式转

化为熟悉且易于求导的幂函数形式.

   5.7 已知函数f(x)=xex-x-lnx-1,证明:f(x)≥0.

不分离ex和lnx,由于对f(x)=xex-x-lnx-1求导后ex-1x=0
是超越方

程,求不出具体的解,根据单调性判断ex-1x=0
有唯一零点,通过虚设零点,得到隐零点对应

的方程来实现简化函数的目的,得到要证明的结论.

f'(x)=ex+xex-1-1x=
(x+1)ex-1x  ,注意到函数定义域为(0,+∞).

所以x+1>0,令g(x)=ex-1x
,显然g(x)单调递增.

而g 1
2  =e-2<0,g(1)=e-1>0,所以g(x)在 1

2
,1  上有一个零点x0,结合单调性,

可知g(x)仅有这一个零点,则g(x0)=0,即ex0-1x0=0⇔x0=-lnx0
,且可知g(x)在(0,x0)上

小于0,在(x0,+∞)上大于0,所以f(x)在(0,x0)上单调递减,在(x0,+∞)上单调递增.

又f(x)min=f(x0)=x0ex0-x0-lnx0-1=1-x0+x0-1=0,故f(x)≥0.

本题中零点满足ex0=1x0
,两边取对数,即x0=-lnx0,尽管我们不能解出x0的

值,但我们可以虚设隐零点x0,利用其满足的上述两个等式,遵循指数、对数函数向幂

函数转化的原则,就可以巧妙化简原函数,得到要证的结论.

 (2017新课标全国Ⅱ卷理21)已知函数f(x)=ax2-ax-xlnx,且f(x)≥0.
(1)求a的值;

(2)证明:f(x)存在唯一的极大值点x0,且e-2<f(x0)<2-2.

(1)解法一(分类讨论):因为f(x)=x(ax-a-lnx)≥0,x>0,所以ax-a-

lnx≥0.令g(x)=ax-a-lnx,则g(1)=0,g'(x)=a-1x=
ax-1

x .

当a≤0时,g'(x)<0,g(x)单调递减,但g(1)=0,当x>1时,g(x)<0,不满足题意.

当a>0时,令g'(x)=0,得x=1a.当0<x<1a
时,g'(x)<0,此时g(x)单调递减;当x>1a
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时,g'(x)>0,此时g(x)单调递增.

若0<a<1,则g(x)在 1,1a  上单调递减,g 1
a  <g(1)=0,不满足题意;

若a>1,则g(x)在 1
a
,1  上单调递增,g 1

a  <g(1)=0,不满足题意;

若a=1,则g(x)min=g 1
a  =g(1)=0,则g(x)≥0.

综上所述,a=1.
解法二(极值点定义):由f(x)≥0⇔f(x)≥f(1),则f'(1)=0,又f'(x)=2ax-a-

1-lnx,f'(1)=a-1=0,得a=1.
再证:当a=1时,f(x)=x2-x-xlnx≥0,即x-1-lnx≥0⇔lnx≤x-1,易证.所以a=1.
(2)f(x)=x2-x-xlnx,f'(x)=2x-2-lnx,x>0.

令h(x)=2x-2-lnx,则h'(x)=2-1x=
2x-1

x
,x>0.令h'(x)=0,得x=12.

当0<x<12
时,h'(x)<0,此时h(x)单调递减;当x>12

时,h'(x)>0,此时h(x)单调递增,

所以h(x)min=h 12  =1-2+ln2<0.
因为h(e-2)=2e-2>0,h(2)=2-ln2>0,且e-2∈ 0,12  ,2∈ 1

2
,+∞  ,所以在 0,12  和

1
2
,+∞  上,h(x)即f'(x)各有一个零点.

设f'(x)在 0,12  和 1
2
,+∞  上的零点分别为x0,x2,因为f'(x)在 0,12  上单调递减,所

以当0<x<x0时,f'(x)>0,此时f(x)单调递增;当x0<x<12
时,f'(x)<0,此时f(x)单调递

减,因此x0是f(x)的极大值点.

因为f'(x)在 1
2
,+∞  上单调递增,所以当1

2<x<x2
时,f'(x)<0,此时f(x)单调递减,

当x>x2时,f'(x)>0,f(x)单调递增,因此x2是f(x)的极小值点.
所以f(x)有唯一的极大值点x0.

由前面的证明可知,x0∈ e-2,12  ,则f(x0)>f(e-2)=e-4+e-2>e-2.

因为f'(x0)=2x0-2-lnx0=0,所以lnx0=2x0-2,又f(x0)=x20-x0-x0(2x0-2)=

x0-x20,0<x0<12
,所以f(x0)<14.

因此e-2<f(x0)<14.即e-2<f(x0)<2-2.
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 已知函数f(x)=xex-ae2x(a∈R)恰有两个极值点x1,x2(x1<x2).

(1)求实数a的取值范围;

(2)求证:f(x2)>-12.

(1)f'(x)=ex(x+1-2aex),要使得f(x)恰有两个极值点,则方程x+1-

2aex=0有2个不相等的实根,令g(x)=x+1-2aex,g'(x)=1-2aex.
(ⅰ)当a≤0时,g'(x)>0,g(x)在R上单调递增,不合题意.

(ⅱ)当a>0时,令g'(x)=0,解得x=ln12a
,且当x<ln12a

时,g(x)单调递增;当x>ln12a
时,g(x)单调递减.

若g(x)有2个不同实根,则gln12a  >0⇔ln12a+1-1>0,即0<a<12.

且当0<a<12
时,ln12a>0

,g(-1)=-2ae-1<0,所以g(x)在(-1,-ln2a)上有一个

零点.

当x>-ln(2a)时,ex= e
x
2  2> x

2+1  2>(x+1)24
,则g(x)=x+1-2aex<(x+1)-

a(x+1)2
2 =(x+1)1-a

(x+1)
2





 




 .

令a(ξ+1)=2,得ξ=
2
a-1.

以下证明2
a-1

在(-ln2a,+∞)上,即证2
a-1+ln2a>0.

令

h(a)=2a-1+ln
(2a),0<a<12

,h'(a)=-2a2+
1
a=

a-2
a2 <0

,h(a)在 0,12  上单调递减,因此

h(a)>h 12  >0,则2a-1>ln12a.所以g(x)在(-ln2a,+∞)上有一个零点.

综上所述,若f(x)有两个极值点,则a的取值范围是 0,12  .
(2)由(1)知f(x)有极值点x1,x2,x1<ln12a<x2

,且x1,x2满足x+1-2aex=0,则x2+

1-2aex2=0,即2aex2=x2+1,所以f(x2)=x2ex2-ae2x2=ex2(x2-aex2)=e
x2

2
(x2-1),其中

x2>ln12a>0
,即令m(x)=e

x

2
(x-1)x>ln12a>0  .

又m'(x)=12e
x(x-1)+e

x

2=
xex
2 >0

,m(x)在 ln12a
,+∞  上 单 调 递 增,所 以 m(x)>

mln12a  =14aln12a-1  =-1+ln2a4a
,0<a<12.
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令n(a)=-1+ln2a4a
,0<a<12

,n'(a)=-

1
a

·4a- 1+ln(2a)  ·4

16a2 =-4-4-4ln
(2a)

16a2 =

ln(2a)
4a2 <0,所以n(a)在 0,12  上单调递减,n(a)>n 1

2  =-12,即 m(x)>n(a)>-12
,即

f(x2)>-12.

5.5 切线放缩

  切线放缩就是根据凹凸性,把函数恰当变形,用相应的切线不等式放缩求出函数的最值

或证明不等式,常用的切线放缩及其衍生放缩公式为ex≥x+1,ex≥ex,lnx≤x-1(x>0),

lnx≤x
e
(x>0).

1.利用切线放缩求函数最值

  含指对混合形式的不等式通过等价变形、取对数等方法变化形式,然后利用两个重要的

切线不等式(ex≥x+1和lnx≤x-1)进行放缩,不等式取等号时即为相应函数的最值.

其中,常见的同构变形有xex=ex+lnx,e
x

x=e
x-lnx,x2ex=ex+2lnx,xex=e

lnx-x,x+lnx=

lnxex,x-lnx=lne
x

x.

   5.8 运用切线放缩,求函数最值.

(1)函数f(x)=ex-lnx+1x
的最小值是    ;

(2)函数f(x)=x
2ex-2lnx
x+1

的最小值是    ;

(3)已知函数f(x)=xex-lnx-x-2,g(x)=e
x-2

x +lnx-x的最小值分别为a,b,判断a,b

之间的大小关系.

观察函数形式,发 现 函 数 解 析 式 或 通 分 后 出 现 常 见 的 变 形 形 式,如xex,

x2ex,e
x

x
等,先将其指数化,然后将指数函数放缩为它的切线,不等式取等号时即为所求函

数的最值.
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(1)f(x)=ex-lnx+1x =xe
x-lnx-1

x =e
x+lnx-lnx-1

x ≥x+lnx+1-lnx-1x =1(当

且仅当x+lnx=0时取“=”),故f(x)的最小值为1.

(2)f(x)=x
2ex-2lnx
x+1 =e

x+2lnx-2lnx
x+1 ≥x+2lnx+1-2lnxx+1 =1(当且仅当x+2lnx=0时取

“=”),故f(x)的最小值为1.

(3)f(x)=xex-lnx-x-2=ex+lnx-(x+lnx)-2≥x+lnx+1-(x+lnx)-2=-1(当且

仅当x+lnx=0时取“=”),故f(x)的最小值为-1.

g(x)=e
x-2

x +lnx-x=ex-2-lnx-(x-lnx)≥x-lnx-1-(x-lnx)=-1(当且仅当x-

lnx=2时取“=”),故g(x)的最小值为-1.

因此,a=b=-1.

2.切线放缩解不等式恒成立问题

  利用切线放缩解不等式恒成立 时 参 数 的 取 值 范 围 问 题,多 将 指 数、对 数、无 理 根 式

等统一到一阶幂函数的形式,即转化为曲线与直线的位置关系,难点是寻找切线放缩的

位置,移动曲线或切线找到那个重合处的分界点(临界点),通常于端点处进行放缩,使

得问题得以简化.

   5.9 运用切线放缩,求解下列不等式恒成立问题.

(1)已知函数f(x)=xbex-alnx-x-1(x>1),其中b>0,若f(x)≥0恒成立,则实数a与

b的大小关系是    ;

(2)若对任意的x∈(0,+∞),e2x-a-lnxx ≥1x
恒成立,则a的取值范围为    ;

(3)已知x3e2x-1≥mx+3lnx对x∈(0,+∞)恒成立,则实数m 的取值范围为    .

对于指、对混合型的不等式恒成立问题,通常参变量分离,把问题转化为求指、

对混合型函数的最值问题,运用切线放缩(ex≥x+1,ex≥ex,lnx≤x-1),将对数函数或指数函

数放缩成易于处理的幂函数的形式,便于研究函数的最值.

(1)f(x)≥0⇔xbex≥alnx+x+1⇔ex+blnx-x-1≥alnx⇔a≤e
x+blnx-x-1
lnx

,其

中x>1.

因为e
x+blnx-x-1
lnx ≥x+blnx+1-x-1lnx =b,当且仅当x+blnx=0时等号成立,所以a≤b.
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(2)依 题 意,e2x-a-lnxx ≥1x
对 任 意 的x∈(0,+∞)恒 成 立,则a≤e2x-lnx+1x =

xe2x-lnx-1
x =e

2x+lnx-lnx-1
x .

又e2x+lnx≥2x+lnx+1(当 且 仅 当2x+lnx=0时 取“=”),因 此e
2x+lnx-lnx-1

x ≥

2x+lnx+1-lnx-1
x =2,所以a≤2,因此实数a的取值范围是(-∞,2].

(3)分 离 自 变 量 和 参 变 量.m≤x3e2x-3lnx-1
x =e

2x+3lnx-(3lnx+1)
x

,又e2x+3lnx≥2x+

3lnx+1(当且仅当2x+3lnx=0时取“=”),则e
2x+3lnx-3lnx-1

x ≥2x+3lnx+1-3lnx-1x =2.

因此m 的取值范围是(-∞,2].

3.切线放缩证明不等式

  切线法证明不等式是从“形”的角度入手思考问题,将所证的不等式转化为相应曲线与直

线、曲线与曲线的位置关系问题,利用切线实现分而治之的策略.

①曲直模型:利用切线型不等式进行放缩,证明函数f(x)的图像总在切线y=ax+b的

上方或下方.

②曲曲模型:利用公切线隔离法,证明两个函数图像分别在它们切线的上方或下方,适用

于凹函数与凸函数且它们的凹凸性相反的问题(拆成两个函数).

当两函数有斜率相同的切线,这是切线放缩的本质.引入一个中间量,分别证明两个不

等式成立,然后利用不等式的传递性就可以了.这个方法的难点在于合理拆分函数,寻找它们

斜率相等的切线隔板.

   5.10 设函数f(x)=emx-lnx-2,证明:当x>0,m>e-
1
2时,f(x)>-12.

本题思路较多,可根据参数的范围进行放缩消掉参数,然后利用指数函数或对数

函数放缩为其切线来证明;也可利用一些常用不等式的结论来证明,或通过设隐零点的方法得证.

证法一(指数切线放缩):

f(x)=emx-lnx-2≥emx-lnx-2>e
1
2x-lnx-2=e

1
2+lnx-lnx-2≥12+lnx+1-lnx-

2=-12
,所以f(x)>-12.
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证法二(对数切线放缩):f(x)=emx-lnx-2≥emx-lnx-2>e
1
2x-lnx-2.

又lnx≤x-1,则lnex≤ex-1,即12+lnx≤ex-1
,亦即lnx≤ex-32.

所以f(x)>e
1
2x-lnx-2≥e

1
2x-ex+32-2=-

1
2.

证法三(常用不等式的放缩):利用例5.3所证明的不等式,即ex-lnx>2.

所以emx-lnx-2>ln(mx)+2-lnx-2=lnm>-12.

证法四(合而歼之,隐零点):f'(x)=memx-1x=
mxemx-1

x .

令f'(x0)=0得mx0emx0=1,且f(x)在(0,x0)上单调递减,在(x0,+∞)上单调递增,因此

f(x)min=f(x0)=emx0-lnx0-2.

又emx0= 1
mx0

,ln(mx0)+mx0=0,即lnx0+lnm+mx0=0,所以f(x0)= 1
mx0+lnm+

mx0-2≥2 mx0· 1
mx0-2+lnm=lnm>-

1
2.

 已知函数f(x)=e2x-1 eln2x+1x  ,证明:f(x)>1.

函数f(x)中有e2x-1,如果求导,只会更加复杂;函数中既有指数函数,又有对数

函数,可以考虑使用经典不等式向幂函数的方向放缩,根据结论中不等号的方向可以考虑经典

不等式中的lnx≥-1ex
,代入化简即可证明.

f(x)的定义域为(0,+∞).由经典不等式lnx≥ 1
-ex

和ex-1≥x 可得ln2x≥

1
-2ex

,e2x-1≥2x,所以有f(x)=e2x-1 eln2x+1x  =e2xln2x+e2x-1x ≥e2x 1
-2ex+

e2x-1
x =e

2x-1

2x ≥

1,等号不同时取得,即证f(x)>1.

高考命题人为了掩盖经典不等式的痕迹,往往会作一系列的变形,比如本题中,用

2x来替换x,从而隐藏真实的结构,来考查同学们的解题能力.那么越是遇到此类形

式复杂的问题,其实思路越是清晰,只要把相关的经典不等式及引申,一一尝试,很快

就能发现哪条是正确的道路.比如本题,我们需要的是ln2x≥?,也就是得将ln2x缩

小,那么只有lnx≥1-1x
和lnx≥-1ex

这两种,分别尝试,发现后者为我们所需,难题

就迎刃而解了.
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5.6 指数对数同构

  用同构法解题,除了要有同构法的思想意识外,对观察能力及代数式变形能力的要求也

是比较高的,正所谓,同构解题,观察第一! 以下是同构函数的常见模型.

1.“指”“对”跨阶想同构,同左同右取对数

同构基本模式:

(1)积型:aea≤blnb
三种同构方式

→
同右:ealnea≤blnb………………… →f(x)=xlnx,不等式等价于f(ea)≤f(b)

同左:aea≤(lnb)elnb………………… →f(x)=xex,不等式等价于f(a)≤f(lnb)

取对数:a+lna≤lnb+ln(lnb)……… →f(x)=x+lnx,不等式等价于f(a)≤f(lnb)









 .

如:2x3lnx≥me
m
x⇔x2lnx2≥m

xe
m
x,后面的转化同(1).

说明:在对“积型”进行同构时,取对数是最快捷的,同构出的函数,其单调性一看便知.

(2)商型:e
a

a<
b
lnb

三种同构方式
→

同左:e
a

a<
elnb
lnb

………………………→f(x)=e
x

x
,不等式等价于f(a)<f(lnb)

同右:e
a

lnea<
b
lnb

…………………… →f(x)=x
lnx
,不等式等价于f(ea)<f(b)

取对数:a-lna<lnb-ln(lnb)……→f(x)=x-lnx,不等式等价于f(a)<f(lnb)














.

(3)和差型:ea±a<b±lnb
两种同构方式

→
同左:ea±a<elnb±lnb………………→f(x)=ex±x,不等式等价于f(a)<f(lnb).
同右:ea±lnea<b±lnb………… →f(x)=x±lnx,不等式等价于f(ea)<f(b). 

如:eax+ax>ln(x+1)+x+1⇔eax+ax>eln(x+1)+ln(x+1)⇔ax>ln(x+1).

2.“无中生有”去同构,凑好形式是关键,凑常数或凑参数,如有必要凑变量

(1)aeax>lnx
同乘x(无中生有)

→axeax>xlnx,转化为eaxlneax>xlnx,构造f(x)=xlnx,或

转化为axeax>lnx·elnx,构造g(x)=xex.

(2)ex>aln(ax-a)-a⇔1ae
x>lna(x-1)-1⇔ex-lna-lna>ln(x-1)-1

同加x(无中生有)
→ex-lna+x-lna>ln(x-1)+x-1=eln(x-1)+ln(x-1),构造f(x)=ex+x,
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转化为x-lna>ln(x-1).

(3)ax>logax⇔exlna>lnxlna⇔
(xlna)exlna>xlnx(a>1).后面的转化同2(1).

说明:由于ax>logax 两边互为反函数,所以还可以这样转化:ax>logax⇒ax>x⇒lna>

lnx
x .对于某些不等式,两边互为反函数是比较隐蔽的,若能发现,则难者亦易矣.

如:1
ae

x+1>lna(x-1),左右两边互为反函数,所以只需1
ae

x+1>x,即1a>
x-1
ex
,所以

若原不等式恒成立,可得1
a>

1
e2.

3.同构放缩需有方,“切放”同构一起上

(1)放缩也是一种能力,利用切线放缩,往往需要局部同构.切线放缩是对同构思想

方法的一个灵活运用.另外需注意,利用切线放缩如同用均值不等式,只 要 取 等 号 的 条

件成立即可.
(2)掌握常见放缩 (注意取等号的条件,以及常见变形)

①ex≥x+1⇒ex-1≥x⇒ex≥ex⇒ex≥e
2

4x
2,ex≥1+x+x

2

2
(x≥0),ex≤2+x2-x

(0≤x<2),

ex≥ax+1(x≥0,a≤1).

(变形:xex=ex+lnx≥x+lnx+1,e
x

x=e
x-lnx≥x-lnx+1,xex=e

lnx-x≥lnx-x+1,

x2ex=ex+2lnx≥x+2lnx+1,x2ex=ex+2lnx≥e(x+2lnx).)

②lnx≤x-1⇒lnex≤x⇒lnx≤x
e
,lnx≤x-1⇒lnx≤ex-2,

lnx≥1-1x⇒xlnx≥x-1
,lnx≤12x-1x  (x≥1),lnx≥2(x-1)x+1

(x≥1),

lnx≤a(x-1)(x≥1,a≥1).(变形:x+lnx=lnxex,x-lnx=lne
x

x.)

说明:xex=ex+lnx,e
x

x=e
x-lnx,x

ex=e
lnx-x,x+lnx=lnxex,x-lnx=lne

x

x
等,这些变形对解

决指对混合不等式问题,如恒成立求参数取值范围,或证明不等式,都带来极大的便利.当然,

在具体使用中,往往要结合切线放缩或换元法.可以说掌握了这些变形常见切线型不等式,就

大大降低了这类问题的难度.(会推广到关于x与ax或logax 的各种组合的变形.)

同构变形在不等式恒成立问题中应用很广,恒成立问题有很大一部分题目是命题者利用

函数单调性构造出来的,那么我们只要找到函数,无疑就是找到了题目的命门.在寻找函数

时,进行分组整理是一种常见的变形.如果整理(即同构)后不等式两边具有结构的一致性,

则可构造函数,然后利用此函数的单调性解题.
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   5.11 若对任意x>0,恒有a(eax+1)≥2x+1x  lnx,则实数a的最小值为    .

观察不等式形式,需“无中生有”两边同乘以x,将不等式变形为积型同构模型

ax(eax+1)≥(x2+1)lnx2,右边不变,变形ax=lneax,这样不等式两边结构一致,从中构造出函

数,根据单调性简化不等式.

a(eax+1)≥2x+1x  lnx⇔ax(eax+1)≥(x2+1)lnx2⇔(eax+1)lneax≥(x2+
1)lnx2.(积型同构)

令f(x)=(x+1)lnx,则f'(x)=lnx+x+1x
,f″(x)=1x-

1
x2=

x-1
x2
,易知f'(x)在(0,1)上

单调递减,在(1,+∞)上单调递增,所以f'(x)≥f'(1)=2>0,所以f(x)在(0,+∞)上单调递

增,则(eax+1)lneax≥(x2+1)lnx2⇔f(eax)≥f(x2)⇔eax≥x2⇔ax≥2lnx⇔a≥2lnxx .

令g(x)=2lnxx
,由导数法易得 2lnx

x  max=2lnee =2e,所以a≥2e.

故实数a的最小值为2
e.

 若x∈ 0,1e  时,关于x 的不等式ax3eax+2lnx≤0恒成立,则a的最大值是

    .

由ax3eax+2lnx≤0,得axeax+2x2lnx≤0⇔axeax≤-2x2lnx=
1
x2ln

1
x2=

ln1x2e
ln1

x2,x∈ 0,1e  .
上述不等式对于a≤0显然成立.
当a>0时,构造函数f(x)=xex,x>0,f'(x)=(x+1)ex>0,函数f(x)在(0,+∞)上单

调递增,故f(ax)≤fln1x2  ,得ax≤ln1x2=-2lnx.因此a≤-2lnxx
,0<x<1e.

令g(x)=-2lnxx
,g'(x)=-2·1-lnxx2 =2

(lnx-1)
x2 .

当0<x<e时,g'(x)<0,g(x)单调递减;当x>e时,g'(x)>0,g(x)单调递增.

又0<x<1e
,则g(x)min>g 1

e  =
-2ln1e
1
e

=2e,因此a≤2e,故a的最大值是2e.

 对任意x>0,不等式2ae2x-lnx+lna≥0恒成立,则实数a的最小值为    .

将指对分列两侧,不等式变形为积型同构模型2xe2x≥x
aln

x
a
,两边取对数,得
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2x+ln2x≥lnx
a+lnln

x
a  (x>a),从中构造出函数,根据其单调性简化不等式.

2ae2x-lnx+lna≥0⇔2ae2x≥lnx
a⇔2xe

2x≥x
aln

x
a
(x>0)(积型同构)

⇔2x+ln2x≥lnx
a+lnln

x
a  (x>a).

  设f(x)=x+lnx,由于f(x)为增函数,所以由f(2x)≥flnx
a  ,得2x≥lnx

a
,即a≥x

e2x
恒

成立.令g(x)=x
e2x
,则g'(x)=1-2xe2x

,易得g(x)max=g 1
2  =12e,所以a≥12e

,即实数a的最小

值为1
2e.

 5.12 已知函数f(x)=x(ex-a)-2lnx+2ln2-2(a∈R).
(1)当a=2时,若f(x)的一条切线垂直于y轴,证明:该切线为x轴;

(2)若f(x)≥0,求a的取值范围.

(1)证明该切线为x轴即证切线方程为y=0,为此用设而不求也就是隐零点的

方法得出一个关于该切点横坐标x0的方程,代入切线方程化简即可;(2)把不等式变形整理,根

据恒成立得出a的取值范围,再进一步证明其补集不满足;另外本问也可以将参变量分离,转化

为最值问题来解.

(1)当a=2时,f(x)=x(ex-2)-2lnx+2ln2-2,则

f'(x)=ex-2+xex-2x=e
x(x+1)-21x+1  =ex(x+1)-2(x+1)x

=(x+1)ex-2x  (x>0).
令f'(x0)=0得ex0=2x0

,即x0ex0=2,亦即x0+lnx0=ln2.

曲线y=f(x)在点 x0,f(x0)  处的切线方程为y-f(x0)=f'(x0)(x-x0),即y-

x0(ex0-2)-2lnx0+2ln2-2  =0,亦即y=x0(ex0-2)-2lnx0+2ln2-2,故y=x0 2x0-2  -
2(ln2-x0)+2ln2-2=2-2x0-2ln2+2x0+2ln2-2=0,则该切线为x轴.

(2)解法一(同构,经典不等式放缩):若f(x)≥0,得x(ex-a)-2lnx+2ln2-2≥0,得

1
2x
(ex-a)-lnx+ln2-1≥0,即12xe

x-12ax-lnx+ln2-1≥0
,1
2e

lnx+x-12ax-lnx+

ln2-1≥0,elnx+x-ln2-x-lnx+ln2-12ax+x-1≥0,即elnx+x-ln2-(x+lnx-ln2)-1≥

a
2-1  x.
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由ex≥x+1(当且仅当x=0时取“=”),则elnx+x-ln2≥lnx+x-ln2+1(当且仅当lnx+x-

ln2=0时取“=”),故当a
2-1≤0

即a≤2时,f(x)≥0恒成立.

下面证明当a>2时,f(x)≥0不恒成立,取x0,使lnx0+x0-ln2=0.

此时f(x0)=elnx0+x0-ln2-(x0+lnx0-ln2)-1- a
2-1  x0= 1-a

2  x0<0,与题意不符.

综上所述,a的取值范围为(-∞,2].

解法二(分离参数):由∀x≥0,f(x)≥0得a≤xe
x-2lnx+2ln2-2

x =ex-2lnx+2-2ln2x .

构造g(x)=ex-2lnx+2-2ln2x
,则

g'(x)=ex-

2
x

·x-(2lnx+2-2ln2)

x2 =ex-2-2lnx-2+2ln2x2 =ex-
2ln2x
x2 =

x2ex-2ln2x
x2 .

令g'(x0)=0,得x20ex0=2ln2x0
(x0>0),即x0ex0=2x0ln

2
x0=e

ln2x0·ln2x0.
(同构)

令u(x)=xex(x>0),u'(x)=ex(x+1)>0,u(x)在(0,+∞)上单调递增,又u(x0)=

uln2x0  ,则x0=ln2x0
,故ex0=2x0

,即x0ex0=2.

因为g'(x)=ex-2x2ln
2
x

在(0,+∞)上单调递增,g'(x0)=0,所以g(x)在(0,x0)上单调递

减,在(x0,+∞)上单调递增.

g(x)min=g(x0)=ex0-2lnx0+2-2ln2x0
,代入ex0=2x0

和ln2x0=x0
,则g(x0)=2x0-

2
x0-

2lnx0-2ln2
x0 =2ln2-2lnx0x0 =

2ln2x0
x0 =2x0x0 =2.

故g(x)min=g(x0)=2,故a≤2,即a的取值范围为(-∞,2].

训练5

1.已知函数f(x)=xeax-1-lnx-ax,a∈ -∞,-1e2 



 ,函数f(x)的最小值为 M,则实数 M 的

最小值是(  ).

A.-1 B.-1e C.0 D.-1e2
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2.已知x∈(0,+∞),不等式ax+eαx≥lnx+x恒成立,则实数a的最小值为(  ).

A.1e B.2e C.0 D.1

3.已知x0是方程x3ex-4+2lnx-4=0的一个根,则e
4-x0
2 +2lnx0的值是(  ).

A.3 B.4 C.5 D.6

4.已知ex>x2-2ax+1对任意的x>0恒成立,则实数a的取值范围是    .

5.已知当x≥1时,x2lnx-x+1≥m(x-1)2恒成立,则实数m 的取值范围是    .

6.设函数f(x)=1+ln
(x+1)
x

,x>0,若k为正整数,f(x)≥ k
x+1

恒成立,求k的最大值.

7.已知函数f(x)=ax-ln(x+1).
(1)当a=1时,求函数f(x)的最小值;

(2)求证:e
x

x2-x≥1-2lnx.

8.证明:xex-2elnx≥e(x2-2x+2).

9.证明:当x>1时,ex>x2-(2-e)ln(x+1)+1.
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10.当x∈(1,+∞)时,证明:不等式xlnx+lnx-(x-1)(ex-1+1)≤0成立.

11.已知函数f(x)=xex.
(1)求函数f(x)的图像在(0,f(0))处的切线l的方程;

(2)判断直线l与函数g(x)=lnx+1xex
图像的交点个数,并说明理由.

12.已知函数f(x)=ex-ln(x+m)+m.

(1)设x=0是f(x)的极值点,求m 的值;

(2)在(1)的条件下,f(x)-k≥0在定义域内恒成立,求k的取值范围;

(3)当m≤2时,证明:f(x)>m.
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