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估计∫
2π

0
esintsintdt的值有多种方法,如下所示。

 图 1-7

【方法1】 图像法。
虚线为y=sinx,其在区间[0,π],[π,2π]上与x 轴围

成图形的面积相等。实线为y=esinxsinx,在区间[0,π]上

esinx>1,在区间[π,2π]上esinx<1,由图1-7易知S1>S2,

所以∫
2π

0
esinxsinxdx=S1-S2>0,故选A。

【方法2】 区间代换。
划分y=esintsint取值正、负的区间,则

F(x)=∫
2π

0
esintsintdt=∫

π

0
esintsintdt+∫

2π

π
esintsintdt

=∫
π

0
esintsintdt+∫

π

0
e-sinu(-sinu)du

=∫
π

0
(esint-e-sint)sintdt

  当0<t<π时,sint>0,esint-e-sint>0,所以F(x)>0,故选A。
【方法3】 分部积分。

F(x)=∫
2π

0
esintsintdt=-∫

2π

0
esintdcost

=-esintcost|2π0 +∫
2π

0
costdesint

=-e0(1-1)+∫
2π

0
esintcost2dt=∫

2π

0
esintcost2dt>0,故选A。

例题3
 

设在区间[a,b]上f(x)>0,f'(x)<0,f″(x)>0,令S1=∫
b

a
f(x)dx,S2=f(b)(b-a),

S3=
1
2
[f(a)+f(b)](b-a),则(  )。

A.
 

S1<S2<S3  B.
 

S2<S1<S3  C.
 

S3<S1<S2  D.
 

S2<S3<S1
答案

 

B

图 1-8

解 图像法。由f(x)>0,f'(x)<0,f″(x)>0可知,曲线y=f(x)是上半

平面的一段下降的凹弧,y=f(x)的图形大致如图1-8所示。

S1=∫
b

a
f(x)dx 是曲边梯形ABCD 的面积;

 

S2=f(b)(b-a)是矩形

ABCE 的面积;
 

S3=
1
2
[f(a)+f(b)](b-a)是梯形 ABCD 的面积。由

图1-8可知,S2<S1<S3,故选B。

技巧专题16 积分区间代换

例题1
 

∫
+∞

0
e-x sinx dx= 。

答案
 eπ+1
2(eπ-1)

 

解 I =∫
+∞

0
e-x sinx dx

(x+π=t)
􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅∫

+∞

π
e-(t-π)sin(t-π)dt = eπ ·∫

+∞

π
e-t sintdt =
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eπ∫
+∞

0
e-t sintdt-∫

π

0
e-t sintdt  =eπI-∫

π

0
e-tsintdt  ,所以有I=

eπ

eπ-1∫
π

0
e-tsintdt。又因为

∫
π

0
e-tsintdt=

(e-t)' (sint)'

e-t sint

π

0

1+1 =
e-π+1
2

,所 以I =
eπ

eπ-1∫
π

0
e-tsintdt=

eπ

eπ-1
·e

-π+1
2 =

eπ+1
2(eπ-1)

。

例题2
 

积分∫
π
2

0

1
1+tanλx

dxλ>0  的值为(  )。

A.
 π
4      B.

  π
8 C.

 1
2 D.

 

和参数λ有关

答案
 

A

解 设t=
π
2-x

,应用换元积分法得I=∫
π
2

0

1

1+tanλ
π
2-t  

dt=∫
π
2

0

tanλx
1+tanλx

dx,

此时有I=∫
π
2

0
1-

1
1+tanλx  dx=

π
2-I⇒I=

π
4

 

。故选A。

例题3
 

积分∫
π

-π
xsin4x arctanexdx= (  )。

A.
 3π3

32      B.
  3π3

16 C.
 3π3

8  D.
 

无法确定

答案
 

A

解∫
π

-π
xsin4x arctanexdx=

π
2∫

π

0
xsin4xdx=

π
2
·π
2∫

π

0
sin4xdx(题后有证明)

=
π
2
·π
2∫

π
2

-
π
2
sin4xdx=

π
2
·π
2
·2∫

π
2

0
sin4xdx=

π
2
·π
2
·2·34

·1
2
·π
2=

3π3

32
。故选A。

  补充证明:
  

I=∫
a

-a
g(x)f(x)dx= A∫

a

0
g(x)dx,其中g(x)为偶函数,f(x)+f(-x)= A。

I=∫
a

-a
g(x)f(x)dx=∫

-a

a
g(-x)f(-x)(-dx)=∫

a

-a
g(x)f(-x)dx,所以

2I=∫
a

-a
g(x)f(x)dx+∫

a

-a
g(x)f(-x)dx=∫

a

-a
g(x)f(x)+f(-x)  dx=A∫

a

-a
g(x)dx=

2A∫
a

0
g(x)dx,从而

I=∫
a

-a
g(x)f(x)dx= A∫

a

0
g(x)dx。

进一步说明:
 

∫
π

-π
xsin4x arctanexdx=

π
2∫

π

0
xsin4xdx。

取f(x)=arctanex,a=π。

由于f(x)+f(-x)=arctanex+arctane-x 满足 arctanex+arctane-x  '=
ex

1+e2x
+
-e-x

1+e-2x
=0,

故arctanex+arctane-x=A。令x=0,得2arctan1=A⇒A=
π
2
,即f(x)+f(-x)=

π
2
。
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  g(x)= xsin4x 为偶函数,于是有

I=∫
π

-π
xsin4x arctanexdx= A∫

a

0
g(x)dx=

π
2∫

π

0
xsin4x dx=

π
2∫

π

0
xsin4xdx。

技巧专题17 周期函数积分

例题1
 

积分∫
α+π

α
sin22x·tanx+1  dx= (  )。

A.
 π
2 B.

 π
4 C.

 π
8

 

D.
 

与α有关
 

答案
 

A

解 由于sin22x 和tanx 均是以π为周期的周期函数,再由周期函数积分的性质,有

原积分I=∫
π

0
tanx+1  sin22xdx=∫

π
2

-
π
2
tanx+1  sin22xdx

=∫
π
2

-
π
2
sin22xdx=2∫

π
2

0

1-cos4x
2 dx=

π
2
。故选A。

例题2
 

积分I=∫
nπ

0
xsin4xdx= 。

答案
 3π2n2

16

解 I=∫
nπ

0
xsin4xdx=∫

0

nπ
(nπ-t)sin4(nπ-t)d(-t)=∫

nπ

0
(nπ-t)sin4tdt。

I=
nπ
2∫

nπ

0
sin4tdt=

n2π
2∫

π

0
sin4tdt=

n2π
2∫

π
2

-
π
2
sin4tdt=n2π∫

π
2

0
sin4tdt=n2π

3
4
·1
2
·π
2=
3π2n2

16
。

  原理如下。

I=∫
nT

0
xf(x)dx=∫

0

nT
(nT-t)f(nT-t)(-dt)=∫

nT

0
(nT-t)f(t)dt=nT∫

nT

0
f(t)dt-

∫
nT

0
tf(t)dt,所以2I=nT∫

nT

0
f(t)dt⇒I=

nT
2∫

nT

0
f(t)dt=

n2T
2∫

T

0
f(t)dt。

技巧专题18 特殊曲线的积分

例题1
 

曲线x3+y3-3axy=0所围成平面图形的面积为(  )。

A.
 3
4a

2 B.
 3
2a

2 C.
 32
2a2 D.

 32
4a2

答案
 

B

图 1-9

解 该曲线为笛卡儿叶形线,其在第一象限中的图形为封闭曲线,如图1-9所

示。采用极坐标方程计算更简便。该曲线的极坐标方程为r=
3acosθsinθ
cos3θ+sin3θ

0≤θ≤
π
2  ,于是所求面积为S=

1
2∫

π
2

0
r2(θ)dθ=

9
2a

2∫
π
2

0

cos2θsin2θ
cos3θ+sin3θ  2

dθ=



22   

9
2a

2∫
π
2

0

tan2θ
1+tan3θ  2

dtanθ=
9
2a

2∫
π
2

0
d-

1
3
· 1
1+tan3θ  =-32a2 1

1+tan3θ  
π
2

0
,故选B。

例题2
 

心形线ρ=1+cosθ与圆ρ=3cosθ所围平面图形公共部分的面积为 。

答案
 5
4π

图 1-10

解 心形线ρ=1+cosθ 与圆ρ=3cosθ 的交点为(ρ,θ)=

3
2
,±
π
3  ,如图1-10所示,由图形的对称性可知,心形线ρ=

1+cosθ与圆ρ=3cosθ 所围平面图形公共部分的面积为A =

2∫
π
3

0

1
2
(1+cosθ)2dθ+∫

π
2

π
3

1
2
(3cosθ)2dθ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
5
4π
。

例题3
 

(数学三不要求)参数方程
x=a(t-sint)
 
y=a(1-cost) ,其中t∈

[0,2π]表示的曲线与x 轴所围平面图形的面积为(  )。

A.
 

3πa2 B.
 3π
2a

2 C.
 3π
4a

2 D.
 3π
8a

2

答案
 

A

解 A=∫
2πa

0
ydx=∫

2π

0
a2(1-cost)2dt=a2 32t-2sint+

1
4sin2t  2π

0
=3πa2,故选A。

技巧专题19 计算弧长(数学三不要求)

例题1
 

曲线y=∫
x

0
tantdt0≤x ≤

π
4  的弧长s= 。

答案
 

ln(1+ 2)
 

解 s=∫
π
4

0
1+y'2dx=∫

π
4

0
1+tan2xdx=∫

π
4

0
secxdx=lnsecx+tanx

π
4

0
=ln(1+ 2)。

技巧专题20 正割函数的积分

例题1
 

积分∫sec3xdx= 。

答案
 1
2secxtanx+

1
2ln|secx+tanx|+C

(C 为常数)

解∫sec3xdx=∫secxdtanx=secxtanx-∫tanxsecxtanxdx=secxtanx-∫(sec2x-1)secxdx=

secxtanx+ln|secx+tanx|-∫sec3xdx,∫sec3xdx=
1
2secxtanx+

1
2ln|secx+tanx|+C

(C 为常数)。

技巧专题21 循环积分

例题1
 

函数yn(x)是方程yn(x)+y'n(x)=ne
-xcosnx 满足yn(0)=0的特解,则lim

n→∞∫
1

0
yn(x)dx=

。

答案
 

0
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解 根 据 一 阶 线 性 微 分 方 程 的 求 解 公 式 可 得 yn(x)=e
-∫1·dx∫ne-xcosnx·e∫1

·dx
dx+c  =

e-x(sinnx+c),又因为yn(0)=0,所以c=0,即yn(x)=e-xsinnx。 令In =∫e-xsinnxdx =∫-

sinnxde-x =-e-xsinnx +n∫e-xcosnxdx =-e-xsinnx -ne-xcosnx-n2In, 所 以 In =

-
ncosnx+sinnx

n2+1
e-x +C(C 为常数),即lim

n→∞∫
1

0
e-xsinnxdx =lim

n→∞
-
ncosnx+sinnx

n2+1
e-x 1

0  =

lim
n→∞

-
ncosn+sinn

n2+1
e-1+

n
n2+1  =0。

技巧专题22 求函数平均值

例题1
 

设f(sin2x)=
x
sinx

,则g(x)=
x
1-x

f(x)在区间 0,1  的平均值为 。

答案
 

2

解 首先要利用f(sin2x)=
x
sinx

求出f(x)。令u=sin2x,则有sinx= u,x=arcsin u,于是

f(u)=
arcsin u

u
。(换元求出函数的表达式)

函数 g(x)=
x
1-x

f(x)在 区 间 [0,1]的 平 均 值 为g- =
∫
1

0
g(x)dx

1 =∫
1

0
g(x)dx。

∫
1

0

x
1-x

f(x)dx=∫
1

0

x
1-x

·arcsin x
x

dx =∫
1

0

arcsin x
1-x

dx
x =sint
􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅∫

π
2

0

t
cost2sintcostdt=

∫
π
2

0
2tsintdt(换元积分法)=2-tcost+sint  

π
2

0
=2。所以,函数g(x)=

x
1-x

f(x)在区间[0,1]

的平均值为2。

技巧专题23 求全微分方程的通解

例题1
 

微分方程(3x2+2xy-y2)dx+(x2-2xy)dy=0的通解为 。

答案
 

x3+x2y-xy2=C(C 为常数)

解 使用全微分的方法求解。

 (3x2+2xy-y2)dx+(x2-2xy)dy

=3x2dx+(yd(x2)+x2dy)-(y2dx+xd(y2))

=d(x3)+d(x2y)-d(xy2)

=d(x3+x2y-xy2)=0,故通解为x3+x2y-xy2=C(C 为常数)。

技巧专题24 变量替换微分方程

例题1
 

设函数y=y(x)满足微分方程y″+4y'+4y=0,y(0)=0,y'(0)=1,则∫
+∞

0
y(x)dx =
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(  )。

A.
 1
2 B.

 1
3 C.

 1
4 D.

 

1

答案
 

C

解 【方法1】 不求微分方程。

∫
+∞

0
y(x)dx=-

1
4∫

+∞

0
(y″+4y')dx = -

1
4
(y'+4y)

+∞

0
=-

1
4
{y'(+∞)+4y(+∞)-

[y'(0)+4y(0)]}=-
1
4 0-(1+0)  =

1
4
,故选C。

  注意:
  

当y(x)=eλxP(x)的指数部分eλx 满足λ<0
 

时,有y'(+∞)=y(+∞)=0。

【方法2】 微分方程y″+4y'+4y=0的特征方程为r2+4r+4=0,其特征根为r1=r2=-2,则

微分方程的通解为y=C1e
-2x+C2xe

-2x,其导数为y'=-2C1e
-2x+C2e

-2x-2C2xe
-2x。

由y(0)=0,y'(0)=1,得
C1=0,
 
-2C1+C2=1 ,则

C1=0
 
C2=1 。

所以y(x)=xe-2x,故∫
+∞

0
y(x)dx=∫

+∞

0
xe-2xdx=-

1
2∫

+∞

0
xd(e-2x)

=-
1
2xe

-2x +∞

0
+
1
2∫

+∞

0
e-2xdx=0-

1
4e

-2x +∞

0
=
1
4
,故选C。

例题2
 

设函数y(x)满足y″+2ky'+y=0k>1  ,且y(0)=m,y'(0)=n,则∫
+∞

0
y(x)dx =

(  )。

A.
 

2n+2km B.
  

n+2km C.
 

n+km   D.
  

2n+km

答案
 

B

解 y″+2ky'+y=0的特征方程为r2+2kr+1=0,得r1,2=-k± k2-1。

故原方程的通解为y=C1e
r1x+C2e

r2x(C1,C2 为任意常数)。
由k>1,知r1,r2 均小于零。所以

lim
x→+∞

y(x)=lim
x→+∞

C1e
r1x+C2e

r2x  =0,lim
x→+∞

y'(x)=lim
x→+∞

C1r1e
r1x+C2r2e

r2x  =0,所以

∫
+∞

0
y(x)dx=∫

+∞

0
-y″(x)-2ky'(x)  dx=[-y'(x)-2ky(x)]

+∞

0

=0-[-y'(0)-2ky(0)]=y'(0)+2ky(0)=n+2km,故选B。

技巧专题25 由解反求方程

例题1
 

在下列微分方程中,以y=C1e
x+C2cos2x+C3sin2x(C1,C2,C3 为任意常数)为通解

的是(  )。

A.
 

y‴+y″-4y'-4y=0 B.
 

y‴+y″+4y'+4y=0
C.

 

y‴-y″-4y'+4y=0 D.
  

y‴-y″+4y'-4y=0

答案
 

D
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解 由通解可知,其对应的特征根是1,±2i,故特征方程为(r-1)(r+2i)(r-2i)=0,即r3-r2+

4r-4=0,故相应的微分方程应为y‴-y″+4y'-4y=0,故选D。

例题2
 

若y=x+e2x+1 是某齐次常系数线性微分方程的一个解,则满足条件的最低阶微分方程

为 。

答案
 

y‴-2y″=0

解 y=xe0·x+e·e2x,所以特征值必有λ=0,λ=2,且
 

λ=0至少为二重根。所以特征值至少有三

个,分别是0,0,2。由此可推知最低阶微分方程为y‴-2y″=0。

技巧专题26 求非齐次微分方程的特解

例题1
 

微分方程y″+y=x2+1+sinx 的特解形式可设为(  )。

A.
 

y*=ax2+bx+c+x(Asinx+Bcosx)

B.
 

y*=x(ax2+bx+c+Asin
 

x+Bcosx)

C.
 

y*=ax2+bx+c+Asinx
D.

 

y*=ax2+bx+c+Acosx

答案
 

A

解 对应齐次方程
 

y″+y=0
 

的特征方程为λ2+1=0,特征根为
 

λ=±i,对y″+y=x2+1=e0(x2+1)

而言,因0不是特征根,
 

从而其特解形式可设为y*
1 =ax

2+bx+c;

对y″+y=sinx,因i为特征根,
 

从而其特解形式可设为y*
2 =x(Asinx+Bcosx);

从而y″+y=x2+1+sinx 的特解形式可设为y*=ax2+bx+c+x(Asinx+Bcosx),
故选A。

例题2
 

微分方程y″-4y'+8y=e2x(1+cos2x)的特解可设为(  )。

A.
 

y*=Ae2x+e2x(Bcos2x+Csin2x)      B.
 

y*=Axe2x+e2x(Bcos2x+Csin2x)

C.
 

y*=Ae2x+xe2x(Bcos2x+Csin2x) D.
 

y*=Axe2x+e2x(Bcos2x+Csin2x)

答案
 

C

解 特征方程为λ2-4λ+8=0⇒λ1,2=2±2i。

因为f(x)=e2x(1+cos2x)=e2x+e2xcos2x,设e2x,e2xcos2x 对应的特解分别为y*
1 ,y

*
2 ,所以

y*
1 =Ae

2x,y*
2 =xe

2x(Bcos2x+Csin2x),故特解为y*=y*
1 +y

*
2 =Ae2x+xe2x(Bcos2x+Csin2x),故

选C。

技巧专题27 化为微分方程

例题1
 

设函数f(u)具有二阶连续导数,而z=f(exsiny)满足方程∂
2z
∂x2

+
∂2z
∂y2

=e2xz,则f(u)=

。

答案
 

C1e
u+C2e

-u,其中C1,C2 为任意常数

解 先用复合函数求导法,求出两个二阶偏导数。
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∂z
∂x=f'

(u)exsiny,
∂2z
∂x2

=f″(u)(exsiny)2+f'(u)exsiny。

∂z
∂y
=f'(u)excosy,

∂2z
∂y2

=f″(u)(excosy)2-f'(u)exsiny。

将两个结果代入题干中的方程,得∂
2z
∂x2

+
∂2z
∂y2

=f″(u)e2x=e2xf(u),即f″(u)-f(u)=0。

相应的特征方程λ2-1=0的特征根为λ=±1,故f(u)=C1e
u+C2e

-u,其中C1,C2 为任意

常数。

例题2
 

设函数f(x)具有连续的一阶导数,且满足f(x)=∫
x

0
(x2-t2)f'(t)dt+x2,则f(x)=

。

答案
 

ex
2

-1

解 f(x)=x2∫
x

0
f'(t)dt-∫

x

0
t2f'(t)dt+x2。

两边对x 求导,得f'(x)=x2f'(x)+2x∫
x

0
f'(t)dt-x2f'(x)=2x f(x)-f(0)  +2x。

又f(0)=0,故 有 f'(x -2xf(x)=2x,从 而 f(x)=e∫2xdx∫2xe
-∫2xdxdx+C  =

ex
2

∫2xe-x2dx+C  =ex2 -e-x2 +C  =-1+Cex
2
。 由f(0)=0,得C=1,所以f(x)=ex

2

-1。

例题3
 

设f(x)非负连续,且当x>-1时,f(x)∫
x

0
f(t)dt+1  = xex

2(1+x)2
,则f(x)= 。

答案
 xe

x
2

2(1+x)
3
2

解 令F(x)=∫
x

0
f(t)dt+1,由原式可得F'(x)F(x)=

xex

2(1+x)2
。令x=0,得F(0)=1。

于是 F2(x)  '=
xex

(1+x)2
,所以F2(x)=∫ xex

(1+x)2
dx=∫ex

1+xdx-∫ ex

(1+x)2
dx

=∫ex

1+xdx+∫exd 1
1+x=∫ex

1+xdx+∫exd 1
1+x=∫ex

1+xdx+
ex

1+x-∫ex

1+xdx=
ex

1+x+C。

由F(0)=1,得C=0。因此F(x)=
ex

1+x =∫
x

0
f(t)dt+1,f(x)= ex

1+x  '= xe
x
2

2(1+x)
3
2

。

例题4
 

利用x=sint可将微分方程 1-x2  y″-xy'-4=0化简为(  )。

A.
 d2y
dt2
=0  B.

 d2y
dt2
+
dy
dt
·sint(1-sect)=4

C.
 

cos2t
d2y
dt2
-sint

dy
dt=4 D.

 d2y
dt2
=4

答案
 

D

解 y'=
dy
dx=

dy
dt
·dt
dx=

dy
dt
· 1
cost

,

y″=
d2y
dx2

=
d(y')
dt

·dt
dx=

d
dt
dy
dt
· 1
cost  · 1

cost=
d2y
dt2
· 1
cos2t

+
dy
dt
·sint
cos3t

。
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将y'和y″代入 1-x2  y″-xy'-4=0,可得d
2y
dt2
=4,故选D。

技巧专题28 欧拉方程(仅数学一)

例题1
 

欧拉方程x2y″+xy'-4y=0满足条件y(1)=1,y'(1)=2的解为y= 。

答案
 

x2

解 令x=et,则xy'=
dy
dt
,x2y″=

d2y
dx2

-
dy
dx
,原方程化为d

2y
dx2

-4y=0,特征方程为λ2-4=0,特征根

为λ1=2,λ2=-2,通解为y=C1e
2t+C2e

-2t=C1x
2+C2x

-2,将初始条件y(1)=1,y'(1)=2代入

得C1=1,C2=0,故满足初始条件的解为y=x2。

技巧专题29 “退化”的二元函数

例题1
 

设函数f(x,y)可微,且f(x+1,ex)=x(x+1)2,f(x,x2)=2x2lnx,则df(1,1)= 。

答案
 

dy

解 将两个方程左右两边对x 求导,有

f'1(x+1,ex)+exf'2(x+1,ex)=(x+1)2+2x(x+1) ①

f'1(x,x
2)+2xf'2(x,x

2)=2(2xlnx+x) ②
  令①中x=0,②中x=1得

f'1(1,1)+f'2(1,1)=1

f'1(1,1)+2f2(1,1)=2 ⇒
f'1(1,1)=0

f'1(1,1)=1 ,所以df(1,1)=dy。

技巧专题30 由偏导数求原函数

例题1
 

设函数f(x,y)具有一阶连续偏导数,且df(x,y)=yeydx+x(1+y)eydy,f(0,0)=0,则

f(x,y)= 。

答案
 

xyey

解 f'x=yey,f'y=x(1+y)ey,f(x,y)=∫yeydx=xyey +c(y),故f'y=xe
y+xyey+c'(y)=

xey+xyey,因此c'(y)=0,即c(y)=C,再由f(0,0)=0,可得f(x,y)=xyey。

例题2
 

设z=f(x,y),且f(x,1)=0,f'y(x,0)=sinx,f″yy(x,y)=2x,则dz π
2,1  =

。

答案
 

(π+1)dy

解 【方法1】 先求多元原函数(此类问题的一般方法)。

因为f″yy(x,y)=2x,所以等式两边对y 积分得f'y(x,y)=2xy+C1(x)。
由f'y(x,0)=sinx,得C1(x)=sinx,于是f'y(x,y)=2xy+sinx,两边对y 积分,得f(x,y)=

xy2+ysinx+C2(x)。

由f(x,1)=0,得C2(x)=-x-sinx,从而f(x,y)=xy2+ysinx-x-sinx,fx(x,y)=y
2+

ycosx-1-cosx,f'x
π
2
,1  =0,f'y π

2
,1  =π+1,故df(x,y)  π

2,1  = π+1  dy。
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【方法2】 先求全微分(本题的特殊方法)。

由f(x,1)=0⇒f'x(x,1)=0,有dz π
2,1  =

 

f'x
π
2
,1  dx+f'y π

2
,1  dy=f'y π

2
,1  dy。

因为f″yy(x,y)=2x,所以等式两边对y 积分得f'y(x,y)=2xy+C1(x)。由f'y(x,0)=sinx,

得C1(x)=sinx,于是f'y(x,y)=2xy+sinx,f'y
π
2
,1  =π+1,故df(x,y)  π

2,1  = π+1  dy。

例题3
 

设f(u)具有二阶连续导数,z=f exsiny  满足∂
2z
∂x2

+
∂2z
∂y2

=e2xz,且有f(0)=1,f'(0)=

-1。则积分∫
+∞

0
x3f(x)dx= 。

答案
 

6

解 先用复合函数求导法,求出两个二阶偏导数。

∂z
∂x=f'

(u)exsiny,
∂2z
∂x2

=f″(u)(exsiny)2+f'(u)exsiny。

∂z
∂y
=f'(u)excosy,

∂2z
∂y2

=f″(u)(excosy)2-f'(u)exsiny。

将所得结果代入题干中的方程得∂
2z
∂x2

+
∂2z
∂y2

=f″(u)e2x=e2xf(u),即f″(u)-f(u)=0。

由初始条件f(0)=1,f'(0)=-1,解得f(u)=e-u,∫
+∞

0
x3e-xdx=3!=6。

  注意,上述积分可用分部积分法求解,此处用到公式∫
+∞

0
xne-xdx=n!(n 为正整数)。记住这个

常用公式(伽马函数),可以节省很多时间。

技巧专题31 多元条件极值

例题1
 

函数u=sinxsinysinz满足x+y+z=
π
2
(x>0,y>0,z>0)的条件极值为(  )。

A.
 

1    B.
 

0    C.
 1
6    D.

 1
8

答案
 

D

解 【方法1】 设F(x,y,z)=sinxsinysinz+λx+y+z-
π
2  ,则

  
F'x=cosxsinysinz+λ=0,

F'y=sinxcosysinz+λ=0,

F'z=sinxsinycosz+λ=0,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁  即  

λ=-cosxsinysinz               ①
λ=-sinxcosysinz ②
λ=-sinxsinycosz ③

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  由①与②得tany=tanx,由②与③得tanz=tany,因而tanx=tany=tanz。而x+y+z=
π
2
,故

x=y=z,即x=y=z=
π
6

为条件极值点,于是所求的条件极值为u=sin
π
6
·sin

π
6
·sin

π
6=

1
2×

1
2×

1
2=

1
8
。故选D。

【方法2】 由x,y,z的轮换对称性可知,条件极限点处x=y=z=
π
6
,故u=sin

π
6  3=18。故选D。
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例题2
 

设函数z= 1+ey  cosx-yey,则函数z=f(x,y)(  )。

A.
 

无极值 B.
 

有有限个极值

C.
 

有无穷多个极大值 D.
 

有无穷多个极小值

答案
 

C

解
z'x=- 1+ey  sinx=0

z'y=e
y cosx-1-y  =0 ⇒驻点(kπ,coskπ-1),k=0,±1,±2,…

又z″xx=- 1+ey  cosx,z″xy=-e
ysinx,z″yy=e

y cosx-2-y  。
(1)

 

当k=0,±2,±4,…时,驻点 kπ,0  ,从而A=z″xx kπ,0  =-2,B=z″xy kπ,0  =0,C=

z″yy kπ,0  =-1,于是AC-B2>0。又A=-2<0,即驻点 kπ,0  均为极大值点,因此函数有无穷

多个极大值。
 

(2)
 

k=±1,±3,…时,驻点 kπ,-2  ,从而A=z″xx kπ,-2  =1+e-2,B=z″xy kπ,-2  =0,

C=z″yy kπ,-2  =-e-2,于是AC-B2<0,即驻点 kπ,-2  不是极值点。
故选C。

例题3
 

设函数f(x)>0具有二阶连续导数,且f(x)>0,f'(0)=0,则函数z=f(x)lnf(y)在点

(0,0)处取得极小值的一个充分条件是(  )。

A.
 

f(0)>1,f″(0)>0 B.
 

f(0)>1,f″(0)<0
C.

 

f(0)<1,f″(0)>0 D.
 

f(0)<1,f″(0)<0

答案
 

A

解 由z=f(x)lnf(y),知z'x=f'(x)lnf(y),z'y=
f(x)
f(y)f

'(y),z″xy=
f'(x)
f(y)f

'(y)

z″xx=f″(x)lnf(y),z″yy=f(x)
f″(y)f(y)-(f'(y))2

f2(y)
。

令 A =z″xx(0,0)=f″(0)lnf(0),B=z″xy(0,0)=
f'(0)
f(0)f

'(0)=0,C=z″yy(0,0)=

f(0)
f″(0)f(0)-(f'(0))2

f2(0)
=f″(0)。

要使得函数z=f(x)lnf(y)在点(0,0)处取得极小值,仅需AC-B2>0,A>0,即有f″(0)lnf(0)·

f″(0)>0,f″(0)lnf(0)>0。所以有f(0)>1,f″(0)>0,故选A。

技巧专题32 隐函数存在定理

例题1
 

根据隐函数存在定理,方程(x2+y2)z+lnz+2(x+y+1)=0在其定义域任意点(x,y,z)

的邻域内,下列说法正确的有
 

(  )。

①
 

可确定具有连续偏导数的隐函数x=x(y,z)

②
 

可确定具有连续偏导数的隐函数y=y(x,z)

③
 

可确定具有连续偏导数的隐函数z=z(x,y)

A.
 

0个      B.
 

1个      C.
 

2个      D.
 

3个

答案
 

B

解 令F(x,y,z)=(x2+y2)z+lnz+2(x+y+1),F'x=2xz+2,F'y=2yz+2,F'z=x
2+y2+

1
z
。
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因为函数定义域要求z>0,所以F'z=x
2+y2+

1
z>0

。而F'x,F'y 均可能等于0,所以方程F(x,y,z)=

0在任意点(x,y,z)的邻域内,可确定具有连续偏导数的隐函数z=z(x,y)。故选B。

技巧专题33 多元极限取得极值

例题1
 

设二元函数f(x,y)在点(0,0)的某一邻域内连续,且满足 lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)-f(0,0)
x2+1-xsiny-cos2y

=-1,

则f(x,y)在点(0,0)处(  )。

A.
 

取得极大值            B.
 

取得极小值

C.
 

不取得极值 D.
 

是否取得极值不确定

答案
 

A

解 因为f(x,y)在点(0,0)的某一领域内连续,且 lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)-f(0,0)
x2+1-xsiny-cos2y

=-1<0,所以

在点(0,0)的 某 一 去 心 邻 域 内,有 f(x,y)-f(0,0)
x2+1-xsiny-cos2y

<0,而 x2+1-xsiny-cos2y=

x-
1
2siny  2+34sin2y>0,于是f(x,y)-f(0,0)<0,即f(x,y)<f(0,0),故f(x,y)在点(0,0)

处取得极大值,故选A。

例题2
 

已知函数f(x,y)在点(0,0)的某个邻域内连续,且lim
x→0
y→0

f(x,y)-kxy
x2+y2  2

=1,则(  )。

A.
 

点(0,0)不是f(x,y)的极值点 B.
 

点(0,0)是f(x,y)的极大值点

C.
 

点(0,0)是f(x,y)的极小值点 D.
 

点(0,0)是否为f(x,y)的极值点与k有关

答案
 

D

解 若k=1,由lim
x→0
y→0

f(x,y)-xy
(x2+y2)2

=1可知,分子的极限为0。又由f(x,y)在点(0,0)的某个邻域内

连续,则必有f(0,0)=0。故(0,0)是否为f(x,y)的极值点取决于在(0,0)的充分小邻域内,f(x,y)是
否恒大于或恒小于f(0,0)。

由极限与无穷小的关系得:
 

f(x,y)-xy
(x2+y2)2

=1+o(1)ρ= x2+y2→0  
⇒f(x,y)=xy+(x2+y2)2+o x2+y2  2  =xy+o(ρ2)(ρ→0)。
当y=x 时,f(x,y)-f(0,0)=x2[1+o(1)]>0(0<ρ<δ);
当y=-x 时,f(x,y)-f(0,0)=-x2[1+o(1)]<0(0<ρ<δ)。
其中,δ是充分小的正数,因此(0,0)不是f(x,y)的极值点。

若k=0,则由lim
x→0
y→0

f(x,y)-kxy
x2+y2  2

=1及函数保号性可知,(0,0)是f(x,y)的极小值点,故选D。

技巧专题34 偏导数的应用(仅数学一)

例题1
 

在曲线x=t,y=-t2,z=t3 的所有切线中,与平面x+2y+z=4平行的切线
 

(  )。

A.
 

只有1条 B.
 

只有2条 C.
 

至少有3条 D.
 

不存在

答案
 

B
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解 平面x+2y+z=4的法向量n=(1,2,1),曲线在任意点处的切向量τ=(x'(t),y'(t),z'(t))=

(1,-2t,3t2)。由题意可知n⊥τ⇔n·τ=0,即1-4t+3t3=0,解得t=1,t=
1
3
,所以有2条,故选B。

例题2
 

设n 是曲面z=x2+y2 在点M(1,1,2)处指向下侧的法向量,则函数u=x2+yz在点M 处

沿方向n 的方向导数为 。

答案
 7
3

解 令F(x,y,z)=x2+y2-z,则曲面z=x2+y2 在点M 处指向下侧的法向量

n=(F'x,F'y,F'z)M =(2x,2y,-1)(1,1,2)=(2,2,-1)。

  将其单位化,得n0= 2
3
,2
3
,-
1
3  ,则n 的方向余弦为cosα=

2
3
,cosβ=

2
3
,cosγ=-

1
3
,

方向导数为∂u
∂n=

∂u
∂xcosα+

∂u
∂y
cosβ+

∂u
∂zcosγ  M

=(2xcosα+zcosβ+ycosγ)(1,1,2)

=2×1×
2
3+2×

2
3+1× -

1
3  =73。

技巧专题35 交换积分次序

例题1
 

设f(x,y)是连续函数,则极坐标下的二次积分∫
π
2

0
dθ∫

2cosθ

0
f(ρcosθ,ρsinθ)ρ2dρ 可写

成(  )。

A.
 

∫
2

0
dx∫

2x-x2

0
f(x,y)dy B.

 

∫
2

0
dx∫

2x-x2

0
f(x,y)(x2+y2)dy

C.
 

∫
1

0
dy∫

1+ 1-y2

1- 1-y2
f(x,y) x2+y2dx D.

 

∫
1

0
dy∫

1+ 1-y2

1- 1-y2
f(x,y)(x2+y2)dx

答案
 

C

图 1-11

解 极坐标下的二次积分∫
π
2

0
dθ∫

2cosθ

0
f(ρcosθ,ρsinθ)ρ2dρ对应的二重积

分的积分区域D 如图1-11中阴影所示。在直角坐标下,可表示为

D={(x,y)|0≤y≤ 2x-x2,0≤x≤2}或

D={(x,y)|1- 1-y2≤x≤1+ 1-y2,0≤y≤1}。
由x=ρcosθ,y=ρsinθ,有

∫
π
2

0
dθ∫

2cosθ

0
f(ρcosθ,ρsinθ)ρ2dρ=∫

2

0
dx∫

2x-x2

0
f(x,y) x2+y2dy

=∫
1

0
dy∫

1+ 1-y2

1- 1-y2
f(x,y) x2+y2dx,故选C。

  注意:
 

ρdρdθ=dxdy,所以被积函数只能是 x2+y2,而不能是x2+y2。

例题2
 

设积分区域D 由直线y=x 与曲线y2=x 围成,则∫
1

0
dx∫

x

x

sinπy
y
dy=(  )。

A.
 

π B.
 

-π C.
 1
π D.

 

-
1
π
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答案
 

C

解 由于sinπy
y

关于y 的原函数不能用初等函数表示,所以将积分区域表示成Y 型区域D=

(x,y)0≤y≤1,y2≤x≤y  ,故∬
D

sinπy
y
dσ=∫

1

0
dy∫

y

y2
sinπy
y
dx=∫

1

0

sinπy
y
dy∫

y

y2
dx

=∫
1

0

sinπy
y

(y-y2)dy=∫
1

0
(1-y)sinπydy=-

1
π∫

1

0
(1-y)d(cosπy)

= -
1
π
(1-y)cosπy  1

0-
1
π∫

1

0
cosπydy=

1
π-

1
π2∫

1

0
cosπyd(πy)=

1
π-

1
π2
sin(πy)10=

1
π
。故选C。

例题3
 

积分∫
1

0
dx∫

x

0
x2+y2dy=(  )。

A.
 1
6 2-ln(1+ 2)  B.

 1
6 2+ln(1+ 2)  

C.
 1
2
(1+ 2-ln2) D.

 1
2
(1+ 2+ln2)

答案
 

B

解 在极坐标下,D= (ρ,θ)0≤ρ≤secθ,0≤θ≤
π
4  ,则

∫
1

0
dx∫

x

0
x2+y2dy=∫

π
4

0
dθ∫

secθ

0 ρ·ρdρ=∫
π
4

0

1
3ρ

3
secθ

0
dθ=

1
3∫

π
4

0
sec3θdθ=

1
6 2+ln(1+ 2)  ,

故选B。

  熟练掌握以下计算过程。

∫
π
4

0
sec3θdθ=∫

π
4

0
secθd(tanθ)=secθtanθ

π
4

0
-∫

π
4

0
tan2secθdθ

= 2-∫
π
4

0
(sec2θ-1)secθdθ= 2-∫

π
4

0
sec3θdθ+∫

π
4

0
secθdθ

= 2-∫
π
4

0
sec3θdθ+ln(secθ+tanθ)

π
4

0
= 2+ln(1+ 2)-∫

π
4

0
sec3θdθ

所以2∫
π
4

0
sec3θdθ= 2+ln(1+ 2),∫

π
4

0
sec3θdθ=

1
2 2+ln(1+ 2)  。

例题4
 

设函数f(x,y)连续,则二次积分∫
π
π
2
dx∫

1

sinx
f(x,y)dy=(  )。

A.
 

∫
1

0
dy∫

π

π+arcsiny
f(x,y)dx B.

 

∫
1

0
dy∫

π

π-arcsiny
f(x,y)dx

C.
 

∫
1

0
dy∫

π+arcsiny
π
2

f(x,y)dx D.
 

∫
1

0
dy∫

π-arcsiny
π
2

f(x,y)dx

答案
 

B

解 由题意可知,π
2≤x≤π

,sinx≤y≤1,则0≤y≤1,π-arcsiny≤x≤π,
 

故选B。

例题5
 

设函数f(x)在区间[0,1]上连续,并设∫
1

0
f(x)dx=A,则∫

1

0
dx∫

1

x
f(x)f(y)dy=(  )。
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A.
 1
2A2     B.

 

A2     C.
 

2A2 D.
 

4A2
 

答案
 

A

解 【方法1】 交换次序。

将累次积分I=∫
1

0
dx∫

1

x
f(x)f(y)dy交换积分次序得I=∫

1

0
dy∫

y

0
f(x)f(y)dx,如图1-12所示。

图  1-12

由于定积分与积分变量无关,改写成I=∫
1

0
dx∫

x

0
f(y)f(x)dy。

则2I=∫
1

0
dx∫

1

x
f(x)f(y)dy+∫

1

0
dx∫

x

0
f(x)f(y)dy

=∫
1

0
dx∫

1

0
f(x)f(y)dy =∫

1

0
f(x)dx∫

1

0
f(y)dy =A2⇒ I=

1
2A2,故

选A。
【方法2】 变限函数法。

设F(x)=∫
x

0
f(x)dx,则F(1)=∫

1

0
f(x)dx=A,

∫
1

0
dx∫

1

x
f(x)f(y)dy=∫

1

0
f(x)dx∫

1

x
dF(x)=∫

1

0
f(x)[F(1)-F(x)]dx

=F(1)∫
1

0
f(x)dx-∫

1

0
f(x)F(x)dx=F(1)∫

1

0
f(x)dx-∫

1

0
F(x)dF=F2(1)-

1
2F

2(1)

=
1
2F

2(1)=
1
2A2,故选A。

技巧专题36 
 

二重积分的简化

例题1
 

若D:
 

x2+y2≤
π
4
,则∬

D

tanx2  
1-tan(x2)·tan(y2)

dxdy=
 

。

答案
 π
4ln2

 

解 设D 的第一象限部分为D1,则∬
D

tan(x2)
1-tan(x2)·tan(y2)

dxdy=4∬
D1

tan(x2)
1-tan(x2)·tan(y2)

dxdy=

4∬
D1

tan(y2)
1-tan(y2)·tan(x2)

dxdy =2∬
D1

tan(y2)+tan(x2)
1-tan(y2)·tan(x2)

dxdy =2∬
D1

tan(x2 +y2)dxdy =

2∫
π
2

0
dθ∫

π
2

0
tanr2·rdr=

π
4ln2

。

例题2
 

设I=∬
D

y2+f(sinxsiny)  dxdy,其中f 为连续的奇函数,D 是由曲线y=-x3 与直线

x=1,y=1围成的平面区域,则I=(  )。

A.
 

-
2
3 B.

 2
3

C.
  

∬
D
f(sinxsiny)dxdy D.

 

2∬
D
f(sinxsiny)dxdy

答案
 

B
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图 1-13

解 如图1-13所示,作曲线y=x3(x≥0),将D 分为D1 与D2,则

 I=∬
D
y2dxdy+∬

D
f(sinxsiny)dxdy

=∬
D1

y2dxdy+∬
D2

y2dxdy+∬
D1

f(sinxsiny)dxdy+∬
D2

f(sinxsiny)dxdy。

因为D1和D2分别关于y 轴和x 轴对称,被积函数f(sinxsiny)关

于x,y均为奇函数,所以∬
D1

f(sinxsiny)dxdy=∬
D2

f(sinxsiny)dxdy=0。

又被积函数y2 同时是关于x,y 的偶函数,所以

∬
D1

y2dxdy+∬
D2

y2dxdy=2∬
0≤x≤1
0≤y≤1

y2dxdy=2∫
1

0
dx∫

1

0
y2dy=2·

1
3y

3 1

0
=
2
3
,得I=

2
3
,故选B。

例题3
 

∬
x2+y2≤2x-2y+2

(2x-2y+2)dxdy=(  )。

A.
 

8π B.
 

16π C.
 

24π D.
 

32π

答案
 

C

解 无论在直角坐标下还是在极坐标下计算该二重积分,都比较烦琐,故考虑将其简化。
 

积分区域 D= (x,y)|x2+y2≤2x-2y+2  = (x,y)|(x-1)2+(y+1)2≤4  ,所以区域 D
的面积σ=π×22=4π,形心在圆心,形心坐标(x-,y-)=(1,-1)(找出形心)。

故 ∬
x2+y2≤2x-2y+2

(2x-2y+2)dxdy=2∬
D

xdxdy-2∬
D
ydxdy+2∬

D

dxdy=2x-σ-2y-σ+2σ=24π,

故选C。

  说明:
 

形心坐标公式为x- =
∬

D

xdxdy

∬
D

dxdy
,y- =
∬

D
ydxdy

∬
D

dxdy
。

技巧专题37 极坐标化为直角坐标积分

例题1
 

二次积分∫
π
4

0∫
1
cosθ

0

ln1+rcosθ  
cosθ dr􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dθ= 。

答案
 

2ln2-1

解 把原积分化为二重积分,积分区域是由直线y=x,x=1及x 轴围成的三角形 D,原积分 =

∬
D

ln(1+x)
x dσ=∫

1

0∫
x

0

ln(1+x)
x dy􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dx=∫
1

0
ln(1+x)dx=xln(1+x)

1

0
-∫

1

0

x
1+xdx=ln2-

x-ln(1+x)  
1

0
=2ln2-1。

例题2
 

设D 是由直线y=1,y=x,y=-x 围成的有界区域,则积分∬
D

x2-xy-y2

x2+y2
dxdy 的值
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为(  )。

A.
 

1+
π
2 B.

 

1-
π
2   C.

 1-π
2 D.

 π-1
2

 

答案
 

B

解 由于D 关于x=0对称,应用奇偶性、对称性,则

原式=2∬
D(x≥0)

x2-y2

x2+y2
dxdy=2∫

π/2

π/4
dθ∫

cscθ

0
ρ2cos2θ-sin2θ  

ρ2
ρdρ

=∫
π/2

π/4
cot2θ-1  dθ=∫

π/2

π/4
csc2θ-2  dθ=-cotθ

π/2

π/4
-
π
2=1-

π
2
。故选B。

例题3
 

设D= (x,y)0≤y≤1-x,0≤x≤1  ,则∬
D

(e
y

x+y +1)dσ= 。

答案
 e
2

解∬
D

(e
y

x+y +1)dσ=∬
D

e
y

x+ydσ+∬
D

dσ=
1
2+∬

D

e
y

x+ydσ,边界直线y=1-x 化为极坐标r=
1

cosθ+sinθ
,

于是

∬
D

e
y

x+ydσ=∫
π
2

0
dθ∫

1
cosθ+sinθ

0
e

sinθ
cosθ+sinθrdr=

1
2∫

π
2

0
e

sinθ
cosθ+sinθ 1

cosθ+sinθ  2
dθ

=
1
2∫

π
2

0
e

sinθ
cosθ+sinθd sinθ

cosθ+sinθ  =12e
sinθ

cosθ+sinθ

π
2

0
=
1
2 e-1  ,所以∬

D

(e
y

x+y +1)dσ=
e
2
。

例题4
 

二次积分∫
2π

0
dθ∫

π
θ
2

(θ2-1)er
2

dr= 。

答案
 1
3e

π2(4π2-7)+
7
3

图 1-14

解 在(θ,r)平面上积分换序,将 D:
 

0≤θ≤2π
θ
2≤r≤π

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 换为

0≤r≤π
 
0≤θ≤2r ,如

图1-14所示。

所以原式=∫
π

0
dr∫

2r

0
(θ2-1)er

2

dθ=∫
π

0
er

2 θ3

3-θ  2r

0
dr

=
8
3∫

π

0
r3er

2

dr-2∫
π

0
rer

2

dr
t=r2
􀪅􀪅􀪅􀪅

4
3∫

π2

0
tetdt-∫

π2

0
etdt=

4
3e

t(t-

1)
π2

0
-et

π2

0
=
1
3e

π2(4π2-7)+
7
3
。

技巧专题38 二重积分比较大小

例题1
 

设I1= ∬
1≤x2+y2≤2

ln(x2+y2)dxdy,I2= ∬
|x|+|y|≤1

cos(2+x2+y2)dxdy,I3= ∬
x2+y2≤1

sin(x+

y)dxdy,则I1,I2,I3 的大小关系为(  )。

A.
 

I1<I2<I3 B.
 

I2<I3<I1 C.
 

I3<I2<I1 D.
 

I2<I1<I3
答案

 

B

解 对于I1,因为1≤x2+y2≤2,所以lnx2+y2  >0,从而I1>0。
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对于I2,当|x|+|y|≤1时,2≤2+x2+y2≤3,此时cos2+x2+y2  <0,故I2<0。

对于I3,区域x2+y2≤1关于x 轴、y 轴都对称,而sin(x+y)=sinxcosy+cosxsiny,其中

sinxcosy 关于x 是奇函数,cosxsiny 关于y 是奇函数,故I3=0。
综上,I2<I3<I1,故选B。

例题2
 

设I1=∬
D

e- x2+y2dσ,I2=∬
D

e-(x2+y2)dσ,I3=∬
D

e-(x2+y2)2dσ,其中D= (x,y)|x|≤
1
2
,

|y|≤
1
2 ,则(  )。

A.
 

I3<I2<I1 B.
 

I1<I2<I3 C.
 

I2<I1<I3 D.
 

I3<I1<I2
答案

 

B

解 对于D,显然有0≤x2+y2≤
1
2
,从而(x2+y2)2<x2+y2< x2+y2,所以e- x2+y2 <

e-(x
2+y2)<e-(x

2+y2)2,因此I1<I2<I3,故选B。

技巧专题39 二重积分极限

例题1
 

设f(x,y)在平面上有界,lim
n→∞

1
n2 ∬

x2+y2≤n2

f(x,y)
x2+y2+1

dxdy= 。

答案
 

0

解 由 于 f(x,y)在 平 面 上 有 界,所 以 ∃M >0,∀(x,y)∈R2 有 f(x,y) ≤M,于 是

1
n2 ∬

x2+y2≤n2

f(x,y)
x2+y2+1

dxdy ≤
M
n2 ∬

x2+y2≤n2

1
x2+y2+1

dxdy=
M
n2∫

2π

0
dθ∫

n

0

r
r2+1

dr=
πM
n2
ln(1+

n2)。而lim
n→∞

πM
n2
ln1+n2  =0,所以lim

n→∞

1
n2 ∬

x2+y2≤n2

f x,y  
x2+y2+1

dxdy=0。

例题2
 

设f(x)为可积函数,则极限lim
n→∞∑

n

i=1
∑
2n

j=1

2
n2

f
2i+j

n  化二重积分为(  )。

A.
 

∫
1

0
dx∫

1

0
f(2x+y)dy 

 

B.
 

∫
2

0
dx∫

2

0
f(2x+y)dy

C.
 

∫
2

0
dx∫

2

0
f(x+y)dy D.

 

∫
2

0
dx∫

1

0
f(x+y)dy

答案
 

C

解 原极限lim
n→∞∑

n

i=1
∑
2n

j=1
f
2i+j

n  2n·1n,令2in =x,当i:1→n(n→∞)时,x:0→2,令j
n =y,当j:

1→2n(n → ∞)时,y:0→2,所以区域为 D = (x,y)0≤x ≤2,0≤y≤2  ,因此原极限 =

∫
2

0
dx∫

2

0
f(x+y)dy,故选C。

技巧专题40 旋转曲面(仅数学一)

例题1
 

设直线L 过A(1,0,0),B(0,1,1)两点,将L 绕z 轴旋转一周得到曲面Σ,Σ 与平面z=0,

z=2所围成的立体区域为Ω,则Ω 的形心坐标为 。

答案
 

0,0,
7
5  
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解 直线L 过A,B 两点,所以其方程为x-1
-1=

y-0
1 =

z-0
1 ⇒

x=1-z
y=z ,所以其绕着z 轴旋转一周

所得曲面的方程为x2+y2=(1-z)2+z2⇒
x2+y2

2 - z-
1
2  2=34。由形心坐标计算公式可得

z- =
∭

Ω

zdxdydz

∭
Ω

dxdydz
=
π∫
2

0
z (1-z)2+z2  dz

π∫
2

0
(1-z)2+z2  dz

=
7
5
,所以形心坐标为 0,0,75  。

技巧专题41 散度与旋度(仅数学一)

例题1
 

已知向量场u(x,y,z)=xy2i+yezj+xln(1+z2)k。

(1)
 

在点P(1,1,0)处的散度divu=(  )。
A.

 

1      B.
 

2 C.
 

3      D.
 

4
(2)

 

在点P(1,1,0)处的旋度rotu=(  )。
A.

 

(2,1,0) B.
 

(-1,0,-2) C.
 

(1,2,0) D.
 

(2,0,1)

答案
 

(1)
 

B (2)
 

B

解 (1)
 

直接用散度公式有divu P=
∂
∂x
(xy2)+

∂
∂y
(yez)+

∂
∂z
(xln(1+z2))􀭠

􀭡
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁􀪁

P
=y2+ez+x·

2z
1+z2  (1,1,0)

=

12+e0+1×
2×0
1+02

=1+1=2。故选B。

(2)
 

用旋度公式有rotu P=

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R P

=

i j k
∂
dx

∂
dy

∂
dz

xy2 ye2 xln(1+z2)(1,1,0)

=(-yez,-ln(1+z2),2xy)(1,1,0)
=(-1,0,-2)。故选B。

技巧专题42 法向量与切向量(仅数学一)

例题1
 

曲面z=x2+y2 与平面2x+4y-z=0平行的切平面的方程是 。

答案
 

2x+4y-z=5

解 令F(x,y,z)=x2+y2-z,曲面方程为F(x,y,z)=0,它在点(x0,y0,z0)处的法向量为n=

F'x,F'y,F'z  =(2x,2y,-1),它与平面2x+4y-z=0的法向量平行,即2x
2=

2y
4=

-1
-1
,从而解得

x=1,y=2,z=5。由点法式,切平面方程为2(x-1)+4(y-2)-(z-5)=0,即2x+4y-z=5。

技巧专题43 补面满足高斯公式(仅数学一)

例题1
 

S 为有向曲面z=x2+y2(0≤z≤1),其法向量与z 轴正向的夹角为锐角,则曲面积分

I=∬
S

(2x+z)dydz+zdxdy= 。

答案
 

-
π
2
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解 添加辅助面S1:
 

z=1(x2+y2≤1),方向朝下,则∬
S1

(2x +z)dydz+zdxdy =∬
S1

dxdy =

-∬
D

1dxdy=-π,其中,D 是S1 在平面xOy 的投影区域:
 

x2+y2≤1。S 与S1即z=x2+y2与

z=1围成区域Ω,S 与S1 的法向量指向Ω 内部,所以在Ω 上满足高斯公式的条件,所以∬
S∪S1

(2x+

z)dydz+zdxdy=-3∭
Ω

dV =-3∫
1

0
dz∬

D(z)
dxdy=-3∫

1

0
πzdz=-

3π
2
,其中,D(z)是圆域:

 

x2+

y2≤z,面积为πz。因此,I=-
3
2π-∬

S1

(2x+z)dydz+zdxdy=-
3
2π-(-π)=-

π
2
。

技巧专题44 由对称性化简曲线(仅数学一)

例题1
 

设L 是曲面x2+y2+z2=1与平面x+y+z=0的交线,则∮L
xyds= 。

答案
 

-
π
3

解 先求交线L:
 x2+y2+z2=1
x+y+z=0 ,由于曲面方程与平面方程中的x,y,z 满足轮换对称性,因此

在曲线L 上x,y,z 具有轮换对称性。又知(x+y+z)2=x2+y2+z2+2(xy+yz+zx)=0⇒

xy+yz+zx=-
1
2
,由轮换对称性可得∮L

xyds=
1
3∮L

(xy +yz+zx)ds=-
1
6∮L

ds=-
1
6
·

2π=-
π
3
。

技巧专题45 与路径无关问题(仅数学一)

例题1
 

若曲线积分∫L

xdx-aydy
x2+y2-1

在区域D= (x,y)|x2+y2<1  内与路径无关,则a= 。

答案
 

-1

解 ∂P
∂y
=

-2xy
(x2+y2-1)2

,∂Q
∂x=

2axy
(x2+y2-1)2

,由积分与路径无关知∂P
∂y
=
∂Q
∂x⇒a=-1

。

技巧专题46 空间曲线积分(仅数学一)

例题1
 

设L 是柱面x2+y2=1与平面z=x+y 的交线,从z 轴正向往z 轴负向看去,L 取逆时针

方向,则曲线积分∮L
xzdx+xdy+y2

2dz= 。

答案
 

π
 

解 【方法1】 化为定积分。

x=cost
y=sint
z=cost+sint

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,其中t∈[0,2π]。
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所以原积分=∫
2π

0
[cost(cost+sint)(-sint)+costcost+

1
2sin

2t(cost-sint)]dt

=∫
π

-π
[cost(cost+sint)(-sint)+costcost+

1
2sin

2t(cost-sint)]dt

=2∫
π

0
cos2tdt=π。

 

【方法2】 使用斯托克斯公式。
平面z=x+y 被柱面x2+y2=1所截部分记为Σ,按右手法则向量朝上,∑在xOy 平面上投影

区域是D:
 

x2+y2≤1。
由斯托克斯公式,得

J =∮L
xzdx +xdy +y2

2dz =∬
Σ

dydz dzdx dxdy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xz x y2

2

=∬
Σ
ydydz +xdzdx +dxdy =

∬
D

y -
∂z
∂x  +x -

∂z
∂y  +1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dxdy,其中,∂z
∂x=

∂z
∂y
=1,于是J=∬

D

(-y-x+1)dxdy=0+0+π=π。

技巧专题47 一型曲面积分(仅数学一)

例题1
 

Σ 为锥面z= x2+y2在柱体x2+y2≤2x 内的部分,曲面积分∬
Σ

zdS= 。

答案
 32
92

解 将一型曲面积分I化为二重积分I=∬
Dxy

f(x,y)dxdy。 被积函数f(x,y)=z 1+z'2x+z'
2
y =

2 x2+y2,1+z2x+z
2
y = 1+

x2

x2+y2
+ y2

x2+y2
= 2(其中z= x2+y2),积分区域为Σ 在

图 1-15

xOy平面的投影区域Dxy,如图1-15所示。由题意有Dxy:
 

x2+y2≤2x,即

(x-1)2+y2≤1。所以,原式I=∬
Dxy

2 x2+y2dxdy。做极坐标变换x=

rcosθ,y=rsinθ,则 Dxy:
 

0≤r ≤2cosθ,-
π
2 ≤θ ≤

π
2
,因此I=

2∫
π
2

-
π
2
dθ∫

2cosθ

0
r·rdr=

162
3∫

π
2

0
cos3θdθ=

32
9 2。

技巧专题48 求带阶乘的级数(仅数学一、数学三)

例题1
 

 ∑
∞

n=0
(-1)n

2n+3
(2n+1)! =(  )。

A.
 

sin1+cos1         B.
 

2sin1+cos1
C.

 

2sin1+2cos1 D.
 

2sin1+3cos1

答案
 

B
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解 sinx =∑
∞

n=0

(-1)n
(2n+1)!

x2n+1,cosx =∑
∞

n=0

(-1)n
(2n)! x

2n,而∑
∞

n=0
(-1)n

2n+3
(2n+1)! =∑

∞

n=0
(-1)n·

2n+1
(2n+1)! +∑

∞

n=0
(-1)n

2
(2n+1)! =∑

∞

n=0

(-1)n
(2n)! +2∑

∞

n=0

(-1)n
(2n+1)! =cos1+2sin1,故选B。

例题2
 

幂级数∑
∞

n=1

(-1)n
(2n)! x

n 在(0,+∞)内的和函数S(x)= 。

答案
 

cos x-1

解 由cosx =∑
∞

n=0

(-1)n
(2n)! x

2n,x ∈ (- ∞,+ ∞),得∑
∞

n=1

(-1)n
(2n)! x

n =∑
∞

n=1

(-1)n
(2n)!

(x)n =

∑
∞

n=0

(-1)n
(2n)!

(x)2n -1=cos x -1,x ∈ (0,+∞)。

技巧专题49 无穷小级数(仅数学一、数学三)
 

例题1
 

设f(x)有二阶连续导数,且lim
x→0

f(x)
x =k,an=f

1
n  ,n=1,2,…,则下列说法正确的有(  )。

①
 

∑
∞

n=1
(-1)n-1an 必收敛

②
 

∑
∞

n=1
an 的敛散性与k值有关

③
 

∑
∞

n=1
a2n 的敛散性与k值有关

A.
 

0个    B.
 

1个    C.
 

2个    D.
 

3个

答案
 

C

解 由f(x)二阶导连续且极限lim
x→0

f(x)
x =k可得

 

f(0)=0,f'(0)=k。当x→0时,f(x)=f(0)+

f'(0)x+o(x)=f'(0)x+o(x)。

若k≠0,则f
1
n  ~k·1n,此时有交错级数∑

∞

n=1
-1  n-1an 收敛,∑

∞

n=1
a2n 收敛,但∑

∞

n=1
an 发散。

若k=0,当x→0时,有f(x)=f(0)+f'(0)x+
f″(0)
2 x2+o(x2)=f″(0)

2 x2+o(x2)。

f
1
n  ~f″(0)2 ·1

n2
,此时级数∑

∞

n=1
-1  n-1an,∑

∞

n=1
a2n,∑

∞

n=1
an 均收敛。

由上可知,无论k取何值,级数∑
∞

n=1
(-1)n-1an 与∑

∞

n=1
a2n 均收敛,而级数∑

∞

n=1
an 的敛散性与k值有

关。①② 正确,故选C。

技巧专题50 收敛半径(仅数学一、数学三)

例题1
 

已知幂级数∑
∞

n=0
an(x+2)n 在x=0处收敛,在x=-4处发散,则幂级数∑

∞

n=0
an(x-3)n 的

收敛域为(  )。

A.
 

(1,5)    B.
 

(1,5]    C.
 

(-2,2)    D.
 

(-2,2]
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答案
 

B

解 幂级数∑
∞

n=0
an(x+2)n 在x=0处收敛 ⇒∑

∞

n=0
ant

n 在t=2处收敛 ⇒∑
∞

n=0
ant

n 的收敛半径R≥2,

幂级数∑
∞

n=0
an(x+2)n 在x=-4处发散 ⇒∑

∞

n=0
ant

n 在t=-2处发散 ⇒∑
∞

n=0
ant

n 的收敛半径R ≤2,

于是R=2。∑
∞

n=0
ant

n 的收敛区间是(-2,2),收敛域是(-2,2]。则-2<t=x-3≤2⇒1<x ≤

5⇒∑
∞

n=0
an(x-3)n 的收敛域是(1,5],故选B。

例题2
 

设数列 an  单调递减,lim
x→+∞

an=0,sn=∑
n

k=1
ak(n=1,2,…)无界,则幂级数∑

n

n=1
an x-1  n

的收敛域为(  )。

A.
 

(-1,1] B.
 

[-1,1) C.
 

[0,2) D.
 

(0,2]

答案
 

C

解 由于幂级数∑
n

n=1
an(x -1)n 的收敛区间的中心为x=1,故排除选项 A和选项B。在幂级数

∑
n

n=1
an(x-1)n 中,取x=0,得∑

n

n=1
(-1)nan,由于 an  单调递减,lim

x→+∞
an=0,由交错级数的莱布尼茨

定理知,级数∑
n

n=1
(-1)nan 收敛。

在幂级数∑
n

n=1
an(x-1)n 中,取x=2,得∑

n

n=1
an,由于sn=∑

n

k=1
ak 无界,所以级数∑

n

n=1
an 发散,故幂

级数∑
n

n=1
an x-1  n 的收敛域为[0,2),故选C。

例题3
 

已知级数∑
∞

n=1

n!
nne

-nx 的收敛域为(a,+∞),则a= 。

答案
 

-1

解 令un(x)=
n!
nne

-nx,lim
n→∞

un+1(x)
un(x)

=lim
n→∞

(n+1)!e-(n+1)x

n!e-nx
· nn

(n+1)n+1
=lim

n→∞

(n+1)e-x

n+1
n

n+1  n
=

e-xlim
n→∞

1

1+
1
n  n=e

-x 1
e=e

-x-1<1,故x>-1,a=-1。

技巧专题51 微分方程级数求和(仅数学一、数学三)

例题1
 

幂级数y(x)=∑
∞

n=0

x3n
(3n)!

(-∞ <x <+∞)的和函数为 。

答案
 2
3e

-
x
2cos

3
2x+

1
3e

x

解 逐项求导。y'(x)=∑
∞

n=1

x3n-1

(3n-1)!
,y″(x)=∑

∞

n=1

x3n-2

(3n-2)!
,x∈(-∞,+∞)。
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y″+y'+y=∑
∞

n=1

x3n-2

(3n-2)! +
x3n-1

(3n-1)! +
x3n
(3n)!

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +1

=1+ x+
x2

2! +
x3

3!  + x4

4! +
x5

5! +
x6

6!  +…
=1+x+

x2

2! +
x3

3! +
x4

4! +
x5

5! +
x6

6! +…

=∑
∞

n=0

xn

n! =ex,x∈ (-∞,+∞)

  所以和函数y(x)满足微分方程y″+y'+y=ex,且y(0)=1,y'(0)=0。该微分方程相应的齐次

方程为y″+y'+y=0,对应的特征方程是λ2+λ+1=0,特征根是λ1,2=-
1
2±

3
2i
。因此该齐次方

程的通解为y=e
-
1
2x C1cos

3
2x+C2sin

3
2x  。再设原非齐次方程的一个特解为y*=Aex,代入原

方程,有y*″+y*'+y*=3Aex=ex,所以A=
1
3
。再由y(0)=1,y'(0)=0,得C1=

2
3
,C2=0。所

以,∑
∞

x=0

x3n
(3n)! =y(x)=

2
3e

-
x
2cos32x+

1
3e

x,x ∈ (-∞,+∞)。

技巧专题52 常数项级数求和(仅数学一、数学三)

例题1
 

关于∑
∞

n=2

1
2n(n2-1)

,下列说法正确的为(  )。

A.
 

值为5
8-

3
4ln2       B.

 

值为5
4-

3
2ln2

C.
 

该级数发散 D.
 

以上均不对

答案
 

A

解 先将级数分解,令A=∑
∞

n=2

1
2n(n2-1)

=∑
∞

n=2

1
2n+1

1
n-1-

1
n+1  =∑

∞

n=2

1
2n+1

· 1
n-1-∑

∞

n=2

1
2n+1

·

1
n+1=∑

∞

n=1

1
2n+2·n

-∑
∞

n=3

1
2n·n

。

令A1=∑
∞

n=1

1
2n+2·n

,
 

A2=∑
∞

n=3

1
2n·n

,则A=A1-A2。

由ln(1+x)幂级数展开式,即ln(1+x)=∑
∞

n=1

(-1)n-1

n xn(-1<x≤1),得A1=∑
∞

n=1

1
2n+2·n

=

-
1
4∑

∞

n=1

(-1)n-1

n -
1
2  n

= -
1
4ln1-

1
2  = 1

4ln2
,A2= ∑

∞

n=3

1
2n·n

= -∑
∞

n=3

(-1)n-1

n -
1
2  n

=

- ∑
∞

n=1

(-1)n-1

n -
1
2  n

+
1
2+

1
2× -

1
2  2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 = -ln1-
1
2  -12-

1
8=ln2-

5
8
,因此,A=A1-

A2=
5
8-

3
4ln2

,故选A。

技巧专题53 傅里叶级数系数(仅数学一)

例题1
 

设函数f(x)=πx+x2(-π<x<π)的傅里叶级数展开式 为
a0
2 +∑

∞

n=1
(ancosnx +
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bnsinnx),则其中系数b3 的值为 。

答案
 2
3π

 

解 由傅里叶积分表达式,有bn =
1
π∫

π

-π
f(x)sinnxdx。 所以b3=

1
π∫

π

-π
(πx +x2)sin3xdx =

∫
π

-π
xsin3xdx+

1
π∫

π

-π
x2sin3xdx。因为x2sin3x 为奇函数,所以∫

π

-π
x2sin3xdx=0;

 

xsin3x 为偶函数,

所以b3=∫
π

-π
xsin3xdx=2∫

π

0
xsin3xdx=2∫

π

0
xd-

1
3cos3x  = -

2x
3cos3x  

π

0
+
2
3∫

π

0
cos3xdx=

2
3π+

2
3
sin3x
3  

π

0
=
2
3π
。
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技巧专题1 余子式

例题1
 

四阶矩阵A=[aij]=

αT1

αT2

αT3

αT4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

不可逆,a12 的代数余子式 A12≠0,A
* 为A 的伴随矩阵,则

(AT)*x=0的通解为(  )。

A.
 

x=k1α1+k2α2+k3α3            B.
 

x=k1α1+k2α2+k3α4
C.

 

x=k1α1+k2α3+k3α4 D.
 

x=k1α2+k2α3+k3α4
答案

 

D

解 因为A 不可逆,所以 A =0,因为A12≠0,所以r(A)=r(AT)=3,所以r(A*)=1,所以A*x=0

的基础解系有3个线性无关的解向量。由(AT)*AT=|AT|E=O 可知,AT 的列向量为方程(AT)*x=0
的解,即α1,α2,α3,α4均为方程(AT)*x=0的解。又因为A12≠0,所以αT2,α

T
3,α

T
4线性无关,即α2,α3,α4

线性无关,所以(AT)*x=0的通解为x=k1α2+k2α3+k3α4,故选D。

例题2
 

设行列式D=

3 0 4 0
2 2 2 2
0 -7 0 0
5 3 -2 2

,Aij 为元素aij 对应的代数余子式。

(1)
 

第4行各元素的代数余子式之和为 。

(2)
 

所有元素的代数余子式之和∑
4

i=1
∑
4

j=1
Aij 为 。

答案
 

(1)
 

0 (2)
 

168

解 (1)
 

用A4j(j=1,2,3,4)表示第四行各元素的代数余子式,
 

由于A4j=(-1)
4+jM4j,于是A41+

A42+A43+A44=

3 0 4 0
2 2 2 2
0 -7 0 0
1 1 1 1

=0。

(2)
 

∑
4

i=1
∑
4

j=1
Aij =∑

4

j=1
A1j +∑

4

j=1
A3j +∑

4

j=1
A4j +∑

4

j=1
A2j

=
1
2∑

4

j=1
a2jA1j+

1
2∑

4

j=1
a2jA3j+

1
2∑

4

j=1
a2jA4j+

1
2∑

4

j=1
a2jA2j=

1
2D=

1
2

3 0 4 0
2 2 2 2
0 -7 0 0
5 3 -2 2

=168。

技巧专题2 伴随矩阵

例题1
 

已知实矩阵A=[aij]3×3 满足条件aij=Aij(i,j=1,2,3),其中Aij 是aij 的代数余子式;
 

且a11≠0,则行列式 A = 。

答案
 

1
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解 因为aij=Aij i,j=1,2,3  ,即A=

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

A11 A12 A13
A21 A22 A23
A31 A32 A33

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 = A*  T,即AT=

A*。由逆矩阵的计算公式AA*= A E,故AAT= A E,两边取行列式,得 A 2= A · AT =
A E 。因为A 为三阶行列式,所以 A 2= A E = A 3,从而 A 2 A -1  =0,得 A =1

或 A =0。由于a11≠0,对 A 按第1行展开,有 A =a11A11+a12A12+a13A13=a
2
11+a

2
12+

a213>0,故必有 A =1。

例题2
 

设A,B 均为二阶矩阵,A*,B*分别为A,B 的伴随矩阵。若 A =2,B =3,则分块矩阵

O A
B O
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 的伴随矩阵为(  )。

A.
 O 3B*

2A* O

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 B.

 O 2B*

3A* O

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

C.
 O 3A*

2B* O

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 D.

 O 2A*

3B* O

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

答案
 

B

解 因为|A|=2,|B|=3,所以
O A
B O

=(-1)4|A||B|=6≠0,故
O A
B O
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 可逆。

当C可逆时,有C*=|C|C-1,所以
O A
B O
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

*

=
O A
B O

O A
B O
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-1

=(-1)4|A||B|
O B-1

A-1 O

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

O |A||B|B-1

|B||A|A-1 O

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

O |A|B*

|B|A* O

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

O 2B*

3A* O

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 。故选B。

技巧专题3 列行矩阵

  说明:
 

本书将A=αβT 称为列行矩阵(α,β均为列向量)。

例题1
 

设A=
2 -1 3
a 1 b
4 c 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,若存在秩大于1的三阶矩阵B,使得BA=O,则An= 。

答案
 

9n-1
2 -1 3
-2 1 -3
4 -2 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解 由BA=O,有r(A)+r(B)≤3,又因r(B)≥2,故r(A)≤3-r(B)≤1。显然r(A)≥1,所以

r(A)=1。由2
a=

-1
1 =

3
b
,2
4=

-1
c =

3
6
,知a=-2,b=-3,c=-2。即A=

2 -1 3
-2 1 -3
4 -2 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

1
-1
2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 [2,-1,3],而[2,-1,3]

1
-1
2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =9,A

n=9n-1A=9n-1
2 -1 3
-2 1 -3
4 -2 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。
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  补充:
 

若A=αβT,其中α,β均为n 列向量,记λ=αTβ=βTα=(α,β),则有An=αβTαβT…αβT=

α(βTα)…(βTα)βT=λn-1αβT=λn-1A。

例题2
 

α=
1
0
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,β=

-1
1
2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,若A=αβT

 

,则下列说法正确的是(  )。

A.
 

A+E 可逆,A-E 可逆
  

B.
 

A+E 不可逆,A-E 可逆

C.
 

A+E 可逆,A-E 不可逆
 

  D.
 

A+E 不可逆,A-E 不可逆

答案
 

C

解 A=αβT=
1
0
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 -1 1 2  的特征值为αTβ,0,0,即为1,0,0。A+E 的特征值为2,1,1,故可逆。

A-E 的特征值为0,-1,-1,故不可逆。故选C。

例题3
 

矩阵A=
1 0 -1
2 0 -2
1 0 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,B=

1 1 -1
3 3 -3
2 2 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,C=
1 0 -1
0 2 -1
-1 -1 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 中可对角化的有(  )。

                                A.
 

0个 B.
 

1个 C.
 

2个 D.
 

3个

答案
 

C

解 C=
1 0 -1
0 2 -1
-1 -1 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

为实对称矩阵,必可对角化。A,B 均为列行矩阵。

A=
1 0 -1
2 0 -2
1 0 -1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

1
2
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 [1 0 -1]=α1β

T
1 的特征值为αT1β1,0,0

 

,即0,0,0。

B=
1 1 -1
3 3 -3
2 2 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

1
3
2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 [1 1 -1]=α2β

T
2

 的特征值为αT2β2,0,0
 

,即2,0,0。

矩阵B 可对角化,而矩阵A 不可对角化,故选C。

技巧专题4 基本初等矩阵

例题1
 

设A=

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,B=

a14 a13 a12 a11
a24 a23 a22 a21
a34 a33 a32 a31
a44 a43 a42 a41

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,P1=

0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

P2=

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,其中A 可逆,则B-1=(  )。

A.
 

A-1P1P2 B.
 

P1A
-1P2 C.

 

P1P2A
-1 D.

 

P2A
-1P1

答案
 

C
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解 由题意可知AE23E14=B,其中E23=

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,E14=

0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

由题设条件知P1=E14,P2=E23,因此B=AP2P1。由于对初等矩阵Eij 有E-1
ij =Eij,故P-1

1 =

P1,P
-1
2 =P2。因此有B-1=(AP2P1)

-1=P-1
1 P-1

2 A-1=P1P2A
-1。故选C。

例题2
 

P1=
1 0 0
0 0 1
0 1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,P2=

1 0 0
0 1 0
-2 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,则P20091 P-1

2 = 。

答案
 

1 0 0
2 0 1
0 1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解 P1 =
1 0 0
0 0 1
0 1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =E23,因 为 E-1

ij =Eij,所 以 E2ij =E,于 是 P20091 P-1
2 =P1P

-1
2 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

1 0 0
0 1 0
2 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

1 0 0
2 0 1
0 1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。

例题3
 

设A=
1 2 3
4 5 6
7 8 9

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,P=

0 0 1
0 1 0
1 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,Q=

1 0 0
-1 1 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,那么 P-1  2022A Q2021  -1=(  )。

A.
 

8005 10007 12009
4 5 6
7 8 9

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 B.

 

4043 2 3
10109 5 6
16175 8 9

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

C.
 

1 2 3
2005 4007 6009
7 8 9

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 D.

 

1 2003 3
4 8009 6
7 14015 9

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

答案
 

B

解 P,Q 均为初等矩阵,因为P-1=P,且P 左乘A 相当于矩阵A 互换1、3两行,那么P2022A 表示把

A 的1、3两行互换2022次,从而有 P-1  2022A=P2022A=A。

又 Q2021  -1= Q-1  2021,且Q-1=
1 0 0
1 1 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,而Q-1 右乘A 相当于把矩阵A 的第2列加至第

1列,那么A Q-1  2021 表示把矩阵A 第2列的2021倍加到第1列,故选B。

技巧专题5 正交矩阵

例题1
 

设A 为n 阶实矩阵,且AT=A-1,|A|<0,则行列式 A+E = 。

答案
 

0

解 A+E = A+AAT = A E+AT  = A E+AT  =|A|E+AT 。因为A 是正交矩阵,

故|A|=±1。又因为|A|<0,故|A|=-1,于是 A+E =- A+E ,即 A+E =0。
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例题2
 

已知A,B 为n 阶正交矩阵,则(  )。

A.
 

A+B =|A|+|B|恒成立 B.
 

A+B =|A|+|B|恒不成立

C.
 

当|A||B|<0时,A+B =|A|+|B|
 

D.
 

当|A||B|>0时,A+B =|A|+|B|

答案
 

C

解 由A,B 为正交矩阵,即AAT=E,BBT=E,得|A|2=|B|2=1。当|A||B|<0时,不妨设|A|=

1,|B|=-1,从而 A+B = ABTB+AATB = A(BT+AT)B = A(B+A)T |B|=- A+B ,
所以 A+B =0=|A|+|B|,故选C。

技巧专题6 矩阵可逆性

例题1
 

设α是n 维单位列向量,E 为n 阶单位矩阵,则(  )。

A.
 

E-ααT不可逆       B.
 

E+ααT不可逆

C.
 

E+2ααT不可逆 D.
 

E-2ααT不可逆

答案
 

A

解 选项A,由(E-ααT)α=α-α=0得(E-ααT)x=0有非零解,故 E-ααT =0,即E-ααT不可

逆。选项B,由r(ααT)=1得ααT的特征值为n-1个0,1个1,故E+ααT的特征值为n-1个1,

1个2,故可逆。其他选项类似,故选A。

例题2
 

设A 为n 阶非零矩阵,E 为n 阶单位矩阵,若A3=O,则(  )。

A.
 

E-A 不可逆,E+A 不可逆 B.
 

E-A 不可逆,E+A 可逆

C.
 

E-A 可逆,E+A 可逆 D.
 

E-A 可逆,E+A 不可逆

答案
 

C

解 A3=O⇒A3+E=E⇒(A+E)(A2-A+E)=E,所以A+E 可逆。A3=O⇒A3-E=-E⇒

(E-A)(A2+A+E)=E,所以E-A 可逆,故选C。

  说明:
 

本题也可用特征值判断是否可逆。

例题3
 

设矩阵A=
1 0 1
0 2 0
1 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,矩阵A 满足AX+E=A2+X,其中E 为三阶单位矩阵,则矩阵

X= 。

答案
 

2 0 1
0 3 0
1 0 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解
 

将A2 与E 组合,得A2-E=AX-X,即 A-E  A+E  = A-E  X,而A-E=
0 0 1
0 1 0
1 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,且

A-E =-1≠0,故A-E 可逆,所以X=A+E=
2 0 1
0 3 0
1 0 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。
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技巧专题7 求秩

例题1
 

设A 是3×3矩阵,β1,β2,β3是三维列向量,其中至少有一个βi不是方程组Ax=0的解,记

B= β1,β2,β3  且满足r(AB)<r(A),r(AB)<r(B),则r(AB)等于(  )。

A.
 

0      B.
 

1     C.
 

2      D.
 

3

答案
 

B

解 存在βi不是方程组Ax=0的解,即AB≠0,r(AB)≥1。又r(AB)<r(A),则矩阵B 不可逆(若B

可逆,则r(AB)=r(A),这 与r(AB)<r(A)矛 盾),r(B)≤2,从 而r(AB)<r(B)≤2,即
r(AB)≤1。因此有r(AB)=1,故选B。

例题2
 

已知向量组α1,α2,α3满足r(α1,α2,α3)=3,若r(aα1+bα2,aα2+bα3,aα3+bα1)=3,则a,b

满足(  )。

A.
 

a=b B.
 

a≠b C.
 

a = b D.
 

a+b≠0

答案
 

D

解 r(aα1+bα2,aα2+bα3,aα3+bα1)=3,r [α1,α2,α3]
a 0 b
b a 0
0 b a

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁  =3=r(α1,α2,α3),所以

C=
a 0 b
b a 0
0 b a

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 可逆,得

a 0 b
b a 0
0 b a

≠0,即a+b≠0,故选D。

例题3
 

二次型f(x1,x2,x3)=x
T
1 4 0
0 4 0
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 x 的秩为(  )。

A.
 

3 B.
 

2 C.
 

1 D.
 

0

答案
 

C

解 因二次型f 的矩阵为对称矩阵A=
1 2 0
2 4 0
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,故f 的秩等于1,故选C。

例题4
 

已知三阶矩阵A 与三维列向量α,若向量组α,Aα,A2α 线性无关,且A3α=3Aα-2A2α,

则A 的秩为(  )。

A.
 

0     B.
 

1     C.
 

2     D.
 

3

答案
 

C

解 由 A[α,Aα,A2α]=[Aα,A2α,A3α]=[Aα,A2α,3Aα -2A2α]=[α,Aα,A2α]·

0 0 0
1 0 3
0 1 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,因为向量组α,Aα,A2α 线性无关,故A=[α,Aα,A2α]

0 0 0
1 0 3
0 1 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 [α,Aα,A

2α]-1,

所以A 与矩阵

0 0 0
1 0 3
0 1 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 相似,矩阵

0 0 0
1 0 3
0 1 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 的秩为2,所以r(A)=2。故选C。
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例题5
 

若α=

1
1
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,β=

1
2
3
4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,A=αβT,B 是四阶矩阵,rB*  =1,则rAB-4B  =(  )。

A.
 

1       B.
 

2         C.
 

3      D.
 

4
 

答案
 

C

解 r B*  =1⇒r B  =3,AB-4B= A-4E  B。而 A-4E=

1
1
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

1 2 3 4  -4E=

-3 2 3 4
1 -2 3 4
0 0 -4 0
0 0 0 -4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。显然 A-4E =64≠0,从而A-4E 可逆,故r AB-4B  =r B  =3。故

选C。

例题6
 

设A,B 分别是3×2和2×3的矩阵,且满足AB=
1 1 2
1 0 1
2 -1 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,则(  )。

A.
 

rA  =1,rB  =1 B.
 

rA  =2,rB  =2
C.

 

rA  =1,rB  =2 D.
 

rA  =2,rB  =1

答案
 

B

解 因为

1 1 2
1 0 1
2 -1 1

=0,
1 1
1 0

=-1≠0,所以r(AB)<3,且
 

r(AB)≥2,即r(AB)=2。

因为r(AB)≤min(r(A),r(B)),所以r(A),r(B)均大于或等于2。
又因为A,B 分别是3×2和2×3的矩阵,所以r(A),r(B)均小于或等于2。
故r(A),r(B)均等于2,故选B。

例题7
 

设nn≥3  阶矩阵A=

1 a a … a
a 1 a … a
a a 1 … a
︙ ︙ ︙ ︙

a a a … 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,若矩阵r(A*)=1,则a 必为(  )。

A.
 

1    B.
 1
1-n C.

 

-1 D.
 1
n-1

答案
 

B

解 A=

1 a a … a
a 1 a … a
a a 1 … a
︙ ︙ ︙ ︙

a a a … 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

→

1 a a … a
a-1 1-a 0 … 0
a-1 0 1-a … 0
︙ ︙ ︙ ︙

a-1 0 0 … 1-a

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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→

1+(n-1)a a a … a
0 1-a 0 … 0
0 0 1-a … 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … 1-a

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

由阶梯型矩阵的基本特征知,当1+(n-1)a=0,即a=
1
1-n

时,有r(A)=n-1,此时有r(A*)=1。

故选B。

技巧专题8 线性相关性

例题1
 

设α1,α2,…,αs均为n 维列向量,A 为m×n 矩阵,下列选项正确的是(  )。

A.
 

若α1,α2,…,αs线性相关,则Aα1,Aα2,…,Aαs线性相关

B.
 

若α1,α2,…,αs线性相关,则Aα1,Aα2,…,Aαs线性无关

C.
 

若α1,α2,…,αs线性无关,则Aα1,Aα2,…,Aαs线性相关

D.
 

若α1,α2,…,αs线性无关,则Aα1,Aα2,…,Aαs线性无关

答案
 

A

解 记B=(α1,α2,…,αs),则[Aα1,Aα2,…,Aαs]=AB。若向量组α1,α2,…,αs线性相关,则r(B)<

s,从而r(AB)≤r(B)<s,向量组Aα1,Aα2,…,Aαs也线性相关,故选A。

例题2
 

设向量组Ⅰ:
 

α1,α2,…,αr可由向量组Ⅱ:
  

β1,β2,…,βs线性表示,则(  )。

A.
 

当r<s时,向量组Ⅱ必线性相关     B.
 

当r>s时,向量组Ⅱ必线性相关

C.
 

当r<s时,向量组Ⅰ必线性相关 D.
 

当r>s时,向量组Ⅰ必线性相关

答案
 

D

解 向量组Ⅰ:
 

α1,α2,…,αr可由向量组Ⅱ:
 

β1,β2,…,βs线性表示,则r(α1,α2,…,αr)≤r(β1,β2,…,

βs),故r(α1,α2,…,αr)≤r(β1,β2,…,βs)≤s。当r>s时,r(α1,α2,…,αr)≤s<r,向量组Ⅰ线性相

关,故选D。

例题3
 

已知向量α1= 1,-1,2,4  T,α2= 0,3,1,2  T,α3= 3,0,7,14  T,α4= 1,-2,2,0  T,α5=

2,1,5,10  T,则不是该向量组的极大无关组的是(  )。
A.

 

α1,α2,α3 
 

B.
 

α1,α2,α4 
 

C.
 

α1,α3,α4 D.
 

α2,α3,α4
答案

 

A

解 因[α1,α2,α3,α4,α5]=

1 0 3 1 2
-1 3 0 -2 1
2 1 7 2 5
4 2 14 0 10

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

→

1 0 3 1 2
0 1 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

故r(α1,α2,α3,α4,α5)=3,且r(α1,α2,α4)=r(α1,α3,α4)=r(α2,α3,α4)=3,即α1,α2,α4;
 

α1,
α3,α4;

 

α2,α3,α4 这3组向量都是该向量组的极大无关组。又r(α1,α2,α3)=2<3,故α1,α2,α3 线性

相关,不是α1,α2,α3,α4,α5 的极大无关组,故选A。

技巧专题9 分块矩阵的秩

例题1
 

设A,B 为n 阶实矩阵,下列说法正确的有(  )。
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①
 

r
A O

O ATA
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  =2r(A)     ②  

r
A AB

O AT

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  =2r(A)
③

 

r
A BA

O ATA
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  =2r(A) ④

  

r
A O

BA AT

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  =2r(A)

A.
 

1个       B.
 

2个       C.
 

3个         D.
 

4个

答案
 

D

解 本题用到的重要结论:
 

(1)
 

AB 的列向量组可由A 的列向量组线性表示,即[A,AB]可经列变换成为[A,O],故
r([A,AB])=r(A)。

(2)
 

BA 的行向量组可由A 的行向量组线性表示,即 A
BA
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 可经行变换成为

A
O
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,故r

A
BA
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  =r(A)。

(3)
 

ATAx=0与方程Ax=0同解,ATA 与A 行向量组等价,ATA 可经过行变换成为A,故

r(ATA)=r(A)。
 

本题①②③④均正确,证明如下:
 

①
 

r
A O

O ATA
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  =r(A)+r(ATA)=r(A)+r(A)=2r(A)。

②
 A AB

O AT
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 经列变换后可得

 A O

O AT
􀭠

􀭡
􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,故r

A AB

O AT
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  =r A O

O AT
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  =r(A)+r(AT)=2r(A)。

③
  A BA

O ATA
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 经行变换可得

A BA
O A
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,再经行变换可得

A O
O A
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,故r
A BA

O ATA
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  =2r(A)。

④
 A O

BA AT

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 经行变换后可得

A O

O AT

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,故r

A O

BA AT

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  =r(A)+r(AT)=2r(A)。

故选D。

技巧专题10 线性表示

例题1
 

设向量β可由向量组α1,α2,…,αm 线性表示,但不能由向量组(Ⅰ)α1,α2,…,αm-1 线性表

示,记向量组(Ⅱ)α1,α2,…,αm-1,β,则(  )。

A.
 

αm 不能由(Ⅰ)线性表示,也不能由(Ⅱ)线性表示

B.
 

αm 不能由(Ⅰ)线性表示,但可由(Ⅱ)线性表示

C.
 

αm 可由(Ⅰ)线性表示,也可由(Ⅱ)线性表示

D.
 

αm 可由(Ⅰ)线性表示,但不可由(Ⅱ)线性表示

答案
 

B

解 向量β可由向量组α1,α2,…,αm 线性表示,但不能由向量组(Ⅰ)α1,α2,…,αm-1 线性表示。这说

明若rI  =r,则rI,αm  =r+1,且rI,αm,β  =rI,αm  =rI,β  =r+1,所以有rI,αm  =
r+1≠rI  =r,即αm 不能由(Ⅰ)线性表示。

同时有rI,β,αm  =r+1=rI,β  ,即αm 能由(Ⅱ)线性表示,故选B。

例题2
 

设矩阵A= α1,α2,α3,α4  经初等行变换变为矩阵B= β1,β2,β3,β4  ,且α1,α2,α3 线性无

关,α1,α2,α3,α4 线性相关,则(  )。
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A.
 

β4 不能由β1,β2,β3 线性表示

B.
 

β4 可由β1,β2,β3 线性表示,但表示方法不唯一

C.
 

β4 可由β1,β2,β3 线性表示,且表示方法唯一

D.
 

β4 能否由β1,β2,β3 线性表示,不能确定

答案
 

C

解 因矩阵A 经初等行变换变为矩阵B,A 的列向量组与B 的列向量组有相同的线性关系。因为

α1,α2,α3 线性无关,α1,α2,α3,α4 线性相关,故α4 能由α1,α2,α3 线性表示,且表示方法唯一。故

选C。

例题3
 

若向量组α,β,γ 线性无关,α,β,δ线性相关,则(  )。

A.
 

α必可由β,γ,δ线性表示 B.
 

β必不可由α,γ,δ线性表示

C.
 

δ必可由α,β,γ 线性表示 D.
 

δ必不可由α,β,γ 线性表示

答案
 

C

解 由向量组α,β,γ 线性无关,知α,β线性无关。又因α,β,δ线性相关,故δ必可由α,β线性表示,

因此,δ必可由α,β,γ 线性表示,故选C。

技巧专题11 AB=O 的含义

例题1
 

设A,B 为满足AB=O 的任意两个非零矩阵,则必有(  )。

A.
 

A 的列向量组线性相关,B 的行向量组线性相关

B.
 

A 的列向量组线性相关,B 的列向量组线性相关

C.
 

A 的行向量组线性相关,B 的行向量组线性相关

D.
 

A 的行向量组线性相关,B 的列向量组线性相关

答案
 

A

解 设 A 按 列 分 块 为A= α1,α2,…,αn  ,由 B ≠O 知B 至 少 有 一 列 非 零,设 B 的 第j 列

b1j,b2j,…,bnj  T≠0,则AB 的第j列为 α1,α2,…,αn  

b1j
b2j
︙

bnj

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=0,即b1jα1+b2jα2+…+bnjαn=0,

因为常数b1j,b2j,…,bnj 不全为零,故知A 的列向量组线性相关。再由AB=O 取转置得BTAT=O,

利用已证结果可知BT 的列向量组线性相关,即B 的行向量组线性相关,故选A。

例题2
 

已知Q=
1 2 3
2 4 t
3 6 9

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,P 为三阶非零矩阵,且满足PQ=O,则(  )。

A.
 

t=6时,P 的秩必为1          B.
 

t=6时,P 的秩必为2
C.

 

t≠6时,P 的秩必为1 D.
 

t≠6时,P 的秩必为2

答案
 

C

解 若A 是m×n 矩阵,B 是n×s矩阵,AB=O,则r(A)+r(B)≤n。当t=6时,矩阵的三行元素对
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应成比例,r(Q)=1,由r(P)+r(Q)≤3,知r(P)≤2。所以,r(P)可能是1,也有可能是2,所以选项

A和选项B都不正确;
 

当t≠6时,矩阵的第一行和第三行元素对应成比例,r(Q)=2,于是由r(P)+
r(Q)≤3得r(P)≤1。又因P≠O,则r(P)≥1,从而r(P)=1必成立,故选C。

技巧专题12 向量组等价

例题1
 

设矩阵A,B,C 均为n 阶矩阵,若AB=C,且B 可逆,则(  )。

A.
 

矩阵C 的行向量组与矩阵A 的行向量组等价

B.
 

矩阵C 的列向量组与矩阵A 的列向量组等价

C.
 

矩阵C 的行向量组与矩阵B 的行向量组等价

D.
 

矩阵C 的列向量组与矩阵B 的列向量组等价

答案
 

B

解 由C=AB 可知C 的列向量组可以由A 的列向量组线性表示,又B 可逆,故令A=CB-1,从而A

的列向量组也可以由C 的列向量组线性表示,故根据向量组等价的定义可知正确选项为B。

例题2
 

设α1=
λ
1
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,α2=

1
λ
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,α3=

1
1
λ

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,α4=

1
λ

λ2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,若向量组α1,α2,α3与α1,α2,α4等价,则λ的取值范

围是(  )。

A.
 

0,1  B.
 

λλ∈R,λ≠-2  
C.

 

λλ∈R,λ≠-1,λ≠-2  D.
 

λλ∈R,λ≠-1  

答案
 

C

解 α1,α2,α3,α4  =
λ 1 1 1
1 λ 1 λ

1 1 λ λ2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 →

1 1 λ λ2

0 λ-1 1-λ λ-λ2

0 1-λ 1-λ2 1-λ3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

→
1 1 λ λ2

0 λ-1 1-λ λ-λ2

0 0 2+λ  1-λ  λ+1  21-λ  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,下面分情况讨论。

①
 

当λ≠1且λ≠-2且λ≠-1时,r(α1,α2,α3  )=r(α1,α2,α4  )=r(α1,α2,α3α1,α2,α4  )=3,
故α1,α2,α3与α1,α2,α4等价。

②
 

当λ=1时,α1,α2,α3,α4  →
1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,可 得 r(α1,α2,α3  )=r(α1,α2,α4  )=

r([α1,α2,α3 α1,α2,α4])=1,故α1,α2,α3与α1,α2,α4等价。

③
 

当λ=-2时,α1,α2,α3,α4  =
1 1 -2 4
0 -3 3 -6
0 0 0 3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,可得r(α1,α2,α3  )=2≠r([α1,α2,α4])=

3。故α1,α2,α3与α1,α2,α4不等价。

④
 

当λ=-1时,α1,α2,α3,α4  =
1 1 1 1
0 -2 2 -2
0 0 2 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,可得r [α1,α2,α3]  =3≠r [α1,α2,α4]  =2,
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故α1,α2,α3与α1,α2,α4不等价。综上,故选C。

技巧专题13 转换为求解方程组

例题1
 

设A=
1 4 0
0 1 a
1 3 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,B=

1 0 0
0 1 0
1 -1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。若存在可逆矩阵P,使得AP=B。

(1)
 

常数a 应满足的条件为 。
 

(2)
 

满足条件的所有可逆矩阵P= 。

答案
 

(1)
 

a=-2 (2)
 

1+8k1
-2k1
-k1

-4+8k2
1-2k2
-k2

8k3
-2k3
-k3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,其中k1,k2∈R,k3≠0

解 (1)由A 与B 列等价,所以r(A)=r(B)=2。

即

1 4 0
0 1 a
1 3 2

=
1 4 0
0 1 a
0 -1 2

=0⇒a=-2。

(2)
 

解方程组AP=B,其中P=

x11 x12 x13
x21 x22 x23
x31 x32 x33

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
 

增广矩阵[A︙B]=
1 4 0
0 1 -2
1 3 2

︙
︙
︙

1 0 0
0 1 0
1 -1 0

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

→
1 4 0
0 1 -2
0 -1 2

︙
︙
︙

1 0 0
0 1 0
0 -1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 4 0
0 1 -2
0 0 0

︙
︙
︙

1 0 0
0 1 0
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 0 8
0 1 -2
0 0 0

︙
︙
︙

1 -4 0
0 1 0
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,

 

所以

1 0 8
0 1 -2
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

x11
x21
x31

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

1
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,解得

x11
x21
x31

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

1
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 +k1

8
-2
-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

1+8k1
-2k1
-k1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

同理,由
1 0 8
0 1 -2
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

x12
x22
x32

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

-4
1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 可解得

x12
x22
x32

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

-4
1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 +k2

8
-2
-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

-4+8k2
1-2k2
-k2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

同理,由
1 0 8
0 1 -2
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

x13
x23
x33

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

0
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 可解得

x13
x23
x33

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

8k3
-2k3
-k3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

所以P=

x11 x12 x13
x21 x22 x23
x31 x32 x33

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

1+8k1
-2k1
-k1

-4+8k2
1-2k2
-k2

8k3
-2k3
-k3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,其中k1,k2∈R,k3≠0。
 

检验:
 

当 k3 ≠0 时,有 P =

1+8k1
-2k1
-k1

-4+8k2
1-2k2
-k2

8k3
-2k3
-k3

=

1 -4 8k3
0 1 -2k3
0 0 -k3

= -k3 ≠0,所

以P 可逆。
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例题2
 

设A=
1 2 3
2 1 3
0 2 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,B 为三阶矩阵,则满足AB=O 的所有矩阵B= 。

答案
 

-k -l -m
-k -l -m
k l m

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,其中k,l,m 为任意常数

解 将矩阵B 按列分块,令B= b1,b2,b3  ,则AB=A b1,b2,b3  = Ab1,Ab2,Ab3  =O⇔Ab1=

0,Ab2=0,Ab3=0。即B 的列向量b1,b2,b3 是齐次线性方程组Ax=0的解向量。
对矩阵A 实施初等行变换,有

A=
1 2 3
2 1 3
0 2 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 2 3
0 -3 -3
0 2 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 2 3
0 1 1
0 0 0

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 0 1
0 1 1
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,

  其同解方程组为
x1=-x3
 
x2=-x3 ,即

x1
x2
x3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =k

-1
-1
1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,其中k为任意常数。

取b1=
-k
-k
k

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,b2=

-l
-l
l

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,b3=

-m
-m
m

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,其中k,l,m 为任意常数,则b1,b2,b3 分别为Ax=0的

通解,所以B=
-k -l -m
-k -l -m
k l m

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,其中k,l,m 为任意常数。

例题3
 

与α1=(1,2,3,-1)
T,α2=(0,1,1,2)

T,α3=(2,1,3,0)
T 都正交的单位向量是 。

答案
 

-
1
3
,-
1
3
,1
3
,0  T

解 设β=(x1,x2,x3,x4)
T 与α1,α2,α3 正交,由定义有

αT1β=x1+2x2+3x3-x4=0,

αT2β=x2+x3+2x4=0,

αT3β=2x1+x2+3x3=0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

即

1 2 3 -1
0 1 1 2
2 1 3 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

x1
x2
x3
x4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

0
0
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,亦即Ax=0。

对其系数矩阵A 作初等行变换,得到

1 2 3 -1
0 1 1 2
2 1 3 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。

可取基础解系α=(-1,-1,1,0)T。将其单位化,即得所求的向量为 -
1
3
,-
1
3
,1
3
,0  T。

例题4
 

要使ξ1=
1
0
2  ,ξ2=

0
1
-1  都是线性方程组Ax=0的解,只要系数矩阵A 为(  )。

A.
 -2 1 1
-6 3 3
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 B.

 2 0 -1
0 1 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
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C.
 -1 0 2
0 1 -1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 D.

 

0 1 -1
4 -2 -2
0 1 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

答案
 

A

解 【方法1】 排除法。

ξ1,ξ2 向量对应的分量不成比例,所以ξ1,ξ2 是Ax=0两个线性无关的解,故n-r(A)≥2。由

n=3知r(A)≤1。再看A选项秩为1;
 

B和C选项秩为2;
 

而D选项秩为3,故选A。
【方法2】 反解矩阵法。

A[ξ1,ξ2]=0,转置后有
ξT1

ξT2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 AT=0。即AT 的列向量均为方程组

ξT1

ξT2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x=0的解。也就是A 的

行向量均为方程组
ξT1

ξT2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x=0的解。系数矩阵

ξT1

ξT2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 =

1 0 2
0 1 -1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,ξ

T
1

ξT2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x=0对应的同解方程组为

x1=-2x3
 
x2=x3 ,可取α=(-2,1,1)T

 

。方程组的通解为kα,其中k 为任意常数。所以矩阵A 的行向量

均可用kα线性表示,故选A。

  说明:
 

可以在解答题中使用方法2。

技巧专题14 AX=B 的求解

例题1
 

设A=
a 1 1
1 a 1
1 1 a

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,B=

1 -1
a -1

a2 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,如果矩阵方程AX=B 有无穷多解,则a=(  )。

A.
 

0   B.
 

1 C.
 

-1         D.
 

2

答案
 

B

解 如果矩阵方程AX=B 有解,但解不唯一,则r(A)=r(A|B)<3。

[A|B]=
a 1 1
1 a 1
1 1 a

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

1 -1
a -1

a2 -1

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 →

1 1 a
1 a 1
a 1 1

a2 -1
a -1
1 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 →

1 1 a

0 a-1 1-a

0 1-a 1-a2

a2 -1

a-a2 0

1-a3 a-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

→

1 1 a

0 a-1 1-a

0 0 (a-1)(a+2)

a2 -1
a(1-a) 0

(a-1)(a+1)2 1-a

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,于是a=1,故选B。

例题2
 

若
1 1
2 2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 X=

2 3
4 6
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,则X= 。

答案
 2-C1 3-C2

C1 C2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,其中C1,C2 为任意常数(答案形式不唯一)

解 【方法1】 待定系数法。

由
1 1
2 2

=0,故矩阵
1 1
2 2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 不可逆,用解方程组的方法求X。由所给方程可以看到X 为2×2
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的矩阵,因而可设X=
x1 x3
x2 x4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,于是有

1 1
2 2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 x1 x3

x2 x4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

2 3
4 6
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ①

  上述方程可化为线性非齐次方程求解。事实上,由方程①得到

x1+x2=2
2x1+2x2=4
x3+x4=3
2x3+2x4=6

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

。

用初等行变换,易求得A=

1 1 0 0
2 2 0 0
0 0 1 1
0 0 2 2

2
4
3
6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

→

1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

2
3
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,对应齐次方程组的基础解系为

α1=(-1,1,0,0)
T,α2=(0,0,-1,1)

T,其特解为η=(2,0,3,0)T,则其通解为(x1,x2,x3,x4)
T=

c1(-1,1,0,0)
T+c2(0,0,-1,1)

T+(2,0,3,0)T=(2-c1,c1,3-c2,c2)
T。

故x1=2-c1,x2=c1,x3=3-c2,x4=c2,于是所求矩阵为X=
x1 x3
x2 x4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

2-c1 3-c2
c1 c2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

其中c1,c2 为任意常数。
【方法2】 利用AX=B 求解。

原方程化为A[x1,x2]= β1,β2  。增广矩阵为[A,B]=
1 1 2 3
2 2 4 6
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 →

1 1 2 3
0 0 0 0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。

所以Ax1=β1 对应的同解方程为
 

t1+t2=2
 

,通解为k1(1,-1)
T+(2,0)T=(2+k1,-k1)

T;

同理Ax1=β2 对应的同解方程为
 

t1+t2=3
 

,通解为k2(1,-1)
T+(3,0)T=(3+k2,-k2)

T。

所以X=[x1,x2]=
2+k1 3+k2
-k1 -k2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,其中k1,k2 为任意常数。

技巧专题15 伴随矩阵的基础解系

例题1
 

设A=[α1,α2,α3,α4]是四阶矩阵,A*为A 的伴随矩阵。若(1,0,1,0)T 是方程组Ax=0的

一个基础解系,则A*x=0的基础解系可为(  )。

A.
 

α1,α3     B.
 

α1,α2 C.
 

α1,α2,α3 D.
 

α2,α3,α4
答案

 

D

解 由于Ax=0的基础解系中仅有一个解向量,所以n-r(A)=1,由n=4,知r(A)=3。

由于r(A*)=
n,r(A)=n

 

1,r(A)=n-1
0,r(A)取其他值

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,所以r(A*)=1。

由A*A= A E=0知,α1,α2,α3,α4 都是A*x=0的解,且A*x=0的极大线性无关组就是其

基础解系,又A

1
0
1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=[α1,α2,α3,α4]

1
0
1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=α1+α3=0,所以α1,α3 线性相关,故α1,α2,α4 或α2,α3,α4

为极大无关组,故选D。
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技巧专题16 同解方程

例题1
 

若四元线性齐次方程组(Ⅰ)
 x1+x2+ax3+bx4=0
x2+cx3+dx4=0 与方程组(Ⅱ)有同解,其中方程组(Ⅱ)

的通解为k1(0,1,1,0)
T,k2(-1,2,2,1)

T,则a,b,c,d 满足 。

答案
 

a=c=-1,b=1,d=0

解 方程组(Ⅰ)的系数矩阵为A,显然r(A)=2,基础解系中解向量有n-r(A)=4-2=2个。因为

方程组(Ⅰ)(Ⅱ)同解,所以(0,1,1,0)T,(-1,2,2,1)T 必为(Ⅰ)的解向量。代入方程组可得

a=c=-1,b=1,d=0。

例题2
 

已知A=

1 0 1
0 1 1
-1 0 a
0 a -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,二次型f(x1,x2,x3)=x
T(ATA)x 的秩为2,则方程Ax=0的通

解为 。

答案
 

k(1,1,-1)T,k为任意实数

解 ATA=
1 0 -1 0
0 1 0 a
1 1 a -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

1 0 1
0 1 1
-1 0 a
0 a -1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=
2 0 1-a
0 1+a2 1-a
1-a 1-a 3+a2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 。因为二次型f(x1,x2,

x3)=x
T(ATA)x 的秩为2,即ATA 的秩为2,所以 ATA =

2 0 1-a
0 1+a2 1-a
1-a 1-a 3+a2

= a2+3  (a+

1)2=0,
 

由此可得a=-1。求解Ax=0,可得ξ=(1,1,-1)T,通解为k(1,1,-1)T,k为任意实数。

例题3
 

设A,B 均为n 阶矩阵,如果方程组Ax=0与Bx=0同解,则(  )。

A.
 

方程组
A O
E B
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 y=0只有零解

B.
 

方程组
E A
O AB
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 y=0只有零解

C.
 

方程组
A B
O B
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 y=0与

B A
O A
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 y=0同解

D.
 

方程组
AB B
O A
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 y=0与

BA A
O B
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 y=0同解

答案
 

C

解 方程组Ax=0与Bx=0同解,意味着对应系数矩阵行等价,所以矩阵A 可经过行变换化为B,矩

阵B 也可经过行变换化为A。

对于C选项:
 

矩阵
A B
O B
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 可经过行变换化为

A O
O B
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,进一步行变换为

B O
O A
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,再进一步行变

换为
B A
O A
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,故选C。



63   

技巧专题17 线性无关解向量的个数

例题1
 

设A 是三阶非零矩阵,满足A2=O,则线性非齐次方程组Ax=b 的线性无关解向量最

多有(  )。
A.

 

1个    B.
 

2个    C.
 

3个    D.
 

4个

答案
 

C

解 A 是3×3矩阵,A2=A·A=0,r(A)+r(A)=2r(A)≤3,得r(A)≤
3
2
。又A≠0,r(A)≥1,从

而r(A)=1。齐次方程组Ax=0基础解系中线性无关解向量有n-1=3-1=2个,非齐次线性方程

组Ax=b的线性无关解向量最多有3个,故选C。

技巧专题18 构造解

例题1
 

设三阶矩阵A=(α1,α2,α3)有3个不同的特征值,且α3=α1+2α2,β=α1+α2+α3,则方程组

Ax=β的通解为
 

。

答案
 

k
1
2
-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 +

1
1
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (k∈R)

解 首先说明矩阵A 的秩为2。由α3=α1+2α2可得α1+2α2-α3=0,即α1,α2,α3线性相关,因此,

A = α1 α2 α3 =0,即A 的特征值必有0。又因为A 有3个不同的特征值,则3个特征值中只

有1个0,另外两个非0。且由于A 必可对角化,则可设其对角矩阵为Λ =
λ1

λ2
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,λ1≠λ2≠0。

所以r(A)=r(Λ)=2。
再求非齐次方程组的解。
由r(A)=2,知3-r(A)=1,即Ax=0的基础解系只有1个解向量,由α1+2α2-α3=0可得

α1,α2,α3  
1
2
-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =A

1
2
-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =0,则 Ax=0 的 基 础 解 系 为

1
2
-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。又β =α1+α2+α3,即

α1,α2,α3  
1
1
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =A

1
1
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =β,则Ax=β的一个特解为

1
1
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。综上,Ax=β的通解为k

1
2
-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 +

1
1
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,k∈R。

例题2
 

已知α1,α2,α3 是非齐次线性方程组Ax=b 的3个不同的解,那么向量α1-α2,α1+α2-

2α3,2α2-α1  ,α1-3α2+2α3 中是导出组Ax=0的解向量的共有(  )。
A.

 

4个 B.
 

3个 C.
 

2个 D.
 

1个

答案
 

A

解 α1,α2,α3 是非齐次线性方程组Ax=b 的3个不同的解。若α=λ1α1+λ2α2+λ3α3 的系数和

λ1+λ2+λ3=0,则α为Ax=0的解向量。因1-1=0,1+1-2=0,2-2=0,1-3+2=0,故上述4个

向量均是Ax=0的解向量,故选A。

例题3
 

设β1,β2,β3 都是非齐次线性方程组Ax=b的解向量,考虑以下向量:
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①
 

3β1-2β2    ②
 

β2-β3     ③
 1
2β1+

1
3β2+

1
6β3

④
 

β1+β2-2β3   ⑤
 

β1-3β2+2β3   ⑥
 

β1+β2+β3
其中齐次线性方程组Ax=0与非齐次线性方程组Ax=b的解向量的个数分别为(  )。
A.

 

2个,2个 B.
 

2个,3个 C.
 

3个,2个 D.
 

3个,3个

答案
 

C

解 因β1,β2,β3 都是Ax=b的解,故有Aβ1=b,Aβ2=b,Aβ3=b。

设β=λ1β1+λ2β2+λ3β3,则Aβ=A(λ1β1+λ2β2+λ3β3)=(λ1+λ2+λ3)b。
(1)

 

λ1+λ2+λ3=0
 

时,β=λ1β1+λ2β2+λ3β3 是Ax=0的解。
(2)

 

λ1+λ2+λ3=1
 

时,β=λ1β1+λ2β2+λ3β3 是Ax=b的解。

②④⑤满足λ1+λ2+λ3=0,对应的向量为Ax=0的解。

①③满足λ1+λ2+λ3=1,对应的向量为Ax=b的解。
故选C。

  注意:
 

本题重要结论:
 

α1,α2,…,αn 为非齐次方程组Ax=β的解,α=λ1α1+λ2α2+…+λnαn,则

(1)
 

∑
n

i=1
λi=0

 

时,α 为Ax=0的解
 

;
 

 (2)
 

∑
n

i=1
λi=1

 

时,α 为Ax=β 的解。

技巧专题19 隐含的特征值

例题1
 

设四阶方阵A=[aij]的各行元素的秩之和为4,方程Ax=x+4β有通解2β+kα(k 为任意

常数),且 A+E =120,若Aij 为aij 的代数余子式,则∑
4

i=1
Aii= 。

答案
 

50

解 A=[aij]的各行元素的秩之和为4,说明矩阵A 有特征值4。方程Ax=x+4β 有通解2β+kα

(k为任意常数),说明(A-E)x=4β有通解2β+kα,所以(A-E)α=0,且(A-E)2β=4β⇒(A-
E)β=2β,即矩阵A-E 有特征值0和2。所以矩阵A 有特征值1和3,设矩阵A 的另一个特征值为

a,A+E 的所有特征值为5,2,4,a+1,又因为|A+E|=120,所以
 

5·4·1·(a+1)=120,解得a=

2,所以矩阵A 的四个特征值为1,2,3,4。若矩阵A 存在非零特征值λ,则矩阵A*存在特征值|A|
λ
。

矩阵A 的特征值为1,2,3,4,所以,|A|=24,矩阵A*对应的特征值为24,12,8,6。∑
4

i=1
Aii 为伴随矩

阵A* 的对角线之和,其大小等于矩阵A* 的特征值之和,所以有∑
4

i=1
Aii=6+8+12+24=50。

例题2
 

设A 是三阶实对称矩阵,E 是三阶单位矩阵,若A2+A=2E,且 A =4,则二次型xTAx 的

规范形为(  )。

A.
 

y21+y
2
2+y

2
3        B.

 

y21+y
2
2-y

2
3

C.
 

y21-y
2
2-y

2
3 D.

 

-y21-y
2
2-y

2
3

答案
 

C
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解 设λ是A 的特征值,根据A2+A=2E 得λ2+λ=2,解得λ=1或λ=-2。又因为 A =4,所以

A 的特征值为1,-2,-2,根据二次型的惯性定理,xTAx 的规范形为y21-y
2
2-y

2
3,故选C。

例题3
 

设二阶矩阵A 有两个不同的特征值,α1,α2是A 的线性无关的特征向量,且满足A2(α1+α2)=

α1+α2,则 A = 。

答案
 

-1

解 设α1,α2对应的特征值分别是λ1,λ2,则A2(α1+α2)=A
2α1+A

2α2=λ
2
1α1+λ

2
2α2=α1+α2⇒(λ

2
1-

1)α1+(λ
2
2-1)α2=0。由于α1,α2线性无关,所以λ21=1,λ

2
2=1,从而A 的两个不同的特征值为-1,1,

于是 A =-1×1=-1。

技巧专题20 相似求特征值

例题1
 

设A 为三阶矩阵,α1,α2,α3是线性无关的三维列向量,且满足Aα1=α1+α2+α3,Aα2=2α2+

α3,Aα3=2α2+3α3则矩阵A 的3个特征值为 。

答案
 

1,1,4

解 A[α1,α2,α3]=[α1,α2,α3]
1 0 0
1 2 2
1 1 3

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,可知B=

1 0 0
1 2 2
1 1 3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。由α1,α2,α3是线性无关的三维列向

量,可知矩阵C=[α1,α2,α3]可逆,所以C-1AC=B,即矩阵A 与B 相似,由此可得矩阵A 与B 有相同

的特征值。由 λE-B =
λ-1 0 0
-1 λ-2 -2
-1 -1 λ-3

=(λ-1)2(λ-4)=0,得矩阵B 的特征值,即矩阵A

的特征值:
 

λ1=λ2=1,λ3=4。

技巧专题21 反求A

例题1
 

设三阶实对称矩阵A 的特征值为λ1=-1,λ2=λ3=1,对应于λ1 的特征向量为ξ1=(0,1,

1)T,则A= 。

答案
 

1 0 0
0 0 -1
0 -1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

解 设对应于λ2=λ3=1的特征向量为ξ=[x1,x2,x3]
T,因为A 为实对称矩阵,且实对称矩阵的不同

特征值所对应的特征向量相互正交,故ξTξ1=0,即x2+x3=0。解得ξ2=(1,0,0)
T,ξ3=(0,1,-1)

T。

于是有 A[ξ1,ξ2,ξ3]=[λ1ξ1,λ2ξ2,λ3ξ3],所以 A=(λ1ξ1,λ2ξ2,λ3ξ3)(ξ1,ξ2,ξ3)
-1=

0 1 0
-1 0 1
-1 0 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

0 1 0
1 0 1
1 0 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

-1

=
1 0 0
0 0 -1
0 -1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。

技巧专题22 构造AP=PB

例题1
 

已知三阶矩阵A 与三维列向量x,若向量组x,Ax,A2x 线性无关,且A3x=3Ax-2A2x,则
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矩阵A 的属于特征值λ=-3的特征向量是(  )。
A.

 

x             B.
 

A2x+3Ax
C.

 

A2x-Ax D.
 

A2x+2Ax-3x
答案

 

C

解 【方法1】 利用AP=PB,A(x,Ax,A2x)=(Ax,A2x,A3x)=(Ax,A2x,3Ax-2A2x)=(x,Ax,

A2x)
0 0 0
1 0 3
0 1 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。记P=(x,Ax,A2x),B=

0 0 0
1 0 3
0 1 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,由x,Ax,A2x 线性无关可知P=(x,

Ax,A2x)可逆。所以,存在可逆矩阵P,使得AP=PB⇒A=PBP-1,即矩阵A,B 相似。

(1)
 

先求矩阵B 的属于特征值λ=-3的特征向量B+3E=
3 0 0
1 3 3
0 1 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 0 0
0 1 1
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,(B+3E)x=0

的同解方程组为
x1=0
 
x2+x3=0 。可取α=(0,-1,1)为方程(B+3E)x=0的解,同时为矩阵B 的属于

特征值λ=-3的特征向量。
(2)

 

根据相似关系求解矩阵A 的属于特征值λ=-3的特征向量。若α为矩阵B 属于特征值λ对

应的特征向量,则必有Bα=λα。又因为A=PBP-1,所以A(Pα)=PBP-1(Pα)=PBα=P(λα)=

λ(Pα)。此时有Pα为矩阵A 属于特征值λ对应的特征向量,故向量Pα=(x,Ax,A2x)
0
-1
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =A

2x-

Ax为矩阵A 的属于特征值λ=-3的特征向量。
故选C。
【方法2】 利用特征值与特征向量的定义。
由A3x+2A2x-3Ax=A(A2+2A-3E)x=A(A+3E)(A-E)x=0得到A(A+3E)(A-E)x=0,

即A(A(A-E)x)=-3(A(A-E)x)。因x,Ax,A2x 线性无关,故Ax,A2x 线性无关,所以A2x-
Ax=A(A-E)x≠0。则由A(A2x-Ax)=-3(A2x-Ax)知,A 的属于特征值λ=-3的特征向量为

A2x-Ax=A(A-E)x,故选C。

例题2
 

已知三阶矩阵A 与三维向量x,使得向量组x,Ax,A2x 线性无关,且满足A3x=3Ax-

2A2x,则 A2+3A+2E =
 

。

答案
 

24

解 由于AP=PB,即A[x,Ax,A2x]=[Ax,A2x,A3x]=[Ax,A2x,3Ax-2A2x]=[x,Ax,A2x]·

0 0 0
1 0 3
0 1 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,所以令B=

0 0 0
1 0 3
0 1 -2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。则A~B,那么A+E~B+E,从而|A+E|=|B+E|=

1 0 0
1 1 3
0 1 -1

= -4。同 理 A+2E =
2 0 0
1 2 3
0 1 0

= -6。所 以 A2+3A+2E = A+2E ·

A+E =24。

技巧专题23 二次型最大值

例题1
 

已知[1,-1,0]T 是二次型xTAx=ax21+x
2
3-2x1x2+2x1x3+2bx2x3 的矩阵A 的特征向
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量,则xTx=2时,xTAx 的最大值为(  )。

A.
 

3     B.
 

23     C.
 

2     D.
 

4

答案
 

B

解 设[1,-1,0]T 是λ所对应的特征向量,则
a -1 1
-1 0 b
1 b 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

1
-1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =λ

1
-1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。于是a+1=λ,-1=-λ,

1-b=0,从而A=
0 -1 1
-1 0 1
1 1 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。

由 λE-A =λ-1  λ2-3  =0,求得A 的特征值为λ1=1,λ2= 3,λ3=- 3。在XTx=2条

件下的最大值即为λmax·2= 3·2=23。故选B。

  补充:
 

所求的正交变换为x=Cy,它将二次型化为标准形,即有xTAx=y21+ 3y
2
2- 3y

2
3。

因为xTx=[Cy]T[Cy]=yTCTCy=yTy,求f(x1,x2,x3)在条件xTx=2下的最大值,也就是

求f(y1,y2,y3)在条件yTy=2下的最大值,由于xTAx=y21+ 3y
2
2- 3y

2
3≤ 3(y

2
1+y

2
2+y

2
3)=

3yTy,所以f 在条件xTx=2下的最大值是23。

技巧专题24 特征对应关系

例题1
 

设二次型f(x1,x2,x3)在正交变换为x=Py 下的标准形为2y21+y
2
2-y

2
3,其中P=[e1,

e2,e3]。若Q=[e1,-e3,e2],则f(x1,x2,x3)在正交变换x=Qy 下的标准形为(  )。

A.
 

2y21-y
2
2+y

2
3        B.

 

2y21+y
2
2-y

2
3

C.
 

2y21-y
2
2-y

2
3 D.

 

2y21+y
2
2+y

2
3

答案
 

A

解 【方法1】 由特征向量与特征值的对应关系可快速得出结果。本题中二次型矩阵设为A,则有

A[e1,e2,e3]=[e1,e2,e3]
2
1
-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,所以A[e1,e3,e2]=[e1,e3,e2]

2
-1

1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,所以A[e1,

-e3,e2]=[e1,-e3,e2]
2
-1

1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。f(x1,x2,x3)在正交变换x=Qy 下的标准形为2y21-y

2
2+

y23,故选A。

【方法2】 由x=Py,故有xTAx=yT(PTAP)y=2y21+y
2
2-y

2
3,且PTAP=

2 0 0
0 1 0
0 0 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。

由已知可得Q=P
1 0 0
0 0 1
0 -1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =PC,故有QTAQ=CT(PTAP)C=

2 0 0
0 -1 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,所以有xTAx=

yT(QTAQ)y=2y21-y
2
2+y

2
3,故选A。
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技巧专题25 可对角化矩阵

例题1
 

设矩阵A=
1 -1 1
x 4 y
-3 -3 5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,已知A 可对角化,λ=2是A 的二重特征值,则A 的所有特征值

为 。

答案
 

2,2,6

解 因A 可对角化,说明矩阵A 有3个线性无关特征向量,λ=2是二重特征值,故对应的线性无关特

征向 量 有2个,r(2E-A)=1,将2E-A 做 初 等 行 变 换,得2E-A=
1 1 -1
-x -2 -y
3 3 -3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 1 -1
2-x 0 -2-y
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。由r(2E-A)=1得x=2,y=-2,从而A=

1 -1 1
2 4 -2
-3 -3 5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。A 的另一个

特征值为λ3=∑
3

i=1
aii-λ1-λ2=10-4=6。

例题2
 

设三阶矩阵A 满足Aαi=iαi(i=1,2,3),其中列向量α1=(1,2,2)
T,α2=(2,-2,1)

T,α3=

(-2,-1,2)T,则矩阵A= 。

答案
 

7
3 0 -

2
3

0
5
3 -

2
3

-
2
3 -

2
3 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解 A α1,α2,α3  = α1,2α2,3α3  。

由α1,α2,α3 线性无关,知矩阵 α1,α2,α3  可逆,故A= α1,2α2,3α3  α1,α2,α3  -1。

而 α1,α2,α3  -1=
1 2 -2
2 -2 -1
2 1 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

-1

=
1
9

1 2 2
2 -2 1
-2 -1 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,

故A=
1 4 -6
2 -4 -3
2 2 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ·

1
9

1 2 2
2 -2 1
-2 -1 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

7
3 0 -

2
3

0
5
3 -

2
3

-
2
3 -

2
3 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

技巧专题26 二次型为0

例题1
 

f(x1,x2,x3)=(x1-x2+x3)
2+(x2+x3)

2+(x1+2x3)
2,则f(x1,x2,x3)=0

 

的解

为 。
 

答案
 

x=k[-2,-1,1]T,
 

k为任意常数



69   

解 由f(x1,x2,x3)=0
 

可得

x1-x2+x3=0
x2+x3=0
x1+2x3=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 。对该齐次线性方程组的系数矩阵做初等行变换得

A=
1 -1 1
0 1 1
1 0 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →
1 -1 1
0 1 1
0 1 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 -1 1
0 1 1
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 →

1 0 2
0 1 1
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。

f(x1,x2,x3)=0
 

有非零解x=k[-2,-1,1]T,
 

k为任意常数。

例题2
 

已知二次型f(x1,x2,x3)=∑
3

i=1
∑
3

j=1
ijxixj,则f(x1,x2,x3)=0的所有解为 。

答案
 

k1
-2
1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 +k2

-3
0
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,其中k1,k2 为任意常数(解不唯一)

解 【方法1】 配方法。二次型f(x1,x2,x3)=∑
3

i=1
∑
3

j=1
ijxixj =x21 +4x22 +9x23 +4x1x2 +

6x1x3+12x2x3,配方后得f(x1,x2,x3)=(x1+2x2+3x3)
2。 令f(x1,x2,x3)=(x1+2x2+

3x3)
2=0⇒x1+2x2+3x3=0。解为k1

-2
1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 +k2

-3
0
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,其中k1,k2 为任意常数。

【方法2】 正交变换法。

二次型矩阵为A=
1 2 3
2 4 6
3 6 9

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,λE-A =

λ-1 -2 -3
-2 λ-4 -6
-3 -6 λ-9

=λ2(λ-14)=0,特征值为λ1=

14,λ2=λ3=0。

当λ=14时,(λE-A)x=0的基础解系为α1=[1,2,3]
T;

 

当λ2=λ3=0时,(λE-A)x=0的基

础解系为α2=[-2,1,0]
T,α3=[-3,-6,5]

T。α1,α2,α3已经正交,单位化得β1=
1
14
[1,2,3]T,β2=

1
5
[-2,1,0]T,β3=

1
70
[-3,-6,5]T,令正交矩阵Q=[β1,β2,β3],经过正交变换x=Qy,二次型为

f(y1,y2,y3)=14y
2
1。又因为f(x1,x2,x3)=0,所以有f(y1,y2,y3)=14y

2
1=0⇒y1=0,y2=k1,

y3=k2 其中k1,k2 为任意常数。又因为x=Qy,所以

x1
x2
x3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

1
14

-2
5

-3
70

2
14

1
5

-6
70

3
14

0
5
70

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

0
k1
k2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,所以

x1
x2
x3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

k1
-2
1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 +k2

-3
-6
5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,其中k1,k2 为任意常数。

  【说明】

①
 

两种方法得出的结果等价。

②
 

本题【方法1】简单。但如果已知正交变换矩阵与标准形,则【方法2】更快。
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技巧专题27 已知A2 求A

例题1
 

若可逆矩阵A 满足ATA=
1 -1 0
-1 2 0
0 0 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,则A= 。

答案
 

1 -1 0
0  1 0

0  0 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

(不唯一)

解 【方法1】 可逆变换法。f(x1,x2,x3)=x
TATAx=x21+2x

2
2+6x

2
3-2x1x2。

配方后得

f(x1,x2,x3)=(x1-x2)
2+x22+ 6x3  2 ①

f(x1,x2,x3)=xTATAx=(Ax)TAx=yTy=y21+y22+y23 ②

  联 合①②可 得

y1=x1-x2
y2=x2

y3= 6x3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ⇒

y1
y2
y3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

1 -1 0
0 1 0

0 0 6

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

x1
x2
x3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁  

(也 就 是 y=Ax),所 以 A=

1 -1 0
0 1 0

0 0 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 。值得注意的是,矩阵 A 并不唯一。例如:

 

若令

y1=x2
y2=x1-x2

y3= 6x3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,则可得出

y1
y2
y3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

0 1 0
1 -1 0

0 0 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

x1
x2
x3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,此时A=
0 1 0
1 -1 0

0 0 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 。

 

【方法2】 行列向量法。

记

1 -1 0
-1 2 0
0 0 6

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =D,则其对应的二次型为f(x1,x2,x3)=x

TDx=x21+2x
2
2+6x

2
3-2x1x2=

(x1-x2)
2+x22+(6x3)

2= x1-x2,x2,6x3  
x1-x2

x2

6x3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(分解为行列向量点乘)=(x1,x2,x3)·

1 0 0
-1 1 0

0 0 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

1 -1 0
0 1 0

0 0 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

x1
x2
x3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

记
x1,x2,x3  ATA

x1
x2
x3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,其中D=ATA,A=
1 -1 0
0 1 0

0 0 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 。

技巧专题28 向量二次型

例题1
 

设二次型f(x1,x2,x3)=2a1x1+a2x2+a3x3  2+b1x1+b2x2+b3x3  2,记α=

a1
a2
a3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

β=

b1
b2
b3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,若α,β正交且均为单位向量,则二次型f 在正交变换下的标准形为 。
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答案
 

2y21+y
2
2

解 f= 2a21+b
2
1  x21+ 2a

2
2+b

2
2  x22+ 2a

2
3+b

2
3  x23+ 4a1a2+2b1b2  x1x2+ 4a1a3+2b1b3  x1x3+

4a2a3+2b2b3  x2x3,则f的矩阵为

2a21+b
2
1 2a1a2+b1b2 2a1a3+b1b3

2a1a2+b1b2 2a22+b
2
2 2a2a3+b2b3

2a1a3+b1b3 2a2a3+b2b3 2a23+b
2
3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=2

a21 a1a2 a1a3

a1a2 a22 a2a3

a1a3 a2a3 a23

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

+

b21 b1b2 b1b3

b1b2 b22 b2b3

b1b3 b2b3 b23

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

2ααT+ββT。令A=2ααT+ββT,则Aα=2ααTα+ββTα=2α,Aβ=2ααTβ+ββTβ=β,则1,2
均为A 的特征值,又由于r(A)=r(2ααT+ββT)≤r(ααT)+r(ββT)=2,故0为A 的特征值,则三阶

矩阵A 的特征值为2,1,0,故f 在正交变换下的标准形为2y21+y
2
2。(注:

 

快速求出A=2ααT+ββT 的方

法。f=2xTααTx+xTββTx=xT(2ααT+ββT)x,所以A=2ααT+ββT)

例题2
 

设α=[a1,a2,a3]
T,β=[b1,b2,b3]

T,α,β 线性无关,则二次型f(x1,x2,x3)=(a1x1+

a2x2+a3x3)(b1x1+b2x2+b3x3)的规范形为(  )。

A.
 

y21    B.
 

y21+y
2
2   C.

 

y21-y
2
2   D.

 

y21+y
2
2+y

2
3

答案
 

C

解 由于α,β线性无关,则α,β不成比例,不妨设
a1 b1
a2 b2

≠0,令

t1=a1x1+a2x2+a3x3
t2=b1x1+b2x2+b3x3
t3=x3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,则此变

换为可逆变换,得f=t1t2,有3种方法求解规范形。

【方法1】 特征值法。对应二次型矩阵为A=

0
1
2 0

1
2 0 0

0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,A-λE =

-λ
1
2 0

1
2 -λ 0

0 0 -λ

=

-λλ2-
1
4  =0,解得λ=0或λ=±

1
2
,所以规范形为y21-y

2
2。故选C。

【方法2】 配方法。令

t1=y1+y2
t2=y1-y2
t3=y3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,代入f=t1t2,得f=y21-y

2
2。故选C。

【方法3】 (仅数学一)双曲柱面法。f=t1t2=1所对应的二次曲面为双曲柱面,所以规范形为

y21-y
2
2。故选C。

  补充:
 

xy=1的平面图形为焦点在直线y=x 上的双曲线,在三维空间中为双曲柱面。

技巧专题29 矩阵的合同、相似与等价

例题1
 

设A,B 均为n 阶矩阵,A 可逆且A~B(相似),则下列命题中正确的有(  )个。

①
 

AB~BA   ②
 

A2~B2   ③AT~BT   ④A-1~B-1

A.
 

1 B.
 

2  C.
 

3 D.
 

4

答案
 

D
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解 由A~B 可知,存在可逆矩阵P,使得P-1AP=B,故P-1A2P=B2,PTAT(PT)-1=BT,

P-1A-1P=B-1,所以A2~B2,AT~BT,A-1~B-1。又由A 可逆,可知A-1(AB)A=BA,故AB~
BA,正确的有4个,故选D。

例题2
 

下列矩阵中,与A=
1 1 0
1 0 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 合同的矩阵是(  )。

A.
 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 B.

 

1 0 0
0 1 0
0 0 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

C.
 

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

D.
 

-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

答案
 

B

解 重要原理:
 

实对称矩阵A、B 合同等价于A、B 的二次型具有相同的正负惯性指数。

因为f=XTAX=x21+2x1x2+x
2
3=(x1+x2)

2-x22+x
2
3=y

2
1+y

2
2-y

2
3,所以与A 合同的矩阵

是选项B中的矩阵

1 0 0
0 1 0
0 0 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。故选B。

  注意:
 

本题依然可以用特征值的正负情况来判断。

例题3
 

设矩阵A=
2 -1 -1
-1 2 -1
-1 -1 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,B=

1 0 0
0 1 0
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,则A 与B(  )。

A.
 

合同且相似    B.
 

合同,但不相似

C.
 

不合同,但相似 D.
 

既不合同也不相似

答案
 

B

解
 

由 λE-A =
λ-2 1 1
1 λ-2 1
1 1 λ-2

=λ(λ-3)2,可得λ1=λ2=3,λ3=0。

所以A 的特征值为3,3,0,而B 的特征值为1,1,0,所以A 与B 不相似,但是A 与B 的秩均为2,
且正惯性指数都为2,所以A 与B 合同,故选B。

例题4
 

已知A=
2 1 0
1 2 0
0 0 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,B=

2 0 0
0 2 1
0 1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,则A 与B(  )。

A.
 

等价,不相似,合同 B.
 

不等价,不相似,不合同

C.
 

等价,相似,不合同 D.
 

等价,相似,合同

答案
 

A

解 由于r(A)=3,r(B)=3,所以A 与B 等价。

A 与B 均为实对称矩阵,若特征值相同,则A 与B 相似,否则A 与B 不相似。由于
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λE-A =
λ-2 -1 0
-1 λ-2 0
0 0 λ+1

=(λ+1)
λ-2 -1
-1 λ-2

=(λ+1)(λ-3)(λ-1),

λE-B =
λ-2 0 0
0 λ-2 -1
0 -1 λ

=(λ-2)
λ-2 -1
-1 λ

=(λ-2)λ-(1+ 2)  λ-(1- 2)  ,

所以A 的特征值为λA=-1,3,1,B 的特征值为λB=2,1+ 2,1- 2,因此A 与B 不相似。
由于A 与B 的正负惯性指数是相等的,正惯性指数都为2,负惯性指数都为1,所以A 与B 合同,

故选A。

例题5
 

A 是n 阶实对称矩阵,则A 合同于矩阵B 的充分必要条件是(  )。

A.
 

rA  =rB  B.
 

A 与B 的正负惯性指数相等

C.
 

A 与B 都是正定矩阵 D.
 

B 是实对称矩阵

答案
 

B

解 逐项分析。

选项A错误。如A=
1
1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,B=

-1
-1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,有rA  =rB  ,但明显不合同。

 

选项B正确。A 与B 的正负惯性指数相等是对称矩阵合同的充分必要条件。

选项C错误。只是充分条件,但不必要。如A=
-1

-2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,B=
-1

-1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 合同,但不正定。

选项D错误。只是必要条件。对称矩阵必定合同于对称矩阵。但不是所有对称矩阵都合同。

如A=
1
1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 ,B=

-1
-1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 都是对称矩阵,但明显不合同,故选B。

例题6
 

设A 为n 阶矩阵,将A 的1,2行互换后再将1,2列互换得到矩阵B,则下列说法正确的有

(  )个。

①
 

A 与B 等价    ②
 

A 与B 相似    ③
 

A 与B 合同

A.
 

0 B.
 

1    C.
 

2  D.
 

3

答案
 

D

解 由题设知B=E12AE12,而E12 可逆,且E-1
12 =E12,又ET

12=E12,故存在可逆矩阵P 使P-1AP=

B,即PTAP=B。由定义知A 与B 相似且合同,由矩阵等价的定义知它们也等价,故选D。

技巧专题30 可逆变换

例题1
 

若二次型f(x1,x2,x3)=ax
2
1+ax

2
2+(a-1)x

2
3+2x1x3-2x2x3 经过可逆变换化为

2y21+y
2
2+2y1y2,则该二次型经正交变换可得标准形为 。

答案
 

2z21+3z
2
2

解 二次型矩阵A=
a 0 1
0 a -1
1 -1 a-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,经过一次可逆变换后化为的二次型矩阵为B=

2 1 0
1 1 0
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,显
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然A 合同于B,B 的特征值为λ1=0,λ2,3=
3± 5
2

 

(2正1零)。

下面求A 的特征值。

|λE-A|=
λ-a 0 -1
 0 λ-a 1
-1 1 λ-a+1

=(λ-a)
λ-a 1
1 λ-a+1

-
0 λ-a
-1 1

=(λ-a)[(λ-a)(λ-a+1)-1]-[0+(λ-a)]

=(λ-a)[(λ-a)(λ-a+1)-2]

=(λ-a)(λ-a+2)(λ-a-1),
所以λ1=a,λ2=a-2,λ3=a+1。由A、B 合同可得a=2,A 的特征值为2,3,0,所以正交变换所得

标准形为2z21+3z
2
2。

例题2
 

下列从变量x1,x2,x3 到y1,y2,y3 的线性变换中,可逆线性变换为(  )。

A.
 

x1=y1+y2
x2=y1+y3
x3=2y1+y2+y3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 B.

 

x1=y1-y2+y3
x2=y1+y2-y3
x3=-y1+y2-y3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

C.
 

x1=y1-2y2+y3
x2=y2-2y3
x3=y3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 D.

 

x1=y1-2y2+y3
x2=y2-2y3
x3=y1-y2-y3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

答案
 

C

解 线性变换x=Cy 是可逆的,当且仅当|C|≠0,故只需要计算各线性变换矩阵的行列式。对于选

项C,有|C|=
1 -2 1
0 1 -2
0 0 1

≠0。同理可判断选项A,B,D错误,故选C。

技巧专题31 判断正定矩阵

例题1
 

下列矩阵中为正定矩阵的是(  )。

A.
 

1 2 3
2 4 5
3 5 6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁            B.

 

1 2 3
2 5 4
3 4 -6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 C.

 

2 2 -2
2 5 -4
-2 -4 5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 D.

 

5 2 1
2 1 3
1 3 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

答案
 

C

解 由二次型正定的必要条件,主对角线元素aij>0知,选项B的矩阵不是正定矩阵。事实上,由于

a33=-6,取x0= 0,0,1  T,则f(0,0,1)=-6,即x0=[0,0,1]
T≠0,而有xT0Ax0<0,与正定的定

义不符。
在选项D中a33=0,选项D的矩阵也不是正定矩阵。易知f(0,0,1)=0,与x≠0时,xTAx>0

相矛盾,故选项D的矩阵也不是正定矩阵。

又选项A矩阵的二阶顺序主子式Δ2=
1 2
2 4

=0,这与二次型正定的充分必要条件,即各阶顺序

主子式全大于零不符,故选项A的矩阵也不是正定矩阵。综上,故选C。
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例题2
 

二次型f(x1,x2,x3)=(x1+ax2-2x3)
2+(2x2+3x3)

2+(x1+3x2+ax3)
2 正定的充分

必要条件是(  )。

A.
 

∀a    B.
 

a≠1    C.
 

a≠-1    D.
 

a>1

答案
 

B

解 ∀x1,x2,x3 有f(x1,x2,x3)≥0,其中取等号的充分必要条件是

x1+ax2-2x3=0

2x2+3x3=0

x1+3x2+ax3=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

  由二次型正定的定义:
 

∀x=[x1,x2,x3]
T≠0,f(x1,x2,x3)>0,因此,本题中二次型f 正定⇔

方程组(1)只 有 零 解。所 以 方 程 组 的 系 数 矩 阵 对 应 的 行 列 式 不 等 于0,所 以

1 a -2
0 2  3
1 3  a

=

1 a -2
0 2 3
0 3-a a+2

=5(a-1)≠0,解得a≠1。
 

故选B。

例题3
 

考虑二次型f=x21+4x
2
2+4x

2
3+2λx1x2-2x1x3+4x2x3,若f 为正定二次型,则λ的取值

范围是(  )。

A.
 

-2<λ<2    B.
 

-2<λ<0    C.
 

-2<λ<1    D.
 

0<λ<1

答案
 

C

解 【方法1】 配方法。

f=x21+4x22+4x23+2λx1x2-2x1x3+4x2x3

=(x1+λx2-x3)
2+3x23+(4+2λ)x2x3+(4-λ2)x22

=(x1+λx2-x3)
2+3x3+

λ+2
3 x2  2+ 4-λ2-

(λ+2)2

3
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 x22

  因为二次型正定,所以4-λ2-
(λ+2)2

3 >0,解得-2<λ<1,故选C。

【方法2】 顺序主子式法。

f 的矩阵为A=
1 λ -1
λ 4 2
-1 2 4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,由于f 是正定二次型的充分必要条件是A 的各阶顺序主子式都

大于0,所以有

1>0
1 λ
λ 4

>0

A >0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,即 -2<λ<2
λ<1 ,解此不等式组得-2<λ<1,故选C。

例题4
 

n 阶实对称矩阵A 是正定矩阵的充分必要条件是(  )。

A.
 

二次型f=xTAx 的负惯性指数为零 B.
 

存在可逆矩阵P,使P-1AP=E
C.

 

存在n 阶矩阵C,使A=CTC D.
 

A 的伴随矩阵A*与E 合同

答案
 

D
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解 选项A是必要条件,但不是充分条件。因为r(f)=p+q≤n,当q=0时,有r(f)=p≤n,此时

有可能p<n,故二次型xTAx 不一定是正定二次型。因此,矩阵A 不一定是正定矩阵。例如,

f x1,x2,x3  =x21+x
2
3。

选项B是充分条件,但不是必要条件。因为P-1AP=E,表示A 与E 相似,即A 的特征值全是

1,此时A 是正定矩阵,但只要A 的特征值全大于零就可以保证A 是正定矩阵,因此特征值全是1是

不必要的条件。
选项C中的等式等价于A=CTEC,但矩阵C 没有可逆的条件,因此对于A=CTC,不能说A 与E

合同,也就没有A 是正定矩阵的结论。例如,C=
1 1
1 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,有A=CTC=

2 2
2 2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,显然矩阵A 不是正

定矩阵。
选项D,由于A 是正定矩阵,等价于A-1 是正定矩阵,等价于A*是正定矩阵。而由A*是正定

矩阵,等价于A*与E 合同,所以选项D是充分必要条件,故选D。

技巧专题32 规范形与正负惯性指数

例题1
 

二次型f x1,x2,x3  =x1x2+x2x3 的正负惯性指数分别为(  )。

A.
 

p=1,q=1 B.
 

p=1,q=2 C.
 

p=1,q=0 D.
 

p=0,q=2

答案
 

A

解 【方法1】 特征值法。

f x1,x2,x3  =x1x2+x2x3 与g x1,x2,x3  =2x1x2+2x2x3 的正负惯性指数一样。

对应的二次型矩阵为A=
0 1 0
1 0 1
0 1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。由

A-λE =
-λ 1 0
1 -λ 1
0 1 -λ

=-λ
-λ 1
1 -λ

+(-1)2+1·1·
1 1
0 -λ

=2λ-λ3=λ(2-λ2)=0

  得其特征值为0,± 2
 

,故选A。
【方法2】 配方法。求正、负惯性指数,可通过标准形(规范形)或特征值得到,已知二次型f 中

没有平方项,先做可逆线性变换产生平方项,再化为标准形或求其矩阵的特征值。

令

x1=y1+y2,

x2=y1-y2,

x3=y3,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 矩阵

1 1 0
1 -1 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 可逆,则

f= y1+y2  y1-y2  + y1-y2  y3=y21-y22+y1y3-y2y3

  用配方法化为标准形,得f= y1+
1
2y3  2- y2+

1
2y3  2,

令

z1=y1+
1
2y3

,

z2=y2+
1
2y3

,

z3=y3,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

矩阵

1 0
1
2

0 1
1
2

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

可逆,故二次型为f=z21-z
2
2,所以p=1,q=1。故选A。

例题2
 

二次型f(x1,x2,x3)=(x1+x2)
2+(x2-x3)

2+(x3+x1)
2 的正负惯性指数分别
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为 。

答案
 

2,0

解 因为f(x1,x2,x3)=(x1+x2)
2+(x2-x3)

2+(x3+x1)
2

=2x21+2x
2
2+2x

2
3+2x1x2+2x1x3-2x2x3

=2x1+
1
2x2+

1
2x3  2+32(x2-x3)2

=2y21+
3
2y

2
2,其中y1=x1+

1
2x2+

1
2x3

,y2=x2-x3。

所以二次型的秩为2,正负惯性指数分别为2,0。

例题3
 

二次型f(x1,x2,x3)=x
2
1+4x

2
2+4x

2
3-4x1x2+4x1x3-8x2x3 的规范形是(  )。

A.
 

f=z21+z
2
2+z

2
3

 B.
 

f=z21+z
2
2-z

2
3 C.

 

f=z21-z
2
2

 D.
 

f=z21
答案

 

D

解 【方法1】 特征值法。二次型的矩阵为A=
1 -2 2
-2 4 -4
2 -4 4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,

λE-A =
λ-1 2 -2
2 λ-4 4
-2 4 λ-4

=
λ-1 2 -2
2 λ-4 4
0 λ λ

=λ
λ-1 4 -2
2 λ-8 4
0 0 1

=λ2(λ-9)=0

得A 的特征值λ1=9,λ2=λ3=0,从而二次型的规范形为f=z21,故选D。

【方法2】 配方法。f=(x1-2x2+2x3)
2,令z1=x1-2x2+2x3,

则二次型的规范形为f=z21,故选D。

技巧专题33 过渡矩阵(仅数学一)

例题1
 

设α1,α2,α3是三维向量空间R3 的一组基,则由基α1,
1
2α2

,1
3α3

到基α1+α2,α2+α3,α3+α1的

过渡矩阵为(  )。

A.
 

1 0 1
2 2 0
0 3 3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁             

 

B.
 

1 2 0
0 2 3
1 0 3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

C.
 

 
1
2  

1
4 -

1
6

-
1
2  

1
4  

1
6

 
1
2 -

1
4  

1
6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

D.
 

 
1
2 -

1
2  

1
2

 
1
4  

1
4 -

1
4

-
1
6  

1
6  

1
6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

答案
 

A

解 α1+α2,α2+α3,α3+α1  = α1,
1
2α2

,1
3α3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1 0 1
2 2 0
0 3 3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,故选A。
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技巧专题1 分布函数与概率

例题1
 

设随机变量X 的分布函数为F(x)=

0, x<0
1
2
, 0≤x<1

1-e-x, x≥1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,则P{X=1}=(  )。

A.
 

0      B.
 1
2      C.

 1
2-e

-1      D.
 

1-e-1

答案
 

C

解 P(X=1)=F(1)-F(1-)=(1-e-1)-
1
2=

1
2-e

-1,故选C。

技巧专题2 max与min概率

例题1
 

对某种电子装置的输出测量了5次,得到的观察值分别为X1,X2,X3,X4,X5,设它们是相

互独立的变量,且具有相同的分布函数F(z)= 1-e
-

z2

8,z≥0
0,其他 。

(1)
 

maxX1,X2,X3,X4,X5  >4的概率为(  )。

A.
 

1- 1-e-2  5    B.
 

1-e-2  5    C.
 

e-10    D.
 

1-e-10

(2)
 

minX1,X2,X3,X4,X5  <2的概率为(  )。

A.
 

1- 1-e-
1
2  5 B.

 

1-e-
1
2  5 C.

 

e-
5
2 D.

 

1-e-
5
2

答案
 

(1)
 

A (2)
 

D

解 (1)
 

令V=maxX1,X2,X3,X4,X5  ,由于X1,X2,X3,X4,X5 相互独立,且服从同一分布,于

是有

Fmax(z)=P(V ≤z)=P[max(X1,X2,X3,X4,X5)≤z]

=P(X1≤z,X2≤z,X3≤z,X4≤z,X5≤z)

=P(X1≤z)P(X2≤z)P(X3≤z)P(X4≤z)P(X5≤z)

=[F(z)]5

  所求概率P(V>4)=1-P(V≤4)=1-Fmax(4)=1-[F(4)]
5=1-(1-e-2)5,故选A。

(2)
 

令U=minX1,X2,X3,X4,X5  ,由于X1,X2,X3,X4,X5 相互独立,且服从同一分布,于
是有

Fmin(z)=P(U ≤z)=P[min(X1,X2,X3,X4,X5)≤z]

=1-P[min(X1,X2,X3,X4,X5)>z]

=1-P(X1>z,X2>z,X3>z,X4>z,X5>z)

=1-P(X1>z)P(X2>z)P(X3>z)P(X4>z)P(X5>z)

=1-[1-P(X1≤z)][1-P(X2≤z)]…[1-P(X5≤z)]

=1-[1-F(z)]5

  所求概率P(U<2)=Fmin(2)=1-[1-F(2)]
5=1-e-

5
2,故选D。
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例题2
 

设随机变量X 与Y 相互独立,且EX 与EY 存在,记U=max{X,Y},V=min{X,Y},则

E(UV)=(  )。
A.

 

EU·EV     B.
 

EX·EY     C.
 

EU·EY     D.
 

EX·EV

答案
 

B

解 当X≥Y 时,U=X,V=Y;
 

当X<Y 时,U=Y,V=X。UV=max{X,Y}min{X,Y}=XY,可知

E(UV)=E(max{X,Y}min{X,Y})=E(XY)=EX·EY(X,Y 相互独立),故选B。

技巧专题3 泊松分布

例题1
 

设随机变量X 服从参数为1的泊松分布,则P X=EX2  = 。

答案
 1
2e

-1

解 由DX=EX2-(EX)2,得EX2=DX+(EX)2,又因为 X 服从参数为1的泊松分布,所以

DX=EX=1,所以EX2=1+1=2,所以
 

P X=2  =
12

2!e
-1=

1
2e

-1。

技巧专题4 正态归一化

例题1
 

设随机变量X~N(μ,σ2)(σ>0),记p=P{X≤μ+σ2},则(  )。

A.
 

p 随着μ 的增加而增加      B.
 

p 随着σ的增加而增加

C.
 

p 随着μ 的增加而减少 D.
 

p 随着σ的增加而减少

答案
 

B

解 P{X≤μ+σ2}=P
X-μ
σ ≤σ  =Φ(σ),其中Φ(x)为标准正态的分布函数,随x 增加而增加,所

以概率p 随着σ的增加而增加。故选B。

例题2
 

设X1,X2,X3 是随机变量,且X1~N(0,1),X2~N(0,22),X3~N(5,32),pj=P{-2≤

Xj≤2}(j=1,2,3),则(  )。
A.

 

p1>p2>p3 B.
 

p2>p1>p3 C.
 

p3>p1>p2 D.
 

p1>p3>p2
答案

 

A

解 由X1~N(0,1),X2~N(0,22),X3~N(5,32)知,p1=P{-2≤X1≤2}=P{X1 ≤2}=

2Φ(2)-1,p2=P -2≤X2≤2  =P X2 ≤2  =P
X2

2
≤1  =2Φ(1)-1,故p1>p2。根据

X3~N(5,32)及概率密度的对称性知,p1>p2>p3,故选A。

技巧专题5 二维正态

例题1
 

设 二 维 随 机 变 量 (X,Y)服 从 二 维 正 态 分 布:
 

(X,Y)~ N (0,0;1,1;0),概

率P X
Y<0  = 。

答案
 1
2

 



83   

解 由(X,Y)~N(0,0;
 

1,1;
 

0),知X~N(0,1),Y~N(0,1),且ρXY=0,从而X,Y 相互独立,故

P X
Y<0  =P(X>0,Y<0)+  

P(X<0,Y>0)=P(X>0)·P(Y<0)+P(X<0)·P(Y>0)=
1
2×

1
2+

1
2×

1
2=

1
2
。

技巧专题6 离散边缘反推联合

例题1
 

设随机变量 Xi~
-1 0 1
1
4

1
2

1
4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (i=1,2),且满足P X1X2=0  =1,则P{X1=X2}=

(  )。

A.
 

0     B.
 1
4     C.

 1
2     D.

 

1

答案
 

A

解 P{X1X2=0}=1⇒P{X1X2≠0}=0,所以P{X1=-1,X2=-1}=P{X1=-1,X2=1}=

P{X1=1,X2=-1}=P{X1=1,X2=1}=0。
即X1 和X2 的联合分布简化为

X1
X2

-1 0 0 pj

-1 0 0 1
4

0 1
2

1 0 0 1
4

pi
1
4

1
2

1
4 1

P X1=-1,X2=0  =P X1=-1  -P X1=-1,X2=-1  -P X1=-1,X2=1  =
1
4

同理可得

P X1=0,X2=-1  =P X1=0,X2=1  =P X1=1,X2=0  =
1
4

P X1=0,X2=0  =P X1=0  -P X1=0,X2=-1  -P X1=0,X2=1  =0
即X1 和X2 的联合分布为

X1
X2

-1 0 1 pj

-1 0 1
4 0 1

4

0 1
4 0 1

4
1
2

1 0 1
4 0 1

4

pi
1
4

1
2

1
4 1



84   

  所以P X1=X2  =P X1=-1,X2=-1  +P X1=0,X2=0  +P X1=1,X2=1  =0。故

选A。

技巧专题7 二维连续变离散

例题1
 

假设二维随机变量(X,Y)在矩形G= (x,y)0≤x≤2,0≤y≤1  上服从均匀分布。记U=

0,
 

X≤Y
1,

 

X>Y ,V=
0,

 

X≤2Y
1,

 

X>2Y ,则E(UV)为(  )。

A.
 1
12      B.

 1
2      C.

 1
4      D.

 3
4

答案
 

B

解 变量UV 的所有可能取值为0,1。所以E(UV)=0·P(UV=1)+1·P(UV=1)=P(UV=1)=

P(X>2Y)=
1
2
。故选B。

技巧专题8 卡方期望与方差

例题1
 

X1,X2,…,Xn 是总体为N(0,1)的简单随机样本。记􀭺X=
1
n∑

n

i=1
Xi,S

2=
1

n-1∑
n

i=1
Xi-􀭺X  2,

T=􀭺X2-
1
nS2,则DT= 。

答案
 2
n(n-1)

解 􀭿X 和 S2 独 立,当 μ=0,σ=1 时,有 DT =D 􀭿X2-
1
nS2  =D (􀭿X2)+

1
n2

D (S2)=

1
n2

D (n􀭿X)2  +
1
n2
· 1
(n-1)2

D (n-1)S2  =
1
n2
·2+

1
n2
· 1
(n-1)2

·2(n-1)=
2

n(n-1)
。

  注意:
 

(n-1)S2~χ2(n-1),(n􀭿X)2~χ2(1)。

技巧专题9 乘积的数字特征

例题1
 

设随机变量X 与Y 相互独立,X 的概率分布为P{X=1}=P{X=-1}=
1
2
,Y 服从参数为

λ的泊松分布P(λ)。令Z=XY,则DZ= 。

答案
 

λ+λ2
 

解 DZ=E(Z2)-(EZ)2,EZ=E(XY)=EX·EY=0,E(Z2)=E(X2Y2)=E(X2)·E(Y2),

E(X2)=1,E(Y2)=DY+(EY)2=λ+λ2,所以DZ=λ+λ2。

例题2
 

设二维随机变量(X,Y)服从正态分布N(μ,μ;
 

σ2,σ2;
 

0),则E(XY2)= 。

答案
 

μ3+μσ2

解 由于ρ=0,由二维正态分布的性质可知随机变量 X,Y 独立且同分布。因此E(XY2)=EX·

E(Y2)。由(X,Y)服从 N(μ,μ;
 

σ2,σ2;
 

0)可知 EX=μ,E(Y2)=DY+(EY)2=μ2+σ2,则



85   

E(XY2)=μ(μ2+σ2)=μ3+μσ2。

技巧专题10 二维概率密度

例题1
 

设随机变量X~
0 1
1
4

3
4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,随机变量Y 服从参数为1的指数分布,且 X,Y 相互独立。设

Z=(2X-1)Y,记(Y,Z)的分布函数为F(y,z),则(y,z)的分布函数F(y,z)= 。

答案
 

1-e-y, 0<y<z

1-
1
4e

-y-
3
4e

-z, 0<z<y

1
4
(ez-e-y), 0≤-z<y

0, 其他

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解 Y 的概率密度为fY(y)=
e-y, y>0
0, 其他 ,由定义可知F(y,z)=P(Y≤y,Z≤z)=P(Y≤y,

(2X-1)Y≤z,X=0)+P(Y≤y,(2X-1)Y≤z,X=1)=
1
4P(-z≤Y≤y)+

3
4P(Y≤y,Y≤z)。

若y≤0,显然F(y,z)=0。以下讨论y>0的情况。

①
 

z>0且z>y,此时F(y,z)=
1
4P
(0≤Y≤y)+

3
4P
(Y≤y)=P(Y≤y)=1-e-y。

②
 

z>0且y>z,此时F(y,z)=
1
4P
(0≤Y≤y)+

3
4P
(Y≤z)=1-

1
4e

-y-
3
4e

-z。
 

③
 

z≤0且-z<y,此时F(y,z)=
1
4P
(-z≤Y≤y)=

1
4
(ez-e-y)。

④
 

z≤0,且-z≥y,此时F(y,z)=0。

综上,F(y,z)=

1-e-y, 0<y<z

1-
1
4e

-y-
3
4e

-z, 0<z<y

1
4
(ez-e-y), 0≤-z<y

0, 其他

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

技巧专题11 绝对值方差

例题1
 

设两个随机变量 X,Y 相互独立,且都服从均值为0、方差为1
2

的正态分布,则|X-Y|的

方差为 。

答案
 

1-
2
π

 

解 令Z=X-Y,由于 X,Y 相互独立,且都服从正态分布,因此Z 也服从正态分布,且E(Z)=

E(X)-E(Y)=0,D(Z)=D(X)+D(Y)=
1
2+

1
2=1

。于是,Z=X-Y~N(0,1)。D X-Y =

D Z  =E Z 2  - E Z  2=D(Z)+ E Z    2- E Z  2=1- E Z  2。

而E Z =∫
+∞

-∞
z· 1

2π
e-

z2

2dz=
2
2π∫

+∞

0
ze-

z2

2dz=
2
2π∫

+∞

0
e-

z2

2dz2

2  = 2
2π
 -e-

z2

2 +∞

0
=
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2
π
,故D X -Y =1-

2
π
。

技巧专题12 相关系数

例题1
 

设X1 与X2 相互独立且均服从N(0,1),􀭿X=
1
2
(X1+X2),U=X1-􀭿X,V=X2-􀭿X,则变

量U,V 的相关系数为 。

答案
 

-1

解 【方法1】 U+V=(X1-􀭿X)+(X2-􀭿X)=0,所以相关系数为-1。

  补充:
 

ρUV=
cov(U,V)

DU DV
=
covU,-U  
DU D(-U)

=
-DU
DU =-1。

【方法2】 由于ρUV=
covX1-􀭺X,X2-􀭺X  

D X1-􀭺X  D X2-􀭺X  
=
E X1-􀭺X  X2-􀭺X    -E X1-􀭺X  E X2-􀭺X  

D X1-􀭺X  D X2-􀭺X  
,

E X1-􀭺X  =EX1 -E􀭺X =0-0=0,E X1􀭺X  =E X2􀭺X  ,D X1-􀭺X  = D X2-􀭺X  ,

E X1-􀭺X  X2-􀭺X    =E X1X2  -E X1􀭺X  -E X2􀭺X  +E 􀭺X2  =EX1·EX2-2E
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 X1·

1
2
(X1+

X2)
􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 +E 􀭺X2  =0-2×

1
2+

1
2=-

1
2
。

D X1-􀭿X  =D X1-
1
2 X1+X2  􀭠

􀭡
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁􀪁 =D 1
2X1-

1
2X2  =14DX1+

1
4DX2=

1
2
,故ρUV =

-
1
2
1
2

=-1。

例题2
 

将一枚硬币重复掷n 次,以X 和Y 分别表示正面向上和反面向上的次数,则X 和Y 的相关

系数等于(  )。

A.
 

-1     B.
 

0     C.
 1
2     D.

 

1

答案
 

A

解 掷硬币结果不是正面向上就是反面向上,所以X+Y=n,从而Y=n-X,故DY=D(n-X)=

DX,cov(X,Y)=cov(X,n-X)=cov(X,n)-cov(X,X)=0-DX=-DX。由相关系数的定义,

得ρ(X,Y)=
cov(X,Y)

DX DY
=

-DX
DX DX

=-1。故选A。

技巧专题13 协方差

例题1
 

设(X1,X2,…,Xn)(n>1)是来自总体 N(μ,σ2)的简单随机样本,其中样本方差S2=

1
n-1∑

n

i=1
(Xi-􀭿X)2,则cov(X1+X2,S

2)= 。
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答案
 

0

解 由对称性cov(X1,S
2)=cov(X2,S

2)=…=cov(Xn,S
2)=

1
ncov

(X1+X2+…+Xn,S
2)=

cov(􀭿X,S2)=0,所以cov(X1+X2,S
2)=0。

技巧专题14 离散连续全概率

例题1
 

设随机变量X 与Y 相互独立,且X 服从标准正态分布N(0,1),Y 的概率分布为P{Y=0}=

P{Y=1}=
1
2
,记FZ(z)为随机变量Z=XY 的分布函数,则函数FZ(z)的间断点个数为(  )。

A.
 

0      B.
 

1      C.
 

2      D.
 

3

答案
 

B

解 FZ(z)=P(XY≤z)=P(XY≤z|Y=0)P(Y=0)+P(XY≤z|Y=1)P(Y=1)=
1
2
[P(XY≤

z|Y=0)+P(XY≤z|Y=1)]=
1
2
[P(X·0≤z|Y=0)+P(X≤z|Y=1)]。

因为X,Y 独立,FZ(z)=
1
2 P X·0≤z  +P X≤z    ,①若z<0,则 FZ(z)=

1
2Φ(z);

 

②若z≥0,则FZ(z)=
1
2
(1+Φ(z))。所以z=0为间断点,故选B。

技巧专题15 统计量的方差

例题1
 

设X1,X2,…,Xn(n>2)为来自总体 N(0,σ2)的简单随机样本,􀭿X 为样本均值,记Yi=

Xi-􀭿X,i=1,2,…,n,则cov(Y1,Y1+Yn)= 。

答案
 n-2

n σ2
 

解 cov(Y1,Y1+Yn)=cov(Y1,Y1)+cov(Y1,Yn)=DY1+cov(Y1,Yn),

DY1=D(X1-􀭿X)=D 1-
1
n  X1-

1
n∑

n

j=2
Xj

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 = 1-
1
n  2DX1+

1
n2∑

n

j=2
DXj

  =
(n-1)2

n2
σ2+

1
n2
·(n-1)σ2=

n-1
n σ2。

cov(Y1,Yn)=E(Y1Yn)-EY1·EYn (EY1=E(X1-􀭿X)=0-0)

=E(Y1Yn)=E[(X1-􀭿X)(Xn-􀭿X)]
 

=E(X1Xn-X1
􀭿X-Xn

􀭿X+􀭿X2)

=E(X1Xn)-2E(X1
􀭿X)+E(􀭿X2) (对称性,即E(X1

􀭿X)=E(Xi
􀭿X)=E(Xn

􀭿X))

=0-
2
nE X21+∑

n

j=2
X1Xj +D􀭺X+(E􀭺X)2 (当EX=0时,E(X2)=DX+(EX)2=DX)

=-
2
nσ

2+
1
nσ

2=-
1
nσ

2。

所以原式=
n-1
n σ2-

1
nσ

2=
n-2
n σ2。

技巧专题16 切比雪夫不等式

例题1
 

设总体X 的分布律为
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X 0 1 2

P 1-θ θ-θ2 θ2

其中,θ未知(0<θ<1);
 

X1,X2,…,Xn 是来自总体X 的简单随机样本,其中取值为2的随机变量个

数为N,由切比雪夫不等式,P N-nθ2 < nθ  ≥ 。

答案
 

θ2

解 N~B(n,θ2),EN=nθ2,DN=nθ2(1-θ2),P N-nθ2 < nθ  ≥1-
nθ2(1-θ2)

nθ2
=θ2。

技巧专题17 依概率收敛

例题1
 

设随机变量序列X1,X2,…,Xn 独立同分布,且X1的概率密度为f(x)=
1-|x|,|x|<1
0, 其他 ,则

当n→∞时,1
n∑

n

i=1
X2i 依概率收敛于(  )。

A.
 1
8      B.

 1
6      C.

 1
3      D.

 1
2

答案
 

B

解 E(X2
1)=∫

+∞

-∞
x2f(x)dx=∫

1

-1
x21-|x|  dx=2∫

1

0
x2(1-x)dx=

1
6
,根据维纳-辛钦大数定

理,1
n∑

n

i=1
X2

i 依概率收敛于E 1
n∑

n

i=1
X2

i  =E(X2
1)=

1
6
,故选B。

技巧专题18 抽样分布

例题1
 

设X1,X2,…,Xn(n≥2)为来自总体N(0,1)的简单随机样本,􀭿X 为样本均值,S2 为样本方

差,则(  )。

A.
 

n􀭿X~N(0,1) B.
 

nS2~χ2(n)

C.
  (n-1)􀭿X

S ~t(n-1) D.
  (n-1)X2

1

∑
n

i=2
X2

i

~F(1,n-1)

答案
 

D

解 根据简单随机样本的性质,可知 X1,X2,…,Xn 相互独立且都服从N(0,1),于是有 X2
1 与

∑
n

i=2
X2

i 相互独立且都服从χ2分布,自由度分别为1与n-1,因此
X2
1

∑
n

i=2
X2

i

n-1

=
(n-1)X2

1

∑
n

i=2
X2

i

~F(1,n-1),

故选D。

  补充:
 

由于n􀭿X =∑
n

i=1
Xi ~N(0,n),故选项A错误。
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  由(n-1)S2=∑
n

i=1
Xi-􀭿X  2 ~χ2(n-1),故选项B错误。

由于􀭿X ~N 0,1n  ,故 n􀭿X ~N(0,1),(n-1)S2 ~χ2(n-1),所以 n􀭿X
(n-1)S2

n-1

=
n􀭿X
S ~

t(n-1),故选项C错误。

例题2
 

设X1,X2,…,Xn(n≥2)为来自总体N(μ,1)的简单随机样本,记􀭿X =
1
n∑

n

i=1
Xi,则下列结

论中不正确的是(  )。

A.
 

∑
n

i=1
(Xi-μ)2 服从χ2 分布       B.

 

2(Xn-X1)
2 服从χ2 分布

C.
 

∑
n

i=1
(Xi-􀭿X)2 服从χ2 分布 D.

 

n(􀭿X-μ)2 服从χ2 分布

答案
 

B

解 X~N(μ,1),Xi-μ~N(0,1)

⇒∑
n

i=1
(Xi-μ)2 ~χ2(n),选项A正确;

⇒(n-1)S2=∑
n

i=1
(Xi-􀭿X)2 ~χ2(n-1),选项C正确;

⇒􀭿X ~N μ,
1
n  ,n(􀭿X -μ)~N(0,1),n(􀭿X -μ)2 ~χ2(1),选项D正确;

⇒(Xn -X1)~N(0,2),
(Xn -X1)

2

2 ~χ2(1),选项B错误,故选B。

例题3
 

设X1,X2,…,X9 是来自正态总体X~N(μ,σ2)的简单随机样本,Y1=
1
6
(X1+X2+…+

X6),Y2=
1
3 X7+X8+X9  ,S2=

1
2∑

9

i=7
Xi-Y2  2,Z=

2Y1-Y2  
S

则统计量Z 服从(  )。

A.
 

自由度为3的t分布 B.
 

自由度为2的t分布

C.
 

自由度为3的卡方分布 D.
 

自由度为2的卡方分布

答案
 

B

解 由题设知Y1~N μ,
σ2

6  ,Y2~N μ,
σ2

3  , 

所以Y1-Y2~N 0,
σ2

2  ,即Y1-Y2
σ
2

~N(0,1)。此外

2S2

σ2
=
1
σ2∑

9

i=7
Xi-Y2  2 ~χ2(2),并且2S

2

σ2
与Y1,Y2都相互独立,所以

Y1-Y2
σ
2

与2S
2

σ2
相互独立,于

是由t分布定义知Z=
2Y1-Y2  

S =

Y1-Y2
σ
2

2S2

σ2
×
1
2

~t(2)。故选B。
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技巧专题19 离散点估计

例题1
 

设总体X 的概率分布为

X 0 1 2 3

P θ2 2θ(1-θ) θ2 1-2θ

其中,θ0<θ<
1
2  是未知参数。利用总体X 的如下样本值:

 

3,1,3,0,3,1,2,3,若a 为θ的矩估计

值,b为θ的最大似然估计值,则ab= 。

答案
 7- 13
48

解 EX=0×θ2+1×2θ(1-θ)+2θ2+3×(1-2θ)=3-4θ,θ=
1
4
(3-EX)。

θ的矩估计量为θ=14
(3-􀭿X),根据给定的样本观察值,􀭿X=

1
8×

(3+1+3+0+3+1+2+3)=

2,因此θ的矩估计值θ=14
(3-􀭿X)=

1
4
。

对于给定的样本值,似然函数为L(θ)=4θ6(1-θ)2(1-2θ)4,lnL(θ)=ln4+6lnθ+2ln(1-θ)+

4ln(1-2θ),
dlnL(θ)
dθ =

6
θ-

2
1-θ-

8
1-2θ=

24θ2-28θ+6
θ(1-θ)(1-2θ)

。

令dlnL
(θ)

dθ =0,得方程12θ2-14θ+3=0,解得θ=
7- 13
12 θ=

7+ 13
12 >

1
2  ,不合题意。于是θ

的最大似然估计值为θ=7- 13
12

,所以ab=
7- 13
48

。

技巧专题20 无驻点的似然估计

例题1
 

设总体X 的概率密度为f(x;a,b)=
1

b-a
, x∈[a,b]

0, 其他

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,则(  )。

①
 

a 的极大似然估计a=min(x1,x2,…,xn)

②
 

b的极大似然估计b=max(x1,x2,…,xn)

A.
 

①与②均正确         B.
 

①错误②正确

C.
 

①正确②错误 D.
 

①与②均错误

答案
 

A

解 L(a,b)=
1

(b-a)n
,lnL(a,b)=-nln(b-a),此函数为单调函数,所以这种方法不适用。因此,

应按定义求出使似然函数L 到最大值的a 和b。由于L(a,b)=
1

(b-a)n
,a 的取值范围为(-∞,min

(x1,x2,…,xn)],b 的 取 值 范 围 为 [max(x1,x2,…,xn),+ ∞),故 只 要 选 取 a =

min(x1,x2,…,xn),b=max(x1,x2,…,xn),就能使L(a,b)在a,b 处达到最大值,它们就是a 和b
的极大似然估计,故选A。
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技巧专题21 中心极限定理

例题1
 

设X1,X2,…,Xn 为来自总体X 的简单随机样本,其中P(X=0)=P(X=1)=
1
2
,Φ(x)表

示标准正态分布函数,则利用中心极限定理可得P ∑
100

i=1
Xi ≤55  的近似值为(  )。

A.
 

1-Φ(1)   B.
 

Φ(1) C.
 

1-Φ(2)   D.
 

Φ(2)

答案
 

B

解 由题意EX=
1
2
,DX=

1
4
,E ∑

100

i=1
Xi  =100EX =50,D ∑

100

i=1
Xi  =100DX =25。由中心极限定

理知∑
100

i=1
Xi ~N(50,25),有P ∑

100

i=1
Xi ≤55  =P ∑

100

i=1
Xi-50

5 ≤
55-50
5  =Φ(1),故选B。

技巧专题22 置信区间(仅数学一)

例题1
 

假定机床加工轴的平均椭圆度服从正态分布,现从一台机床加工的轴中随机抽取200根,测

量其椭圆度。由测量值计算平均值x-=0.081mm,标准差S=0.025mm,给定置信度为0.95,此机床

加工的轴的平均椭圆度的置信度为0.95的置信区间为 。
(提示:

 

Z0.025=1.96。)

答案
 

(0.078,0.084)

解 依题意,设n=200,1-α=0.95,故
α
2=0.025

,查标准正态分布表得Zα
2
=1.96。于是置信下限

为x--
S
n
×Zα

2
=0.081-1.96×

0.025
200

=0.078,置信上限为x-+
S
n
×Zα

2
=0.081+1.96×

0.025
200

=

0.084,故此机床所加工的轴的平均椭圆度的置信区间是(0.078,0.084)。

技巧专题23 假设检验(仅数学一)

例题1
 

设总体X 服从正态分布N(μ,σ2),X1,X2,…,Xn 是来自总体X 的简单随机样本,据此样

本检测,假设 H0:
 

μ=μ0,H1:
 

μ≠μ0,则(  )。
A.

 

如果在检验水平α=0.05下拒绝 H0,那么在检验水平α=0.01下必拒绝 H0
 

B.
 

如果在检验水平α=0.05下拒绝 H0,那么在检验水平α=0.01下必接受 H0
 

C.
 

如果在检验水平α=0.05下接受 H0,那么在检验水平α=0.01下必拒绝 H0
 

D.
 

如果在检验水平α=0.05下接受 H0,那么在检验水平α=0.01下必接受 H0

答案
 

D

解 统计量
 

􀭿X-μ0
σ
n

~N(0,1),在检验水平α=0.05下接受域为

􀭿X-μ0
σ
n

<μ0.025,解得接受域的区间为

􀭿X-μ0.025
σ
n
,􀭿X+μ0.025

σ
n  ,在检验水平α=0.01下接受域的区间为 􀭿X-μ0.005 σ

n
,􀭿X+μ0.005

σ
n 。

由于μ0.025<μ0.005,α=0.01下接受域的区间包含了α=0.05下接受域的区间,故选D。
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例题2
 

设X1,X2,…,Xn 是来自正态总体N(μ,σ2)的简单随机样本,其中参数μ 和σ2 未知,记

􀭿X =
1
n∑

n

i=1
Xi,Q

2=∑
n

i=1
Xi-􀭿X  2,则假设 H0:

 

μ=0的t检验使用统计量t= 。

答案
 
􀭿X
Q n(n-1)

解 该题是属于正态总体方差未知的关于期望值μ 的假设检验问题,据此应该选取t检验的统计量

是t=
􀭿X -μ0

S
n

=
􀭿X

1
n(n-1)∑

n

i=1
Xi-􀭿X  2

,经过化简得t=
􀭿X
Q n(n-1)。

例题3
 

设X1,X2,…,X16是来自总体N(μ,4)的简单随机样本,考虑假设检验问题 H0:
 

μ≤10,H1:
 

μ>10。Φ(x)表示标准正态分布函数,若该检验问题的拒绝域为W={􀭿X≥11},其中􀭿X =
1
16∑

16

i=1
Xi,则

μ=11.5时,该检验犯第二类错误的概率为(  )。

A.
 

1-Φ(0.5)    B.
 

1-Φ(1)    C.
 

1-Φ(1.5)    D.
 

1-Φ(2)

答案
 

B

解 所求概率为P{􀭿X<11},􀭿X~N 11.5,
1
4  ,P{􀭿X<11}=P 􀭿X-11.51

2

≤
11-11.5
1
2

 =1-Φ(1),故
选B。


