
本章的知识网络框图:
 

在数学形式上,对向量进行线性变换就是用矩阵与之相乘.
 

本章研究几类典

型线性变换及其矩阵的性质,包括正交矩阵与正交变换、酉矩阵与酉变换、幂等矩

阵与投影变换、对称矩阵与对称变换、Hermite矩阵与 Hermite变换、正规矩阵与

正规变换等,在此基础上给出应用实例.
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3.1 正交矩阵与正交变换、酉矩阵与酉变换

3.1.1 正交矩阵和酉矩阵

  定义3.1.1 设E 是单位阵,若n 阶实矩阵A 满足

ATA=AAT=E,

则称A 是正交矩阵,记为A∈En×n.
若A,B∈En×n,则有如下性质:

 

(1)
  

A-1=AT∈En×n.
(2)

  

detA=±1,即正交矩阵的行列式是+1或-1.
(3)

  

AB,BA∈En×n,即正交矩阵的乘积仍为正交矩阵.
(4)

  

正交矩阵的特征值是±1,特征向量互相正交.
定义3.1.2 设复矩阵A=(aij)m×n∈CC

m×n,􀭺A 是以A 的元素的共轭复数为

元素的矩阵,即􀭺A=(aij)m×n,令AH=(􀭺A)T,称AH 为A 的复共轭转置矩阵.
 

不难证明复共轭转置具有如下性质:
 

(1)
  

(A+B)H=AH+BH;
 

(2)
  

(kA)H=k
-
AH;

 

(3)
  

(AB)H=BHAH;
 

(4)
  

(AH)H=A;
 

(5)
  

(AH)-1=(A-1)H,当A 可逆时.
定义3.1.3 设E 是单位矩阵,若n 阶复矩阵A 满足

AHA=AAH=E,

则称A 是酉矩阵,记为A∈Un×n.
酉是英文Unitary的音译,酉矩阵也称为幺正矩阵.

 

若A,B∈Un×n,则有如下性质:
 

(1)
  

A-1=AH∈Un×n,即酉矩阵的逆为其复共轭转置矩阵;
 

(2)
  

|detA|=1,即酉矩阵的行列式的模为1;
 

(3)
  

AT∈Un×n;
 

(4)
  

AB,BA∈Un×n,即酉矩阵的乘积仍为酉矩阵;
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(5)
  

酉矩阵的特征值的模为1,特征向量互相正交.
例3.1.1 设α∈CCn,且αHα=1,豪斯霍尔德变换的矩阵为

H =E-2ααH ∈CCn×n,

试证明H 是酉矩阵.
证:

 

由复共轭转置的性质,有

HHH =(E-2ααH)H(E-2ααH)=(E-2ααH)(E-2ααH)

=E-4ααH+4ααHααH=E,

故H 是酉矩阵. ■
前面介绍了酉矩阵的性质,下述定理给出了如何构造酉矩阵.
定理3.1.1 设A∈CCn×n,则A 是酉矩阵(正交矩阵)的充要条件是A 的n 个

列(行)向量是标准正交向量组.
证:

 

(1)
 

必要性
  

将A∈CCn×n 按列分块,设A=[α1,α2,…,αn],则

AH=

αH1

αH2
︙

αHn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

若A∈Un×n,则有AHA=E,于是

αH1

αH2
︙

αHn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

[α1,α2,…,αn]=E,

展开可得

αH1α1 αH1α2 … αH1αn

αH2α1 αH2α2 … αH2αn

︙ ︙ ⋱ ︙

αHnα1 αHnα2 … αHnαn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

1

1

⋱

1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

比较矩阵对应元素可得

αHiαj =δij (i,j=1,2,…,n),
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故列向量组α1,α2,…,αn 是标准正交向量组.类似可证A 的行向量组也是标准正

交向量组.
(2)

 

充分性
  

若α1,α2,…,αn 是标准正交向量组,则有

αHiαj =δij (i,j=1,2,…,n),

于是

αH1

αH2
︙

αHn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

[α1,α2,…,αn]=E,

即

AHA=E,

类似可证AAH=E.因此,A 是酉矩阵.
 

■

定义3.1.4 若α1,α2,…,αr 为n 维标准正交列向量组(r<n),则称n×r矩

阵U1=(α1,α2,…,αr)为次酉矩阵,记为U1∈U
n×r
r .

定理3.1.2 次酉矩阵U1∈U
n×r
r 的充要条件为UH

1U1=Er.

3.1.2 正交变换和酉变换

定义3.1.5 设V 是n 维欧氏空间,σ是V 的线性变换,若∀α,β∈V,都有

(σ(α),σ(β))=(α,β),

则称σ是V 的正交变换.
定义3.1.6 设V 是n 维酉空间,σ是V 的线性变换,若∀α,β∈V,都有

(σ(α),σ(β))=(α,β),

则称σ是V 的酉变换.
定理3.1.3 设σ是欧氏空间(酉空间)V 的线性变换,则下列命题等价:

 

(1)
  

σ是正交变换(酉变换);
 

(2)
  

‖σ(α)‖=‖α‖,∀α∈V;
 

(3)
  

变换前后两向量夹角保持不变;

(4)
  

σ将V 的标准正交基变换到标准正交基;
 

(5)
  

σ在标准正交基下的矩阵是正交矩阵(酉矩阵).
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证 (1)⇒(2)
 

‖σ(α)‖= (σ(α),σ(α))= (α,α)=‖α‖,∀α∈V.
(2)⇒(1)

 

由(2),有

(σ(α+β),σ(α+β))=(α+β,α+β),

(σ(α+iβ),σ(α+iβ))=(α+iβ,α+iβ),

由于σ是线性变换,因此根据内积性质展开第一个式子,得

左端=(σ(α),σ(α))+(σ(α),σ(β))+(σ(β),σ(α))+(σ(β),σ(β))

右端=(α,α)+(α,β)+(β,α)+(β,β)

而由(2),有(σ(α),σ(α))=(α,α),(σ(β),σ(β))=(β,β),因此有

(σ(α),σ(β))+(σ(β),σ(α))=(α,β)+(β,α),

同理可得

(σ(α),σ(β))-(σ(β),σ(α))=(α,β)-(β,α),

将以上两式相加,得

(σ(α),σ(β))=(α,β),

即σ是正交变换(酉变换).
(1)(2)⇒(3)

 

两非零向量α和β变换前的夹角为

θ1=arccos
(α,β)

‖α‖‖β‖
变换后的σ(α)和σ(β)的夹角为

θ2=arccos
(σ(α),σ(β))

‖σ(α)‖‖σ(β)‖
由(1),这两个夹角的分子相同,由(2),这两个夹角的分母相同,故θ1=θ2.

(1)⇒(4)
 

设α1,α2,…,αn 是V 的标准正交基,故

(αi,αj)=δij (i,j=1,2,…,n),

若σ是酉变换,则有

(σ(αi),σ(αj))=(αi,αj)=δij,

故σ(α1),σ(α2),…,σ(αn)仍是V 的标准正交基.
(4)⇒(1)

 

设α1,α2,…,αn 与σ(α1),σ(α2),…,σ(αn)都是V 的标准正交基,

∀α,β∈V 且

α=x1α1+x2α2+…+xnαn,

β=y1α1+y2α2+…+ynαn,
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则

σ(α)=x1σ(α1)+x2σ(α2)+…+xnσ(αn),

σ(β)=y1σ(α1)+y2σ(α2)+…+ynσ(αn),

由内积运算性质,有

(σ(α),σ(β))=x1y-1+x2y-2+…+xny-n =(α,β),

即σ是正交变换(酉变换).
(4)⇒(5)

 

设α1,α2,…,αn 与σ(α1),σ(α2),…,σ(αn)都是V 的标准正交基,

A=(aij)n×n 是σ在基α1,α2,…,αn 下的矩阵,现证A 为正交矩阵(酉矩阵).
由

(σ(α1),σ(α2),…,σ(αn))=(α1,α2,…,αn)A,

且∀i,j(i,j=1,2,…,n)

σ(αi)=a1iα1+a2iα2+…+aniαn,

σ(αj)=a1jα1+a2jα2+…+anjαn,

于是

δij =(σ(αi),σ(αj))= ∑
n

k=1
akiαk,∑

n

h=1
ahjαh 

=∑
n

k=1
∑
n

h=1
akia-hj(αk,αh)

=∑
n

k=1
∑
n

h=1
akia-hjδkh

=∑
n

k=1
akia-kj.

即A 的第i列和第j列的内积为δij,因此A 的列向量是标准正交向量组,A 为正

交矩阵(酉矩阵).
(5)⇒(4)

 

设σ在标准正交基α1,α2,…,αn 下的矩阵A=(aij)n×n 是正交矩阵

(酉矩阵),即有

∑
n

k=1
akia-kj =δij (i,j=1,2,…,n)

因

(σ(α1),σ(α2),…,σ(αn))=(α1,α2,…,αn)A,
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从而∀i,j(i,j=1,2,…,n),有

(σ(αi),σ(αj))= ∑
n

k=1
akiαk,∑

n

h=1
ahjαh =∑

n

k=1
akia-kj =δij

即σ(α1),σ(α2),…,σ(αn)也是标准正交基. ■
根据命题(2),酉变换也可称为等距变换.

 

这是因为

d(α,β)=‖α-β‖=‖σ(α-β)‖

=‖σ(α)-σ(β)‖

=d(σ(α),σ(β)).
即向量α,β之间的距离在线性变换σ下保持不变.

3.1.3 正交变换、酉变换实例

1.
 

正交矩阵(酉矩阵)乘以向量是正交变换(酉变换)

  在酉空间CCn 中,对任意X∈CCn,作变换T:
 

T(X)=AX,

其中,n 阶方阵A 为酉矩阵,则

(T(X1),T(X2))=(AX1,AX2)=XH
2A

HAX1=XH
2X1=(X1,X2),

所以变换T 是一个酉变换.

图3.1.1 向量的旋转

显然,若欧氏空间RRn 中的方阵A 为正交矩

阵,令T(X)=AX,则T 是一个正交变换.

2.
  

旋转变换

以RR2 空间的旋转变换为例.
 

如图3.1.1所

示,设向量 OP→ 的长度为r,辐角为φ.将向量

OP→ 逆时针旋转θ角,变为向量OP'→.
若点 P 的坐标是(x,y),点 P'的坐标是

(x',y'),则有

x=rcosφ
 

y=rsinφ ,

x'=rcos(φ+θ)=rcosφcosθ-rsinφsinθ=xcosθ-ysinθ
 

y'=rsin(φ+θ)=rcosφsinθ+rsinφcosθ=xsinθ+ycosθ ,



82   

  可用矩阵乘法表示为

x'

y'
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

cosθ -sinθ

sinθ cosθ
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 x

y

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

  因此该旋转变换的矩阵为2阶矩阵

R(θ)=
cosθ -sinθ

sinθ cosθ
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 .

容易验证这是一个正交矩阵.
 

对应的线性变换为将xOy 平面上的向量OP→ 绕坐标

原点旋转θ角变为向量OP'→,因此该变换称为旋转变换.
例3.1.2 3阶矩阵

Rx(θ)=

1 0 0

0 cos
 

θ -sin
 

θ

0 sin
 

θ cos
 

θ

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

是正交矩阵,它表示三维空间中的向量绕x 轴的旋转变换.

3.2 幂等矩阵与投影变换

3.2.1 幂等矩阵

  定义3.2.1 设A∈CCn×n,若

A2=A,

则称A 是幂等矩阵.
例如,单位矩阵E 是幂等矩阵.

 

此外,容易验证下面几种n 阶方阵都是幂等

矩阵.

(1)
 

A=
Er A1

0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ∈CCn×n, A1∈CC

r×(n-r);
 

(2)
 

A=
Er 0

A2 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ∈CCn×n, A2∈CC

(n-r)×r;
 

(3)
 

A=
Er 0

0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ∈CCn×n.

用符号FFm×n
r 、RRm×n

r 、CCm×n
r 分别表示元素在数域FF、实数域RR、复数域CC中的秩
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为r的m×n 矩阵集合.
定理3.2.1 设A∈CCn×n 且A2=A,则

(1)
  

AT,AH,E-A,E-AT,E-AH 都是幂等矩阵;
 

(2)
  

A(E-A)=(E-A)A=0.
证 (1)

 

(AH)2=AHAH=(AA)H=(A2)H=AH.
故AH 是幂等矩阵,同理可证AT 是幂等矩阵.

(E-A)2=E-2A+A2=E-2A+A=E-A.
故E-A 是幂等矩阵.
(E-AH)2=E-2AH+(AH)2=E-2AH+AHAH=E-2AH+(A2)H

=E-2AH+AH=E-AH.
故E-AH 是幂等矩阵,同理可证E-AT 是幂等矩阵.

(2)
   

A(E-A)=A-A2=A-A=0.
(E-A)A=A-A2=A-A=0.

3.2.2 正交补与正交投影变换

与几何学中的正交(垂直)概念相似,酉空间(欧氏空间)也存在子空间正交的

概念.
定义3.2.2 设V1 和V2 是n 维酉空间V 的子空间,若对于任意x∈V1,y∈

V2,都有(x,y)=0,则称子空间V1 与V2 是正交的,记为V1⊥V2.

图3.2.1 例3.2.1图示

例3.2.1 如图3.2.1所示,设V 是三维几何空

间,线性子空间V1 是z 轴,线性子空间V2 是xOy 平

面,则可以证明V1⊥V2.
例3.2.2 设α1,α2,α3,α4,α5 是线性空间V 的一

组标准正交基,若V1=span{α1,α2},V2=span{α3,α4,

α5},则可以证明V1⊥V2.
定理3.2.2 设V1 和V2 是n 维酉空间V 的两个正交子空间,则

 

(1)
  

V1∩V2={0};
 

(2)
  

dim(V1+V2)=dim
 

V1+dim
 

V2.
证:

 

(1)
 

设x∈V1∩V2,由x∈V1,由子空间正交的定义可知,对任意y∈V2,

都有(x,y)=0,又因x∈V2,因此取y=x,则(x,x)=0,于是x=0.
 

根据x 的任意
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性可得V1∩V2={0}.
(2)

  

由维数公式和(1)可得.
定义3.2.3 若子空间V1 和V2 正交,则V1+V2 称为V1 与V2 的正交和,记

为V1 V2.
下述定理给出了矩阵的核(值域)与其复共轭转置的值域(核)之间的关系.

 

定理3.2.3 设A∈CCm×n,则

(1)
  

N(A) R(AH)=CCn;
 

(2)
  

R(A) N(AH)=CCm.
证:

 

(1)
 

设x∈N(A),y∈R(AH),则Ax=0,y=AHz,其中z∈CCm,则
(x,y)=yHx=zHAx=0,

故N(A)⊥R(AH).
又

dimN(A)+dimR(AH)=(n-rankA)+rankA=n,

因此

N(A) R(AH)=CCn.

  类似可得(2). ■
定义3.2.4 设n 维酉空间V 的子空间V1 和V2 满足V1 V2=V,则称V1

为V2 的正交补,记为(V2)⊥,或

V1=(V2)⊥={α|(α,β)=0,∀β∈V2}.
  显然,若V1 是V2 的正交补,则V2 也是V1 的正交补.

定理3.2.4 设V1 是n 维酉空间V 的子空间,则存在唯一的子空间V2,使得

V1 V2=V.

  证明略.
例3.2.3 已知α1=(1,0,1,1)

T,α2=(0,1,1,2)
T,W=span{α1,α2},求W

的正交补.
分析 取A=(α1,α2),本题实际是求R(A)的正交补,由定理3.2.3(2)的结

论,R(A)的正交补是N(AH).
解:

 

取A=(α1,α2),则

AH=
αH1

αH2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁 =

1 0 1 1

0 1 1 2
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,
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可求得线性方程组AHx=0的基础解系为

ξ1=(-1,-1,1,0)T, ξ2=(-1,-2,0,1)T,

则spanξ1,ξ2  就是W 的正交补.

定义3.2.5 设S T=V,若对V 中任何向量α=x+y,其中x∈S,y∈T,

线性变换σ:
 

V→V 由下式确定:
 

σ(α)=x,

则称σ是由V 到S 的正交投影.
定理3.2.5 设τ是n 维酉空间(欧氏空间)V 到r维子空间S 的正交投影,则

τ在V 的标准正交基下的矩阵PS 满足

PS =U1U
H
1,

其中,次酉矩阵U1∈U
n×r
r .

证 分两步证明.
(1)

  

设α1,α2,…,αr 是S 的一个标准正交基,且α1,α2,…,αr,…,αn 是V 的

一个标准正交基,则τ在α1,α2,…,αr,…,αn 下的矩阵表示为

P1=

1 0 0 … 0

1 0 0 … 0

⋱ ︙ ⋱ ︙

0 0 … 1 0 … 0

0 0 … 0 0 … 0
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … 0 0 … 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

1 … 0
︙ ⋱ ︙

0 … 1

0 … 0
︙ ⋱ ︙

0 … 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

1 … 0
︙ ⋱ ︙

0 … 1

0 … 0
︙ ⋱ ︙

0 … 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

H

=
Er

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

Er

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

H

.

其中,Er 是r阶单位阵.
(2)

  

设γ1,γ2,…,γn 是V 的任意一个标准正交基,且由γ1,γ2,…,γn 到基

α1,α2,…,αn 的过渡矩阵为P,即

(γ1,γ2,…,γn)P=α1,α2,…,αn,

则τ在γ1,γ2,…,γn 下的矩阵表示PS 满足P-1PSP=P1,即

PS =PP1P-1.



86   

  由定理3.1.2可知P 是酉矩阵,有P-1=PH,故

PS =PP1P
H=P

Er

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

Er

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

H

PH= P
Er

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  P

Er

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  

H

.

由于

α1,α2,…,αn =(γ1,γ2,…,γn)P

=(γ1,γ2,…,γn)

p11 p12 … p1r … p1n

p21 p22 … p2r … p2n
︙ ︙ ⋱ ︙ ⋱ ︙

pn1 pn2 … pnr … pnn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

则有

P
Er

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 =

p11 p12 … p1r

p21 p22 … p2r
︙ ︙ ⋱ ︙

pn1 pn2 … pnr

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=U1,

而U1∈U
n×r
r 的r个列向量是子空间S 的标准正交基α1,α2,…,αr 在V 的标准正

交基γ1,γ2,…,γn 下的坐标向量.
 

所以,PS=U1U
H
1,U1∈U

n×r
r . ■

推论 PH
S=PS=P

2
S.

3.3 对称变换、Hermite变换及其矩阵

3.3.1 对称变换与对称矩阵

  定义3.3.1 设σ是欧氏空间V 的一个线性变换,如果对任意的α,β∈V 都

有(σ(α),β)=(α,σ(β)),则称σ为V 的一个对称变换.
定义3.3.2 设σ是欧氏空间V 的一个线性变换,如果对任意的α,β∈V 都

有(σ(α),β)=-(α,σ(β)),则称σ为V 的一个反对称变换.
例3.3.1 设W 是欧氏空间V 的一个子空间,试证明V 在W 上的正交投影

变换P 是一个对称变换.
证:

 

任取α,β∈V,设

α=α1+α2, α1∈W, α2∈W ⊥,
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β=β1+β2, β1∈W, β2∈W ⊥,

由正交投影的定义可知P(α)=α1,P(β)=β1,那么

(P(α),β)=(α1,β1+β2)=(α1,β1)+(α1,β2)=(α1,β1),

(α,P(β))=(α1+α2,β1)=(α1,β1)+(α2,β1)=(α1,β1),

于是(P(α),β)=(α,P(β)),故P 是一个对称变换. ■
定理3.3.1 设σ是欧氏空间V 的一个对称变换,如果W 是σ的不变子空间,

那么W ⊥也是σ的不变子空间.
证:

 

任取α∈W ⊥,需证明σ(α)∈W ⊥.
 

对任意的β∈W 有σ(β)∈W,那么

(σ(β),α)=0,又σ是V 的一个对称变换,故

(σ(β),α)=(β,σ(α))=0.
这表明σ(α)∈W ⊥. ■

同理可得定理3.3.2.
定理3.3.2 设σ是欧氏空间V 的一个反对称变换,如果W 是σ的不变子空

间,那么W ⊥也是σ的不变子空间.
定理3.3.3 欧氏空间V 的线性变换σ是对称变换的充要条件是σ在V 的任

意一个标准正交基下的矩阵是对称矩阵.
证:

 

①
 

必要性 任取V 的一个标准正交基α1,α2,…,αn,σ在该标准正交基下

对应的矩阵为A=(aij)n×n,则由

(σ(α1),σ(α2),…,σ(αn))=(α1,α2,…,αn)A,

有

σ(αi)=a1iα1+a2iα2+…+aniαn,
 

 (σ(αi),αj)=aji,

σ(αj)=a1jα1+a2jα2+…+anjαn,
 

 (σ(αj),αi)=aij.

  由于σ是对称变换,所以

aji=(σ(αi),αj)=(αi,σ(αj)),

aij =(σ(αj),αi)=(αi,σ(αj)),

故aij=aji,这表明A 是对称矩阵.

②
 

充分性 设线性变换σ在V 的一个标准正交基α1,α2,…,αn 下的矩阵A
是对称矩阵,任取α,β∈V,且在α1,α2,…,αn 下的坐标分别为X 和Y,即

α=(α1,α2,…,αn)X,

β=(α1,α2,…,αn)Y.
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于是有

σ(α)=σ(α1,α2,…,αn)X=(α1,α2,…,αn)AX,

σ(β)=σ(α1,α2,…,αn)Y=(α1,α2,…,αn)AY,

(α,β)=((α1,α2,…,αn)X,(α1,α2,…,αn)Y)=XTY,

所以

(σ(α),β)=((α1,α2,…,αn)AX,(α1,α2,…,αn)Y)

(AX)TY=XTATY=XTAY=(α,σ(β)),

这表明σ是V 的对称变换. ■
同理可得定理3.3.4.
定理3.3.4 欧氏空间V 的线性变换σ是反对称变换的充要条件是σ在V 的

任意一个标准正交基下的矩阵是反对称矩阵.
在线性代数课程中已经证明:

 

对n 阶实对称矩阵A,一定有n 阶正交矩阵Q,

使Q-1AQ 为对角阵,即实对称矩阵一定可以用正交矩阵相似对角化,因此欧氏空

间的对称变换是可对角化的线性变换.
例3.3.2 在RR3 中,设u 为过直角坐标系原点的平面π的单位法向量,变换T

定义为

T(α)=α-2(u,α)u, α∈RR3,

  容易验证:
 

对任意α,β∈RR3,任意k,l∈RR,都有

T(kα+lβ)=kT(α)+lT(β),

(T(α),T(β))=(α,β),

(T(α),β)=(α,T(β)).
因此,T 既是正交变换又是对称变换,称其为镜面反射.

3.3.2 Hermite矩阵与Hermite变换

定义3.3.3 设A∈CCn×n,若AH=A,则称A 为 Hermite矩阵,若AH=-A,

则称A 为反Hermite矩阵.
对n 阶矩阵A,有

(1)
  

AH=A⇔aij=aji⇔Re(aij)=Re(aji),Im(aij)=-Im(aji);
 

(2)
  

AH=-A⇔aij=-aji⇔Re(aij)=-Re(aji),Im(aij)=Im(aji).



89   

以上两式中,i,j=1,2,…,n.
由定义,一个Hermite矩阵的复共轭转置就是它自己,因此Hermite矩阵也称

为自共轭矩阵.
 

Hermite音译为“厄米特”或“埃尔米特”.
例如,矩阵

A=
1 2+3i

2-3i 4
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 , B=

4 1-i 2+3i

1+i 6 5+i

2-3i 5-i 8

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

是Hermite矩阵.
矩阵

A=

5i -1-i 4+3i

1-i 6i -2

-4+3i 2 7i

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

, B=

-3i -1+i 2-3i

1+i 2i -1-i

-2-3i 1-i 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

是反Hermite矩阵.
由定义可知,Hermite矩阵的主对角元素一定是实数,反 Hermite矩阵的主对

角元素一定是0或纯虚数.
若Hermite矩阵A 的元素都是实数,则A 就是实对称矩阵,因此 Hermite矩

阵是实对称矩阵的推广.
 

通常Hermite矩阵不对称,除非所有元素均为实数.
容易证明Hermite矩阵具有如下性质:

 

(1)
  

若A 和B 是Hermite矩阵,则A+B 也是Hermite矩阵.
(2)

  

若A 和B 是Hermite矩阵且AB=BA,则AB 也是Hermite矩阵.
(3)

  

若A 是Hermite矩阵且可逆,则其逆矩阵A-1 也是Hermite矩阵.
(4)

  

若A 是Hermite矩阵,对n∈ZZ+,则An 也是Hermite矩阵.
(5)

  

方阵A 与其共轭转置的和是Hermite矩阵.
(6)

 

Hermite矩阵的特征值一定是实数.
齐次式是指合并同类项后每一项关于未知量的次数都相等的多项式.

 

例如,

3x+2y、x-2y 的各项都是1次的,称为一次齐次式,3x2-2xy+y2、x2+xy 的

各项都是2次的,称为二次齐次式.
 

线性代数中的二次型就是二次齐次式.
定义3.3.4 设A 是n 阶 Hermite矩阵,x=(x1,x2,…,xn)

T 是任意一个n
维复向量,称

f(x)=xHAx
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为 Hermite二次齐式,也称为 Hermite二次型.
由定义可知f(x)是1×1维矩阵,即其值是一个数.

 

对任意n 维复向量x,

Hermite二次型f(x)的值总是实数,这是因为

f(x)=xHAx=xTAx=(xTAx)T=xHAHx=xHAx=f(x).

  定义3.3.5 给定Hermite二次型

f(x)=xHAx,

其中,x=(x1,x2,…,xn)
T,如果对任意一组不全为0的复数x1,x2,…,xn,都有

f(x)>0(≥0),则称 该 Hermite二次型是 正定的(半正定的),并称对应的

Hermite矩阵A 是正定的(半正定的).
 

如果对任意一组不全为0的复数x1,

x2,…,xn,都有f(x)<0(≤0),则称该 Hermite二次型是负定的(半负定的),并

称对应的Hermite矩阵A 是负定的(半负定的).
显然,若Hermite二次型f(x)是正定的(负定的),则-f(x)是负定的(正定

的).
定理3.3.5 对于Hermite二次型f(x)=xHAx,x∈CCn,下列命题等价:

 

(1)
  

f(x)是正定的,A 是正定的.
(2)

  

对于任意n 阶可逆矩阵P,都有PHAP 为正定矩阵.
(3)

  

A 的n 个特征值全大于零.
定理3.3.6 对于Hermite二次型f(x)=xHAx,x∈CCn,下列命题等价:

 

(1)
  

f(x)是半正定的,A 是半正定的.
(2)

  

对于任意n 阶可逆矩阵P,都有PHAP 为半正定矩阵.
(3)

  

A 的n 个特征值全是非负实数.
从欧氏空间的对称变换往复数域推广,可以定义酉空间的Hermite变换.
定义3.3.6 设V 是一个酉空间,σ是V 的一个线性变换,若∀α,β∈V,都有

(σ(α),β)=(α,σ(β)),

则称σ是V 的一个 Hermite变换.
定义3.3.7 设V 是一个酉空间,σ是V 的一个线性变换,若∀α,β∈V,都有

(σ(α),β)=-(α,σ(β)),

则称σ是V 的一个反Hermite变换.
由定义可见,酉空间中的反 Hermite变换与欧氏空间中的反对称变换形式

相同.
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定理3.3.7 酉空间V 的线性变换σ是Hermite变换的充要条件是σ在V 的

任意一个标准正交基下的矩阵是Hermite矩阵.

证:
 

①
 

必要性 任取V 的一个标准正交基α1,α2,…,αn,σ在该标准正交基下

对应的矩阵为A=(aij)n×n,则由

(σ(α1),σ(α2),…,σ(αn))=(α1,α2,…,αn)A

有

σ(αi)=a1iα1+a2iα2+…+aniαn,
 

 (σ(αi),αj)=aji,

σ(αj)=a1jα1+a2jα2+…+anjαn,
 

 (σ(αj),αi)=aij.

  由于σ是Hermite变换,所以

aji=(σ(αi),αj)=(αi,σ(αj)),

aij =(σ(αj),αi)=(αi,σ(αj)),

故aji=aij,这表明A=AH,即A 是Hermite矩阵.

②
 

充分性 设线性变换σ在V 的一个标准正交基α1,α2,…,αn 下的矩阵A

是Hermite矩阵,即A=AH,任取α,β∈V,且在α1,α2,…,αn 下的坐标分别为X

和Y,即

α=(α1,α2,…,αn)X,

β=(α1,α2,…,αn)Y.

于是有

σ(α)=σ(α1,α2,…,αn)X=(α1,α2,…,αn)AX,

σ(β)=σ(α1,α2,…,αn)Y=(α1,α2,…,αn)AY,

(α,β)=((α1,α2,…,αn)X,(α1,α2,…,αn)Y)=Y
HX,

所以

(σ(α),β)=((α1,α2,…,αn)AX,(α1,α2,…,αn)Y)

=YHAX=YHAHX=(AY)HX=(α,σ(β)),

这表明σ是V 的Hermite变换. ■

定理3.3.8 酉空间V 的线性变换σ是反Hermite变换的充要条件是σ在V

的任意一个标准正交基下的矩阵是反Hermite矩阵.
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3.4 正规矩阵与正规变换

3.4.1 正规矩阵

  定义3.4.1 设A∈CCn×n,若AAH=AHA,则称A 为正规矩阵.
定义3.4.2 设A∈RRn×n,若AAT=ATA,则称A 为实正规矩阵.
显然,对角阵、Hermite矩阵、反 Hermite矩阵、酉矩阵是正规矩阵,实对称矩

阵、实反对称矩阵、正交矩阵是实正规矩阵.
定义3.4.3 设A,B∈CCn×n,若存在U∈Un×n,使

UHAU=U-1AU=B,

则称A 酉相似于B.
定义3.4.4 设A,B∈RRn×n,若存在U∈En×n,使

UTAU=U-1AU=B,

则称A 正交相似于B.
酉相似和正交相似符合矩阵相似的定义,且相似因子U 是酉矩阵或正交矩阵.
引理3.4.1(Schur引理) 任何一个n 阶方阵A∈CCn×n 都酉相似于一个n 阶

上三角阵.
引理3.4.2 设A 是正规矩阵,则与A 酉相似的矩阵都是正规矩阵.
请读者按定义证明.
引理3.4.3 设A 是正规矩阵,且A 是三角矩阵,则A 是对角阵.
证:

 

设

A=

a11 a12 … a1n

a22 … a2n

⋱ ︙

ann

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, AH=

a-11

a-12 a-22
︙ ⋱

a1n a-2n … a-nn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

代入AAH=AHA,比较等式两端矩阵主对角线上的元素,可得n 个等式:
 

a11a-11+a12a-12+…+a1na-1n =a-11a11,

a22a-22+…+a2na-2n =a-12a12+a-22a22,

︙
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anna-nn =a-1na1n +a-2na2n +…+a-nnann.

  由第一个等式,有a12a-12+a13a-13+…+a1na-1n=0,又aija-ij=|aij|
2≥0,可

得a12a-12=a13a-13=…=a1na-1n=0,将此结果再代入第二个等式,以此类推直至

第n 个等式,可得:
 

当i≠j时,aij=0,即A 是对角阵. ■

定理3.4.1(正规矩阵的结构定理) 设A∈CCn×n,则A 是正规矩阵的充要条

件是存在U∈Un×n,使

UHAU=diag(λ1,λ2,…,λn),

其中λ1,λ2,…,λn 是A 的特征值.

证:
 

①
 

必要性 根据Schur引理知,存在U∈Un×n,使得

UHAU=B(上三角阵),

根据引理3.4.2知,B 是正规矩阵,又根据引理3.4.3知,B 是对角阵.

②
 

充分性 因为对角阵diag(λ1,λ2,…,λn)是正规矩阵,由引理3.4.2,A 是

正规矩阵. ■
由定理3.4.1可知:

 

正规矩阵的本质是可以对角化.
推论3.4.1 设A 是正规矩阵,λi 是A 的特征值,对应的特征向量是x,则λi

是AH 的特征值,其对应的特征向量是x.
将定理3.4.1中的等式两端取复共轭转置,可得该推论.
推论3.4.2 n 阶正规矩阵A 有n 个线性无关的特征向量.
证:

 

设A 是n 阶正规矩阵,λi(i=1,2,…,n)是A 的特征值,则存在U∈

Un×n,使

UHAU=

λ1

λ2

⋱

λn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

  设U 的列向量组为α1,α2,…,αn,则有

A(α1,α2,…,αn)=(α1,α2,…,αn)

λ1

λ2

⋱

λn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.
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即(Aα1,Aα2,…,Aαn)=(λ1α1,λ2α2,…,λnαn),可得

Aαi=λiαi (
 

i=1,2,…,n).
又由于α1,α2,…,αn 是酉矩阵U 的列向量组,所以α1,α2,…,αn 一定是线性无关

向量组,且αi(i=1,2,…,n)都是非零的,由上式可知αi 是A 的属于特征值λi 的

特征向量(i=1,2,…,n),即n 阶正规矩阵A 有n 个线性无关的特征向量. ■
定义3.4.5 属于某特征值的特征向量和零向量生成的子空间称为属于该特

征值的特征子空间.
推论3.4.3 正规矩阵的属于不同特征值的特征子空间是相互正交的.
在线性代数中已经证明:

 

n 阶实对称矩阵A 一定可以用正交矩阵相似对角

化,且该对角阵的主对角线元素恰是A 的全部特征值.
 

类似地,现在讨论当A 是n
阶正规矩阵时,如何求相似因子U,使UHAU 为对角阵.

由定理3.4.1和推论3.4.2的推导过程可得出相似因子U 的求解方法:
 

(1)
  

求A 的特征值,即求|λE-A|=0的根λ1,λ2,…,λn;
 

(2)
  

对每一个相异特征值λi,i=1,2,…,s,求λi 的特征向量,即求(λiE-A)

X=0的非零解;
  

(3)
  

用Schmidt方法求λi(i=1,2,…,s)的特征向量生成的空间的标准正交

基αi1,αi2,…,αini
;

 

(4)
  

令U=(α11,α12,…,α1n1,α21,α22,…,α2n2,…,αs1,αs2,…,αsns
),则得到的

酉矩阵U 满足UHAU=diag(λ1,λ2,…,λn).

例3.4.1 已知A=

-1 i 0

-i 0 -i

0 i -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,验证A 是正规矩阵,并求酉矩阵U,使

UHAU 为对角阵.
解:

 

由于AH=A,即A 是Hermite矩阵,从而A 是正规矩阵.

A 的特征多项式

|λE-A|=(λ-1)(λ+1)(λ+2),

故A 的特征值是λ1=1,λ2=-1,λ3=-2.
求得对应的特征向量分别为

α1=(1,-2i,1)T,

α2=(-1,0,1)T,
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α3=(1,i,1)T.
这些特征向量应是两两正交的,单位化得

u1=
α1
‖α1‖

=
1
6
,-
2i
6
,1
6  T,

u2=
α2
‖α2‖

= -
1
2
,0,1
2  T,

u3=
α3
‖α3‖

=
1
3
,i
3
,1
3  T,

于是酉矩阵

U=(u1,u2,u3)=

1
6

-
1
2

1
3

-
2i
6

0 i
3

1
6

1
2

1
3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

满足

UHAU=

1

-1

-2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 .

3.4.2 伴随变换和正规变换

定义3.4.6 设V 是一个酉空间(欧氏空间),σ是V 的一个线性变换,如果存

在V 的一个线性变换σH,使得

(σ(α),β)=(α,σH(β)) (∀α,β∈V),

则称σ有一个伴随变换σH.
例3.4.2 设σ是欧氏空间V 的一个对称变换,则根据对称变换的定义

(σ(α),β)=(α,σ(β)) (∀α,β∈V),

则有σH=σ.
例3.4.3 设σ 是酉空间V 的一个 Hermite变换,则根据 Hermite变换的

定义

(σ(α),β)=(α,σ(β)) (∀α,β∈V),
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则有σH=σ.
 

因此,Hermite变换也被称为自伴随变换.
例3.4.4 设σ是欧氏空间V 的一个正交变换,则根据正交变换的定义

(σ(α),σ(β))=(α,β) (∀α,β∈V),

则有σH=σ-1.
 

这是因为

(σ(α),β)=(σ(α),σ(σ-1(β)))=(α,σ-1(β)) (∀α,β∈V).

  例3.4.5 设σ是酉空间V 的一个酉变换,则有σH=σ-1.
定义3.4.7 设V 是酉空间(欧氏空间),σ是V 的一个线性变换,如果σ满足

σHσ=σσH,

则称σ是正规变换.
欧氏空间的正交变换、对称变换、反对称变换,酉空间的酉变换、Hermite变

换、反Hermite变换都是正规变换.
定理3.4.2 设V 是一个n 维酉空间(欧氏空间),σ 是V 的一个线性变换,

α1,α2,…,αn 是V 的一个标准正交基,且σ在基α1,α2,…,αn 下对应的矩阵为A=

(aij)n×n,则σ的伴随变换σH 在基α1,α2,…,αn 下的矩阵B 为B=AH.
证:

 

由伴随变换定义可知

(σ(αi),αj)=(αi,σ
H(αj)) (i,j=1,2,…,n),

由

(σ(α1),σ(α2),…,σ(αn))=(α1,α2,…,αn)A
有

σ(αi)=a1iα1+a2iα2+…+aniαn,
 

 (σ(αi),αj)=aji,

设σ的伴随变换σH 的矩阵B=(bij)n×n,则有

(σ(αi),αj)=(αi,σ
H(αj))=(σ

H(αj),αi)=bij,

从而有aji=bij,bij=aji,即B=AH. ■
定理3.4.3 设V 是一个n 维酉空间(欧氏空间),σ是V 的一个线性变换,σ

是正规变换当且仅当σ在V 的任意一个标准正交基下的矩阵是正规矩阵.
证:

 

任取V 的一个标准正交基α1,α2,…,αn,设σ在该基下的矩阵为A,那么

其伴随变换σH 在该基下的矩阵为AH,又因变换与矩阵的一一对应关系,有

σσH=σHσ⇔AAH=AHA,

所以,σ是V 的正规变换当且仅当A 为正规矩阵. ■
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由于正规变换的矩阵是正规矩阵,且正规矩阵一定酉相似于一个对角阵,因此

可得下述定理.
定理3.4.4 设σ是酉空间V 的一个正规变换,则存在V 的一个标准正交基,

使得σ在这个基下对应的矩阵为对角阵.
由定理3.4.4可知酉空间的正规变换是可对角化的线性变换.

3.5 应用实例

3.5.1 Householder镜像变换

  定义3.5.1 设α∈CCn,且αHα=1,则酉矩阵

H =E-2ααH ∈CCn×n

与某一组基下的线性变换对应,该线性变换是酉变换,称为 Householder(豪斯霍尔

德)镜像变换.
现以RR2 空间对Householder变换进行分析.

 

如图3.5.1所示,RR2 空间中有两

个同样长度的向量ξ 和η,而α 是与ξ-η 同方向的单位向量(向量α 的长度是

(α,α)= αHα =1),l轴(无方向)与向量α垂直.

 图3.5.1 Householder变换示意图

向量ξ在α上的投影长度是

(ξ,α)=αHξ,

因此

ξ-η=2α(αHξ),

所以

η=ξ-2α(αHξ)=(E-2ααH)ξ=Hξ.

  又因l轴与向量α 正交,由几何关系可知

向量ξ和η关于l轴呈镜像对称关系.
 

综上,矩阵H=E-2ααH 作用在原始向量

ξ上,代表对ξ 进行镜面反射,反射平面(对应

图3.5.1中的l轴)正是与向量α 垂直的平面(向量、平面都要过坐标原点),η=

Hξ即为变换所得向量,因此,Householder变换又称为镜像变换,酉矩阵H 也称为

Householder矩阵,镜面的法向量α也称为Householder向量.
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Householder变换能将向量变换成范数相等的另一向量,若需变换回原向量,

只需对变换后的向量再进行一次Householder变换.
 

特别地,Householder变换能

将一般向量变换成范数相等且若干个分量为0的稀疏向量,这在参数估计、信息处

理等方面有实际应用价值.
 

此外,Householder变换还可用于矩阵分解等方面.

3.5.2 最小二乘法的数学原理

最小二乘法又称最小平方法,是一种数学优化方法,它通过最小化误差的平方

之和寻找数据的最佳函数匹配.
 

本节基于正交补和正交投影介绍最小二乘法的数

学原理.
定理3.5.1 设W 是欧氏空间V 的一个线性子空间,对于任意向量α∈V,

α1∈W 是α在W 上的正交投影的充要条件是

|α-α1|≤|α-β| (∀β∈W).

  证:
 

①
 

必要性 设α1∈W 是α在W 上的正交投影,则对∀β∈W,有

(α-α1)⊥ (α1-β),

|α-β|2=|(α-α1)+(α1-β)|2=|α-α1|
2+|α1-β|2≥|α-α1|

2,

即|α-α1|≤|α-β|.

②
 

充分性 设δ是α在W 上的正交投影,则对于α1∈W,有

(α-δ)⊥ (δ-α1),

|α-α1|
2=|(α-δ)+(δ-α1)|

2=|α-δ|2+|δ-α1|
2≥|α-δ|2,

即|α-α1|≥|α-δ|.
 

又由于|α-α1|≤|α-β|,∀β∈W,有|α-α1|≤|α-δ|,

所以|α-α1|=|α-δ|,∀α∈V,所以α1=δ. ■
定义3.5.2 设W 是欧氏空间V 的一个线性子空间,对于任意向量α∈V,若

存在α1∈W,使得

|α-α1|≤|α-β| (∀β∈W),

则称α1 是α在W 上的最佳逼近元.

α在W 上的最佳逼近元也就是α在W 上的正交投影.
在科学实验和统计分析中,经常需要分析观测数据的变化规律并用函数近似

表示,从图形上看,就是求一条能反映数据变化趋势的近似曲线,当近似曲线为直

线时称为直线拟合或线性回归,为曲线时称为曲线拟合.
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  (1)
  

直线拟合.
当观测数据y 随某变量x 的变化关系满足线性关系时,拟合函数为φ(x)=

a0+a1x,为确定参数a0 和a1 的值,可通过实验测得观测数据,设总共进行了n
次观测,数据为(x1,y1),(x2,y2),…,(xn,yn),由这组观测数据的散点图可看

出,数据点一般并不在一条直线上,但却在一条直线附近,即yi≈a0+a1xi,i=1,

2,…,n.
 

由于不存在a0 和a1 使得yi=a0+a1xi,因此方程组

1

1

x1

x2

︙

1

︙

xn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

a0

a1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 =

y1

y2

︙

yn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

在n>2时是矛盾方程组,没有通常意义下的解.
上述方程组的矩阵形式为

Aa=Y,

其中,

A=

1

1

x1

x2

︙

1

︙

xn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, a=
a0

a1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 , Y=

y1

y2

︙

yn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

  该问题是求参数向量a 使Y-Aa 长度最小,若将Y 看成RRn 空间中的一个向

量,则问题转化为求a 使Aa 是向量Y 在系数矩阵A 的列向量(1,1,…,1)T 和

(x1,x2,…,xn)
T 生成的子空间W 上的投影.

确定待定参数a0 和a1 的原则应是使观测数据的误差ei=yi-(a0+a1xi)

(i=1,2,…,n)尽可能小,这是一个多目标优化问题.
 

将此多目标优化问题转化为

单目标优化问题有几种选择:
 

①
  

使最大误差最小,即min
a0,a1

max
1≤i≤n

|ei|;
 

②
  

使误差的绝对值之和最小,即 min
a0,a1
∑
n

i=1
|ei|;

 

③
  

使误差的平方之和最小,即min
a0,a1
∑
n

i=1
e2i.
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采用第③种目标函数,即以误差的平方之和最小为目标的方法就是最小二

乘法.

(2)
  

多变量拟合.

当观测数据y 与n 个变量x1,x2,…,xn 呈线性关系时,拟合函数可表示为

φ(x)=a0+a1x1+a2x2+…+anxn.

  设总共进行了m 次观测,为确定待定参数a0,a1,…,an,则有方程组

a0+a1x11+a2x21+…+anxn1=y1

a0+a1x12+a2x22+…+anxn2=y2
︙

a0+a1x1m +a2x2m +…+anxnm =ym

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

其矩阵形式为

Aa=Y,

其中

A=

1 x11 x21 … xn1

1 x12 x22 … xn2

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

1 x1m x2m … xnm

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, a=

a0

a1
︙

an

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, Y=

y1

y2
︙

ym

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

  当m>n 时该方程组是矛盾方程组,没有通常意义下的解.
 

确定待定参数a0,

a1,…,an 的原则应是使误差ei=yi-φ(xi)(i=1,2,…,m)尽可能小,这是一个

多目标优化问题,将此多目标优化问题转化为单目标优化问题同样有几种目标函

数可供选择,需确定最优目标函数.

(3)
  

曲线拟合.

当观测数据y 随某变量x 的变化规律为曲线时,需求一条近似曲线来反映数

据的变化趋势,通常用多项式表示近似曲线,拟合函数可表示为

φ(x)=a0+a1x+a2x
2+…+anx

n,

其中,a0,a1,…,an 为待定参数.
 

设总共进行了 m 次观测,确定待定参数a0,

a1,…,an 的原则应是使误差ei=yi-φ(xi)(i=1,2,…,m)尽可能小,这是一个

多目标优化问题,将其转化为单目标优化问题同样需确定最优目标函数.
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进行变换

z1=x

z2=x2

︙

zn =xn

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

则拟合函数可写为

φ(z)=a0+a1z1+a2z2+…+anzn,

从而转化为多变量拟合问题进行处理.

对于最小二乘法,有

∑
n

i=1
e2i =(Y-Aa)T(Y-Aa)=|Y-Aa|2.

  令δ=Y-Aa,定义损失函数

J=∑
n

i=1
e2i =(Y-Aa)T(Y-Aa)=δTδ

=YTY-aTATY-YTAa+aTATAa,

为确定a,求J 对a 的偏导并令结果等于零,有

∂J
∂a=-ATY-ATY+(ATA+ATA)a=0,

ATAa=ATY,

当m×n 矩阵A 列满秩时,ATA 非奇异,可得

a=(ATA)-1ATY.

此即最小二乘法的参数估计结果.

现在讨论最小二乘法的最优性.

当给定观测值向量Y 时,按最小二乘法可得相应的预报值(拟合值)向量Y�,即

Y�=Aa=A(ATA)-1ATY=AL-1ATY (L=ATA),

称拟合误差e=Y-Y� 为残差向量,并记P=AL-1AT,则有

PT=P, P2=P,

(E-P)T=E-P, (E-P)2=E-2P+P2=E-P,
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即P 和E-P 都是幂等矩阵.

Y�=Aa=AL-1ATY=PY, (3.5.1)

e=Y-Y�=Y-PY=(E-P)Y, (3.5.2)

PA=AL-1ATA=A, (E-P)A=0,

(Y�,e)=(PY)T(E-P)Y=YTP(E-P)Y=0, (3.5.3)

即Y�⊥e,由式(3.5.1)~式(3.5.3),向量之间的关系如图3.5.2所示.

图3.5.2 向量关系示意图

由图3.5.2可见,预报值Y� 为观测值Y 在子空间W 上的投影,子空间W 为系

数矩阵A 的列向量生成的子空间,残差向量e=Y-Y� 为观测值和预报值之间的误

差,从几何图形上看,当Y�⊥e时,残差向量e最小,而由最小二乘法求得的系数a
恰好使Y�⊥e这一条件成立.

综上,由最小二乘法求得的估计值Y� 是Y 在子空间W 上的最佳逼近元,因此

目标函数③的方法即最小二乘法是最优的.

本章小结

本章介绍了典型矩阵与变换,包括酉矩阵与酉变换、正交矩阵与正交变换、幂

等矩阵与投影变换、次酉矩阵与正交投影、对称矩阵与对称变换、Hermite矩阵与

Hermite变换、伴随变换、正规矩阵与正规变换等,此外给出了应用实例.

学习完本章内容后,应能达到如下基本要求:
 

(1)
 

掌握各类矩阵和变换的定义与性质、矩阵与变换之间的关系;
 

(2)
 

能进行矩阵、变换的相关计算和证明.

表3.1总结了本章内容.
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表3.1 典型矩阵与变换总结

矩阵 变换 特征值 特征向量 对角化

正规矩阵

幂等矩阵

酉矩阵

AHA =AAH

=E

酉变换

(σ (α),σ (β))=
(α,β)

模等于1

正交矩阵

ATA = AAT

=E

正交变换

(σ (α),σ (β))=
(α,β)

±1

Hermite矩阵

AH=A

Hermite变换

(σ (α),β)= (α,

σ(β))
实数

对称矩阵

AT=A

对称变换

(σ(α),β)= (α,σ
(β))

实数

反 Hermite
矩阵

AH=-A

反 Hermite变换

(σ(α),β)= - (α,

σ(β))
0或虚数

反对称矩阵

AT=-A

反对称变换

(σ(α),β)= - (α,

σ(β))
0或虚数

正规矩阵

AHA=AAH

正规变换

σHσ=σσH

AH 和A 的特

征 值 互 为

共轭

幂等矩阵 A2

=A

投影变换σ(x+y)

=x
0或1

A2=A=AH
正交投影变换σ(x+
y)=x,其中x⊥y

0或1

不 同 特 征 值 对

应 的 特 征 向 量

互相正交

特 征 值 之 和 不

为 零 的 两 个 特

征 向 量 互 相

正交

n阶矩阵A 有n
个 线 性 无 关 的

特征向量

无明显规律

不 同 特 征 值 对

应 的 特 征 向 量

互相正交

可以

注:
 

本表的部分内容超出了本书范围,有兴趣的读者可自行查阅相关资料.

习题3

3-1 若A∈Un×n,试证明:
 

(1)
 

|detA|=1;
 

(2)
 

AT∈Un×n;
 

(3)
 

A2∈Un×n.
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3-2 试写出:
 

(1)
 

RR2 空间中将向量α顺时针旋转π
2

的旋转变换的矩阵;
 

(2)
 

RR2 空间中将向量α逆时针旋转π
2

的旋转变换的矩阵.

3-3 试写出:
 

(1)
 

三维空间中的向量绕y 轴旋转θ角的旋转变换的矩阵Ry(θ);
 

(2)
 

三维空间中的向量绕z轴旋转θ角的旋转变换的矩阵Rz(θ).

3-4 试写出:
 

(1)
 

RR2 空间中将向量OP→ 正交投影到Ox 轴上的投影变换的矩阵,其中P 点

的坐标是(x,y),投影点P'的坐标是(x',y');
 

(2)
 

RR2 空间中将向量OP→ 正交投影到Oy 轴上的投影变换的矩阵,其中P 点

的坐标是(x,y),投影点P'的坐标是(x',y');
 

(3)
 

RR3 空间中将向量OP→ 正交投影到Oz 轴上的投影变换的矩阵,其中P 点

的坐标是(x,y,z),投影点P'的坐标是(x',y',z').

3-5 求下列线性变换的矩阵:
 

(1)
 

RR2 空间中将向量α关于y 轴对称;
 

(2)
 

RR2 空间中将向量α关于直线y=x 对称;
 

(3)
 

RR2 空间中将向量α关于直线y=-x 对称.

3-6 求正交矩阵Q,使QTAQ 为对角阵,已知

(1)
   

A=

2 -2 0

-2 1 -2

0 -2 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

;
 

(2)
 

A=

1 1 0 -1

1 1 -1 0

0 -1 1 2

-1 0 1 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

.

3-7 已知实对称矩阵A=

3 -2 -4

-2 6 -2

-4 -2 3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,求正交矩阵Q,使QTAQ 为对

角阵.
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3-8 填空:
 

(1)
 

设σ是欧氏空间V 的一个反对称变换,则其伴随变换σH=
 

.
(2)

 

设σ是酉空间V 的一个反Hermite变换,则其伴随变换σH=
 

.

3-9 已知A=

2 2 -2

2 5 -4

-2 -4 5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,求矩阵Q,使QTAQ 为对角阵.

3-10 验证A=

0 -1 i

1 0 0

i 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

是否是正规矩阵,并求酉矩阵U,使UHAU 为对

角阵.

3-11 验证A=
1 -1

1 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 是否是正规矩阵,并求酉矩阵U,使UHAU 为对

角阵.

3-12 设A、B 均是Hermite矩阵,试证:
 

A 与B 酉相似的充要条件是A 与B
的特征值相同.

3-13 设A、B 均是 Hermite矩阵,试证:
 

AB 也是 Hermite矩阵的充要条件

是AB=BA.

3-14 设A、B 均是正规矩阵,试证:
 

A 与B 酉相似的充要条件是A 与B 的特

征值相同.

3-15 设A、B 均是正规矩阵,且AB=BA,试证:
 

AB 与BA 均是正规矩阵.

3-16 试证:
 

任一n 阶 矩 阵 都 可 以 表 示 为 一 个 Hermite矩 阵 与 一 个 反

Hermite矩阵之和的形式.


