
第1章 期望效用函数理论
   与单期定价模型

  众所周知,在经济学中,效用函数是偏好的定量描述,也是投资人决策的依据。金融

学是在不确定性的环境中进行决策,金融资产的价格和投资收益都是随机变量,如何确定

它的效用,是必须解决的重要问题。
期望效用函数理论是约翰·冯·诺伊曼(John

 

Von
 

Neumann)和奥斯卡·摩根施特

恩(Oskar
 

Morgenstern)创立的。期望效用函数是对不确定性的环境中各种可能出现的

结果,定义效用函数值,即冯·诺伊曼-摩根施特恩(Von
 

Neumann-Morgenstern)效用函

数,然后将此效用函数按描述不确定性的概率分布取期望值。本章首先介绍期望效用函

数理论,然后在此基础上研究投资者的风险偏好以及风险度量,最后介绍单期定价模型。

1.1 序数效用函数

期望效用函数是基数效用函数。为研究基数效用函数,首先介绍序数效用函数。序

数效用函数只要求效用函数值与偏好关系一致,即如果消费者认为商品x 比商品y 更受

偏好,定义的序数效用函数就要求x 的效用函数值比y 的效用函数值大。
假设商品选择集B 是n 维欧氏空间RRn 中的凸集。首先引入偏好关系概念。

1.1.1 偏好关系
 

设B 是n维欧氏空间RRn 中的凸集,在B 中引入一个二元关系,记为“⪰”,如果它具有:
(1)

 

(反身性)若x∈B,则x⪰x。
(2)

 

(可比较性)若x,y∈B,则x⪰y 或者y⪰x。
(3)

 

(传递性)若x,y,z∈B,如果x⪰y,y⪰z,则x⪰z。
我们称“⪰”是一个偏好关系。

上述的二元关系可以理解如下:
 

若x,y∈B,x⪰y,则认为x 比y 好,或者x 不比y
差。若x⪰y 与y⪰x 同时成立,则称x 和y 偏好无差异,记作x~y。若x⪰y 但y⪰x 不

成立,则称x 严格地比y 好,记作x≻y。

1.1.2 字典序

我们给出一个偏好关系的例子,设选择集

B2={(x,y)|x∈ [0,∞),y∈ [0,∞)}
容易验证B2 是RR2 中的凸集,在B2 上,定义二元关系⪰如下所述:

 

若(x1,y1)∈B2,(x2,y2)∈B2,如果x1>x2,或者x1=x2,y1≥y2,定义(x1,y1)⪰
(x2,y2)为字典序。



下面验证上述的二元关系是一偏好的关系:
 

(1)
 

若(x,y)∈B2,因为x=x,y=y,按字典序定义(x,y)⪰(x,y),即反身性成立。
(2)

 

若(x1,y1)∈B2,(x2,y2)∈B2,如果x1>x2,按字典序定义得(x1,y1)⪰(x2,

y2);
 

相反,如果x1<x2,则(x2,y2)⪰(x1,y1);
 

如果x1=x2,y1≥y2,按字典序定义则

(x1,y1)⪰(x2,y2);
 

如果x1=x2,y1≤y2,则(x2,y2)⪰(x1,y1),即可比较性成立。
(3)

 

设(x1,y1)∈B2,(x2,y2)∈B2,(x3,y3)∈B2,若(x1,y1)⪰(x2,y2)⪰(x3,

y3),显然x1≥x3,如果x1>x3,按字典序定义得(x1,y1)⪰(x3,y3),如果x1=x3,此时

x1=x2=x3,因为(x1,y1)⪰(x2,y2),所以y1≥y2,又(x2,y2)⪰(x3,y3),故y2≥y3,于
是y1≥y3,从而(x1,y1)⪰(x3,y3),即传递性成立。

1.1.3 效用函数
  

设B 是具有偏好关系“⪰”的选择集,U 是B→R+的单值函数,如果x,y∈B,U(x)≥
U(y),当且仅当x⪰y,则称U 为效用函数。这里R+ 是全体非负实数构成的集合。显

然,效用函数是偏好关系的一个定量描述,效用函数数值的大小与偏好关系相一致,这样

我们就可以将效用函数值的大小作为选择的依据。为了在具有偏好关系的商品选择集B
上定义与偏好关系一致的效用函数,需要B 上的偏好关系具有三条性质。

1.1.4 偏好关系的三条重要性质

性质1(序保持性) 对任意x,y∈B,x≻y 及α,β∈[0,1]
αx+(1-α)y≻βx+(1-β)y

当且仅当α>β。
性质2(中值性) 对任意x,y,z∈B,如果x≻y≻z,那么存在唯一的α∈(0,1)

使αx+(1-α)z~y。
性质3(有界性) 存在x*,y*∈B,使对任意z∈B,有x*⪯z⪯y*。
性质3是为了效用函数存在定理的证明更方便,性质1和性质2是重要的,并不是所

有偏好关系都具备这三条性质。
字典序具有性质1但不具有性质2。
证明 首先证明字典序具有性质1。
必要性 若(x1,y1)∈B2,(x2,y2)∈B2,(x1,y1)≻(x2,y2),α,β∈(0,1),则根据向

量运算法则

α(x1,y1)+(1-α)(x2,y2)=[αx1+(1-α)x2,αy1+(1-α)y2]

=[α(x1-x2)+x2,α(y1-y2)+y2]

β(x1,y1)+(1-β)(x2,y2)=[βx1+(1-β)x2,βy1+(1-β)y2]

=[β(x1-x2)+x2,β(y1-y2)+y2]
若α(x1,y1)+(1-α)(x2,y2)≻β(x1,y1)+(1-β)(x2,y2),则必有α>β。因为若α=

β,必有

α(x1,y1)+(1-α)(x2,y2)~β(x1,y1)+(1-β)(x2,y2)
若α<β,由于x1≥x2,则有
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αx1+(1-α)x2=α(x1-x2)+x2 ≤β(x1-x2)+x2

αy1+(1-α)y2=α(y1-y2)+y2 ≤β(y1-y2)+y2

因此

α(x1,y1)+(1-α)(x2,y2)⪯β(x1,y1)+(1-β)(x2,y2)
与假设矛盾,故必有α>β。

充分性 设α>β。
根据字典序的定义,可能有以下两种情况:

 

x1>x2;
 

x1=x2,y1>y2。分别证明

如下:
(1)

 

若x1>x2,则α(x1-x2)+x2>β(x1-x2)+x2 结论成立。
(2)

 

若x1=x2,y1>y2,则有

α(x1-x2)+x2=β(x1-x2)+x2

α(y1-y2)+y2 >β(y1-y2)+y2

故

α(x1,y1)+(1-α)(x2,y2)≻β(x1,y1)+(1-β)(x2,y2)

  下面证明字典序不具有性质2。
取(x1,y1)∈B2,(x2,y2)∈B2,(x3,y3)∈B2,且x1>x2=x3,y2>y3,根据字典序

定义,此时(x1,y1)≻(x2,y2)≻(x3,y3),对任意α∈(0,1),我们有

α(x1,y1)+(1-α)(x3,y3)=α(x1,y1)+(1-α)(x2,y3)

=[αx1+(1-α)x2,αy1+(1-α)y3]
因为0<α<1,x1>x2,有

αx1+(1-α)x2=α(x1-x2)+x2 >x2

所以α(x1,y1)+(1-α)(x3,y3)≻(x2,y2),不存在α∈(0,1)使得

α(x1,y1)+(1-α)(x3,y3)~ (x2,y2)
这说明字典序不具有性质2。

1.1.5 序数效用函数存在定理

定理1.1(序数效用函数存在定理) 设选择集B 上的偏好关系“⪰”具有1.1.4节中

的性质1~性质3,则存在效用函数U∶B→R+使得

(1)
 

x≻y 当且仅当U(x)>U(y)。
(2)

 

x~y 当且仅当U(x)=U(y)。
证明 由性质3,存在x*,y*∈B 使对任意x∈B,有x*⪰x⪰y*。
如果x*~y*,此时对任意x∈B,有x*~x~y*,我们定义U(x)=c(常数)。此时,

定理显然成立。
若x*≻y*,对任意的x∈B,因为B 存在偏好关系,只有三种情况,分别定义效用函

数如下:
情况1:

 

当x~x*时,定义U(x)=1。
情况2:

 

当x~y*时,定义U(x)=0。
情况3:

 

当x*≻x≻y*时,由性质2可知,存在唯一的α∈(0,1)使x~αx*+(1-α)y*,

3第1章 期望效用函数理论与单期定价模型



此时我们定义U(x)=α。
这样,我们完成了效用函数的构造性定义。
(1)

 

证明x≻y 当且仅当U(x)>U(y)。
必要性 设x≻y。
①

 

如果x~x*≻y≻y*,此时U(x)=1,由于x*≻y≻y*,则存在唯一α∈(0,1)使

y~αx*+(1-α)y*,按定义,U(y)=α<1,所以U(x)>U(y)。
当x*≻x≻y~y*,按定义U(y)=0,由于x*≻x≻y*,则存在唯一α∈(0,1)使

αx*+(1-α)y*~x,此时U(x)=α>0,
 

即U(x)>U(y)成立。

②
 

如果x*≻x≻y≻y*,则存在α1,α2,
 

使

α1x*+(1-α1)y*~x,按定义U(x)=α1;

α2x*+(1-α2)y*~y,按定义U(y)=α2。
由性质1,由于x≻y,必有α1>α2,故U(x)>U(y)。
充分性 假设已知x,y∈B,且U(x)>U(y),证x≻y。
若U(x)=1,U(y)=α2∈(0,1),此时x~1x*+(1-1)y*,y~α2x*+(1-α2)y*,

由于α2<1,由性质1(序保持性)可得,x≻y。
当U(x)=1,U(y)=0时,按定义x~x*≻y*~y,

 

故x≻y。
若U(x)=α1∈(0,1),U(y)=0,此时y~y*=0x*+(1-0)y*,x~α1x*+(1-α1)

y*,由于α1>0,
 

故x≻y。
若1>U(x)>U(y)>0,此时令α1=U(x),α2=U(y),由U 的定义,x~α1x*+(1-

α1)y*,y~α2x*+(1-α2)y*。因为α1=U(x)>U(y)=α2,由性质1,必有x≻y。
(2)

 

证明x~y 当且仅当U(x)=U(y)。
必要性 任取x,y∈B,设x~y,证U(x)=U(y),若不然,U(x)≠U(y)。不妨设

U(x)>U(y),由该定理的结论(1),此时x≻y,这与x~y 矛盾。
充分性 若U(x)=U(y),而x~y 不成立,此时有两种可能:

 

x≻y,y≻x。由结论

(1),必有U(x)≠U(y),这与U(x)=U(y)矛盾,所以x~y。 证毕。
设U 是效用函数,函数G∶R→R 是正值严格单调增加函数,容易证明复合函数

G􀳱U∶B→R也是效用函数。
注1 由效用函数的构造性定义,可见序数效用函数不是唯一的,但是都具有如下性

质,U(x)>U(y)的充要条件是x≻y;
 

U(x)=U(y)的充要条件是x~y,即效用函数与

偏好关系是一致的,效用的大小是两个选择比较而言的,效用函数的取值大小并不重要。
注2 对于序数效用函数的存在性,1.1.4节中的性质1和性质2起着十分关键的作

用,前面我们已经证明了字典序具有性质1,但不具有性质2,我们也可以证明在字典序

B2 上,不存在序数效用函数。
若不然,如果存在B2 上的效用函数U,使得(x1,y1)≻(x2,y2),如果U(x1,y1)>

U(x2,y2),任取x∈[0,1],显然(x,1)≻(x,0),于是U(x,1)>U(x,0)。
设U(x,0)=αx,U(x,1)=βx,则(αx,βx)是一开区间。如果x>y,根据字典序定义

(x,1)≻ (x,0)≻ (y,1)≻ (y,0)
于是βx>αx>βy>αy。故(αy,βy)与(αx,βx)是互不相交的开区间,令T∶x→(αx,βx),
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则T 是一对一映射。但[0,1]区间的实数是不可数集合,而互不相交的开区间是可数集

合,矛盾,于是在字典序上不存在与字典序相一致的效用函数。
注3 设B 是具有偏好关系的有限集,则存在效用函数U∶B→R 使得

(1)
 

x≻y 当且仅当U(x)>U(y);
(2)

 

x~y 当且仅当U(x)=U(y)。
当B 只有两个元素时,结论显然成立。设B 有n 个元素x1,x2,…,xn 时,定理成立。

下面证明B 有n+1个元素时定理也成立。不妨假设x1⪯x2⪯…⪯xn。如果不存在

1≤k≤n-1,使xk+1≻xk,xk+1⪰xn+1⪰xk,则必有xn+1⪯x1 或xn+1⪰xn。现在定

义U(xn+1):
 

如果xn+1~xk,
 

定义U(xn+1)=U(xk);
 

如果xk+1≻xn+1≻xk,
 

定义U(xn+1)=
1
2
[U(xk+1)+U(xk)];

 

如果xn+1≺x1,
 

定义U(xn+1)=
1
2U
(x1);

 

如果xn+1≻xn,
 

定义U(xn+1)=2U(xn);
 

容易验证,如上定义的效用函数U,满足如下条件:

U(xi)>U(xj),
 

当且仅当xi≻xj;
 

U(xi)=U(xj),
 

当且仅当xi~xj。
其中,i,j=1,2,…,n+1。由数学归纳法,可见结论成立。

1.2 期望效用函数

本节借助1.1节讲述的序数效用函数,对于随机变量定义效用函数。

1.2.1 彩票及其运算

由于金融资产的价格存在不确定性,所以它是一个随机变量。首先研究只有有限状

态的离散随机变量如何定义效用函数,假设随机变量 X 的取值有n 个结果x1,x2,…,

xn,它们出现的概率分别为p1,p2,…,pn,其中pi≥0,∑
n

i=1
pi=1。pi 表示结果xi 发生

的概率。为了对随机变量 X 定义效用函数,引入彩票概念,为了简单起见,记x=(x1,

x2,…,xn),P=(p1,p2,…,pn),称P
~
=(x1,x2,…,xn;p1,p2,…,pn)=(x;P)为彩票。

B
~

为形如P
~

的彩票构成的集合,设P
~
=(x;P)∈B

~,Q
~
=(x;Q)∈B

~,0≤α≤1,定义

αP
~
􀱇(1-α)Q

~
= [x1,x2,…,xn;αp1+(1-α)q1,αp2+(1-α)q2,…,αpn +(1-α)qn],

因为αpi+(1-α)qi≥0,而且∑
n

i=1
αpi+(1-α)qi=1,可见

αP
~
􀱇 (1-α)Q

~
∈B

~

所以,B
~

是凸集。
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由上述定义,设P
~,Q

~
∈B
~,α∈[0,1),经过简单的计算可以证明

(1)
 

αP
~
􀱇(1-α)P

~
=P
~。

(2)
 

1P
~
􀱇0Q

~
=P
~。

(3)
 

αP
~
􀱇(1-α)Q

~
=(1-α)

~
􀱇αP

~。
(4)

 

设α1,α2,α3∈[0,1],则

 α1[α3P
~
􀱇 (1-α3)Q

~]􀱇 (1-α1)[α2P
~
􀱇 (1-α2)Q

~]

=[α1α3+(1-α1)α2]P
~
􀱇 [1-α1α3-(1-α1)α2]Q

~

1.2.2 彩票集合上的偏好关系

又假定B
~

中元素定义满足如下条件的偏好关系⪰具有:
 

(1)
 

(返身性)对任意P~∈B
~,有P~⪰P~。

(2)
 

(可比较性)对任意P~,Q
~∈B

~,则或者P~⪰Q
~,或者Q

~⪰P~。

(3)
 

(传递性)对任意P~1,P
~
2,P
~
3∈B

~,如果P~1⪰P
~
2,P
~
2⪰P

~
3,则P~1⪰P

~
3。

类似地,可定义严格偏好序“≻”及无差异关系“~”。假设B
~

中的偏好序有如下性质:
 

性质1 对任意P~,Q
~∈B

~,设P~≻Q
~,α,β∈[0,1],则

αP~ 􀱇 (1-α)Q
~
≻βP

~
􀱇 (1-β)Q

~

的充要条件是α>β。

性质2 设P~1,P
~
2,P
~
3∈B

~,P~1≻P
~
2≻P

~
3,则存在唯一α∈[0,1]使

P~2 ~αP~1 􀱇 (1-α)P~3

  性质3 设存在P~*,Q
~*∈B

~,对任意P~∈B
~,有P~*⪰P~⪰Q

~*。

1.2.3 基数效用函数存在定理

定理1.2(基数效用函数存在定理) 设B
~

具有1.2.2节中的性质1~性质3的偏好

关系“⪰”,则存在效用函数U∶B
~
→R 满足:

 

(1)
  

P
~
≻Q
~,当且仅当U(P

~)>U(Q
~);

 

(2)
 

P
~
~Q
~,当且仅当U(P

~)=U(Q
~);

 

(3)
 

设P
~,Q

~
∈B
~,β∈[0,1],则U[βP

~
􀱇(1-β)Q

~]=βU(P
~)+(1-β)U(Q

~)。

证明 由定理1.1容易证明(1)和(2)。现证(3),这里只考虑P
~*≻P

~
≻Q
~
≻Q
~*的情

形。由性质2存在唯一的α1∈[0,1],α2∈[0,1]使

P
~
~α1P

~* +(1-α1)Q
~*

Q
~
~α2P

~* +(1-α2)Q
~*
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对于β∈(0,1),则

βP
~
􀱇 (1-β)Q

~
~ [βα1+(1-β)α2]P

~* 􀱇 {1-[βα1+(1-β)α2]}Q
~*

由效用函数的构造性定义

U(P
~)=α1,U(Q

~)=α2,U[βP
~
􀱇 (1-β)Q

~]=βα1+(1-β)α2
即

U[βP
~
􀱇 (1-β)Q

~]=βU(P
~)+(1-β)U(Q

~) 证毕。
  注意:

 

可以将(3)推广到n 个彩票相加的情形。

设πi≥0,∑
n

i=1
πi=1,P

~
1,P

~
2,…,P

~
n ∈B

~,我们用记号∑
n

i=1
􀱇πiP

~
i 表示n个彩票相加,

容易证明,∑
n

i=1
􀱇πiP

~
i ∈B

~,而且

U ∑
n

i=1
􀱇πiP

~
i =∑

n

i=1
πiU(P

~
i)

  这里定义的效用函数与序数效用函数不同,对于选择集B
~

中的每个元素,定义一个

与之相应的效用函数值,称这种效用函数为基数效用函数。
由效用函数的定义可见,上面定义的效用函数不唯一,但是在正仿射的意义下是唯一

的。下面命题说明两个效用函数之间的正仿射关系。

命题1.1 设B
~

具有性质1~性质3,W∶B
~
→R,U∶B→R 是关于偏好序“⪰”的两

个效用函数,它们都是具有定理1.2的性质(1)、(2)、(3)的效用函数,则存在实数a>0和

实数b使对任意P
~
∈B
~,有

W(P
~)=aU(P

~)+b
  证明 这里U 是定理1.2中定义的效用函数,令

a=W(P
~*)-W(Q

~*),b=W(Q
~*)

则a>0,对任意P
~
∈B
~,且

 

P
~*≻P

~
≻Q
~*时,有唯一的α∈[0,1],使

P
~
~αP

~* 􀱇 (1-α)Q
~*,且U(P

~)=α
  由定理1.2,效用函数U 满足定理1.2中的性质(3),于是

W(P
~)=W[αP

~* 􀱇 (1-α)Q
~*]

=αW(P
~*)+(1-α)W(Q

~*)

=α[W(P
~*)-W(Q

~*)]+W(Q
~*)

=aα+b=aU(P
~)+b

由命题1.1可见,B
~

上的效用函数尽管不唯一,但在正仿射变换之下是唯一的。

1.2.4 Von
 

Neumann-Morgenstern效用函数

借助B
~

上的效用函数及Von
 

Neumann-Morgenstern效用函数,定义随机变量X 的
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期望效用函数。
首先记e~i=(x,0,…,0;

 

1,0,…,0),i=1,2,…,n,则彩票e~i 是特殊的彩票,其对应

的随机变量是退化的随机变量,此时,随机变量X 取值xi 的概率为1,取其他值的概率为

0。实际上,它是一个确定性的量,记
V(xi)=U(e~

i)
称其为Von

 

Neumann-Morgenstern效用函数。确定性的结果取值为xi 时看作特殊的随

机变量的效用函数值。随机变量X 视为彩票P
~
=(x1,x2,…,xn;p1,p2,…,pn)时,可将

其表示为n 个特殊的彩票相加,P
~
=∑

n

i=1
􀱇pie~i,由效用函数的性质

U(X)=U(P
~)=U ∑

n

i=1
􀱇pie~

i  =∑
n

i=1
pi·U(e~

i)=∑
n

i=1
pi·V(xi)=E[V(X)]

可见,随机变量X 的效用函数等于随机变量V(X)对随机变量X 的概率分布取期望值,
因此称为期望效用函数。

以上的推导是针对离散的有限状态的情形,可以根据它推导连续的状态空间的情形。

当考虑具有连续状态取值于实数集R 的随机变量X 时,将B
~

定义为

B
~
={所有随机变量X 的概率分布函数FX(x)}

并假设Xn 依分布收敛于X,其中FXn
,FX∈B

~,那么lim
n→∞

U(FXn
)=U(FX),记

FδX
(y)=

0, y<x
 
1, y≥x 

则FδX
(y)∈B

~,定义V(x)=U(δX),不加证明地给出

U(X)=∫
∞

-∞
V(x)dF(x)=E[V(X)]

  定理1.3 当选择集B
~

仅由以R(或R 的离散子集)为状态空间的随机变量组成时,

存在效用函数U∶B
~
→R+使

U(X)=∫
∞

-∞
V(x)dF(x)=E[V(X)]

式中,V(x)是对应于 X 取确定状态x 值的效用值,V(x)称为冯·诺伊曼-摩根施特恩

(Von
 

Neumann-Morgenstern)效用函数。

1.2.5 伯瑞特率

以后假设投资者具有Von
 

Neumann-Morgenstern效用函数,由命题1.1可知,效用函数

的具体形式可以不相同,但是它们在正仿射变换的意义之下是唯一的,伯瑞特(Pratt)发现

如下定义的伯瑞特率在正仿射变换之下是不变的。因此,伯瑞特率由 Von
 

Neumann-
Morgenstern效用函数唯一确定,下面可见,伯瑞特率在风险度量中起到重要作用。

给定Von
 

Neumann-Morgenstern效用函数V(x),定义伯瑞特率Ah∶R→R

Ah(x)=-
V(x+h)+V(x-h)-2V(x)

V(x+h)-V(x)
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  命题1.2 伯瑞特率Ah 对于正仿射变换是不变的。
证明 设G(r)=ar+b 为一正仿射,由此正仿射定义的 Von

 

Neumann-Morgenstern
效用函数为G[V(x)],其伯瑞特率为

Gh(x)=-
G V(x+h)  +G[V(x-h)]-2G[V(x)]

G[V(x+h)]-G[V(x)]

=-
a[V(x+h)+V(x-h)-2V(x)]

a[V(x+h)-V(x)]

=-
V(x+h)+V(x-h)-2V(x)

V(x+h)-V(x) =Ah(x) 证毕。

  如果V(x)是两次连续可微的,可以证明

lim
h→0

Ah(x)/h=lim
h→0

-

V(x+h)+V(x-h)-2V(x)
h2

V(x+h)-V(x-h)
h

=-
V″(x)
V'(x)

1.3 投资者的风险类型及风险度量

1.3.1 投资者的风险类型

  为区分投资者的风险类型,看下面的例子。
考察抽彩,如果投资者的初始财富为ω0,参加抽彩后的财富为随机变量,为简单起

见,设只有两种状态{h1,h2},状态h1 出现的概率为p,状态h2 出现的概率为1-p,而且

ph1+(1-p)h2=0,这表明抽彩是公平的。
若投资者不参加抽彩,那么他的效用值是V(ω0)。如果投资者参加抽彩,那么抽彩后

的财富发生变化,以概率p 变化为ω0+h1,以概率1-p 变化为ω0+h2。抽彩是公平的,
则p(ω0+h1)+(1-p)(ω0+h2)=ω0,[p,(1-p)]可视为一个特殊的分布。因为ph1+
(1-p)h2=0,不妨设h1>0>h2,即如果赢,则财富增加;

 

如果输,则财富减少。设投资

者的Von
 

Neumann-Mogernstern效用函数为V(x),则投资者参加抽彩的期望效用为

pV(ω0+h1)+(1-p)V(ω0+h2)。
如果投资者厌恶风险,则他认为参加抽彩,有财富减少的风险,不愿参加抽彩,他认

为,不参加抽彩的效用大于参加抽彩的效用,即

V(ω0)=V[p(ω0+h1)+(1-p)(ω0+h2)]

≥pV(ω0+h1)+(1-p)V(ω0+h2) (1.3.1)
由式(1.3.1)可见,投资者的Von

 

Neumann-Morgenstern效用函数V(x)为凹函数。如

果V(x)二次连续可微且V'(x)>0,V″(x)≤0,由Jensen不等式,对一般的风险资产ω~

有V[E(ω~)]≥E[V(ω~)],则称投资者为风险厌恶型。
如果投资者愿意参加抽彩,则应有

V(ω0)=V[p(ω0+h1)+(1-p)(ω0+h2)]

≤pV(ω0+h1)+(1-p)V(ω0+h2) (1.3.2)
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此时V 是凸函数。满足V'(x)≥0,V″(x)≥0,对一般的ω~,有V[E(ω~)]≤E[V(ω~)],称
投资者为风险爱好型。

因为是公平抽彩,如果投资者认为参加抽彩前后效用函数也是一样的,则

V(ω0)=pV(ω0+h1)+(1-p)V(ω0+h2)
 

(1.3.3)
即

V[E(ω~)]=E[V(ω~)]
此时,效用函数V 是线性函数,称投资者为风险中性型。

例 1.1

  某经济主体初始财富为100万元,效用函数为V(·)。现有一张彩票:
 

中彩概率为

10%、可得50万元;
 

不中彩概率为90%、经济主体损失50万元(购买彩票的钱)。通过比

较初始财富给消费者带来的效用和买彩票获得的期望效用,判断投资者风险态度。
解 经济主体买彩票获得的效用期望值为:

 

若V 150  ×10%+V 50  ×90%=0.1V 150  +0.9V 50  ,经济主体初始财富效

用为V(100)。
若0.1V 150  +0.9V 50  <V 100  ,则经济主体为风险厌恶者。
若0.1V 150  +0.9V 50  >V 100  ,则经济主体为风险偏好者。
若0.1V 150  +0.9V 50  =V 100  ,则经济主体为风险中性者。

例 1.2

  证明:
 

一个投资者是(严格)风险厌恶的,当且仅当其效用函数在所有财富水平上

是(严格)凹的。
证明:

 

充分性。设投资者的效用函数为V(x)是(严格)凹的,任意给定财富水平

ω,令ε~ 表示公平抽彩的事后净收益,即E(ε~)=0。根据Jensen不等式有

E(V(ω+ε~))(<)≤V(E(ω+ε~))=V(ω)
所以,投资者是(严格)风险厌恶的。

必要性。对任意的a,以及λ∈[0,1],考虑简单的抽彩:
 

P(ε~ =λa)=1-λ, P(ε~ =-(1-λ)a)=λ
显然E(ε~)=0,即此抽彩是公平的。假设投资者是(严格)风险厌恶的,因此有

V(ω)(>)≥E(V(ω+ε~))=λV(ω-(1-λ)a)+(1-λ)V(ω+λa)

  上式对所有的a,λ成立[要求0≤λ≤1,并且ω-(1-λ)a 和ω+aλ 均在V(x)的
定义域里],注意到ω=λ(ω-(1-λ)a)+(1-λ)ω+λa  ,即ω 是ω-(1-λ)a 和ω+
λa 两个值的凸组合,所以V(·)是(严格)凹的。

例 1.3

  某风险偏好者的效用函数为V(h)=h2。假定有一个公平游戏,即投资者投资5万

元,获利1万元的概率为0.5,亏损1万元的概率也为0.5。试问:
 

该投资者会参加此
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例 1.3(续)

公平游戏吗?
解 投资者参加该公平游戏的期望效用为

pV(ω0+h1)+(1-p)V(ω0+h2)=0.5×36+0.5×16=26
  投资者不参加公平游戏的确定性收益的期望为

V(ω0)=V(5)=25
  因此,V(ω0)<pV(ω0+h1)+(1-p)V(ω0+h2),该投资者不会参加该公平游戏。

1.3.2 马科维茨风险溢价

假定所有的投资者都是风险厌恶的,可是不同的投资者对风险的厌恶程度未必一样,

为度量投资者风险厌恶程度,我们引入马科维茨风险溢价(Markowitz
 

risk
 

premium)
概念。

投资者是风险厌恶的,所以式(1.3.1)成立。

设Θ(ω0,h
~)满足下列条件

V[ω0-Θ(ω0,h
~)]=pV(ω0+h1)+(1-p)V(ω0+h2) (1.3.4)

更一般地,

V[E(ω~)-Θ(ω~)]=E[V(ω~)] (1.3.5)

式中,ω~=ω0+h
~,则称Θ(ω0,h

~)为马科维茨风险溢价。

Θ(ω0,h
~)越大,表明投资者越厌恶风险,称

ω0-Θ(ω0,h
~) 或  E(ω~)-Θ(ω~)

为确定性等价财富。

设x=ω0+h1,y=ω0+h2,用图1.1中的x'作为确定性等价财富,ω0-x'为马科维

茨风险溢价。

图1.1 马科维茨风险溢价
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例 1.4

  假设投资者的效用函数为V(x)=ln
 

x,初始财富为ω0=10元,假定他面临一个公

平的抽奖,有0.8的概率获得5元,有0.2的概率获得30元。试计算其确定性等价财

富和风险溢价。
首先计算投资者参与这一抽奖的期望效用:

 

E(ω~)=0.8×5+0.2×30=10
V[E(ω~)]=ln

 

10≈2.3
E[V(ω~)]=0.8×ln

 

5+0.2×ln
 

30=1.97
由

V[E(ω~)-Θ(ω0,h
~)]=E[V(ω~)]=1.97

确定性等价财富

E(ω~)-Θ(ω0,h
~)=7.17

所以,马科维茨风险溢价

Θ(ω0,h
~)=10-7.17=2.83

例 1.5

  设某消费者的效用函数为V(w)=ln(w),该消费者进行博弈的盈亏都为h,概率

均为50%,消费者原资产水平为w0,求其确定性等价财富和风险溢价。
解 设风险溢价为Θ。原来的资产w0 是一个确定性的收入水平,如果消费者不参

与博弈,其资产不变。如果消费者参与博弈,有两种可能:
 

一是盈利,资产变为w0+h;
  

二

是亏损,资产变为w0-h。由已知条件:
 

初始财富为w0,效用函数为V(w)=ln(w),

E(V(W +ε))=
1
2V
(w0+h)+

1
2V
(w0-h)

=
1
2ln
(w0-h)+

1
2ln
(w0-h)=ln w2

0-h2  
V(W -Θ)=ln(w0-Θ)

  由定义知:
 

V(W -Θ)=E(V(W +ε)),即ln(w0-Θ)=ln w2
0-h2  ,求得:

 

w0-Θ= w2
0-h2  ,Θ=w0-(w2

0-h2)
1
2。

因此,确定性等价财富为w0-Θ= w2
0-h2  ,风险溢价为Θ=w0-(w2

0-h2)
1
2。

1.3.3 阿罗-伯瑞特绝对风险厌恶函数

马科维茨风险溢价表示风险厌恶投资者对风险的厌恶程度,下面讨论马科维茨风险
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溢价和效用函数之间的关系。
由风险溢价的定义

V[E(ω~)-Θ(ω~)]=E[V(ω~)]

  这里Θ(ω~)表示风险溢价,下面推导风险溢价和效用函数之间的关系。
由微分公式,将等号的左边写为

V[E(ω~)-Θ(ω~)]=V[E(ω~)]-V'[E(ω~)]Θ(ω~)+o[Θ(ω~)] (1.3.6)
把V(ω~)在E(ω~)展开,得

V(ω~)=V[E(ω~)]+V'[E(ω~)][ω~ -E(ω~)]+

    V″[E(ω~)]
2

[ω~ -E(ω~)]2+o[ω~ -E(ω~)]2 (1.3.7)

式(1.3.7)两边取期望,得

E[V(ω~)]=V[E(ω~)]+
V″[E(ω~)]

2 σ2(ω~)+o[ω~ -E(ω~)]2 (1.3.8)

由式(1.3.6)和式(1.3.8)得

Θ(ω~)≈ -
V″[E(ω~)]
V'[E(ω~)]  σ2(ω~)

2
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (1.3.9)

由上面的讨论可见,-
V″(x)
V'(x)

在风险的度量中起关键性作用。称

A(x)=-
V″(x)
V'(x)

(1.3.10)

为阿罗-伯瑞特(Arrow-Pratt)绝对风险厌恶函数。称

T(x)=A(x)-1 (1.3.11)
为风险容忍函数。称

R(x)=xA(x)
 

(1.3.12)
为相对风险厌恶函数。

1.3.4 双曲绝对风险厌恶函数

称形如

V(x)=
1-r
r

ax
1-r+b  

r

, b>0

的函数为双曲绝对风险厌恶(HARA)函数,它是金融经济学中用到的一类重要的效用函

数。此函数的定义域为 ax
1-r+b>0

。直接计算,可得

V'(x)=a ax
1-r+b  

r-1

V″(x)=-a2 ax
1-r+b  

r-2
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因此,

A(x)=-
V″(x)
V'(x)=a ax

1-r+b  
-1

=
x
1-r+

b
a  

-1

(1.3.13)

是一条双曲线,称这类函数为双曲绝对风险厌恶函数,而

T(x)=
1
1-r  x+

b
a

(1.3.14)

是一条直线。当参数取不同值时,可以得到各种常用的效用函数。
(1)

 

当r=1时,则

V(x)=ax (1.3.15)
是线性函数,是风险中性者的效用函数。

(2)
 

当r=2时,则

V(x)=-
1
2
(b-ax)2 (1.3.16)

是二次效用函数,一般写成

V(x)=x+ax2, a<0 (1.3.17)

  (3)
 

当b=1,r→∞时

V(x)=-e-ax (1.3.18)
是指数效用函数。容易验证A(x)=a,具有常绝对风险厌恶特征。

(4)
 

当r<1,b=0时,为幂效用函数,可写成

V(x)=
xr

r
(1.3.19)

而且

T(x)=1-r
它具有常相对风险厌恶和递减绝对风险厌恶。

(5)
 

当a=1,b=0,r→0时

1-r
r

x
1-r  

r􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 →ln
 

x (1.3.20)

这是对数效用函数,它是等弹性边际效用函数

R(x)=-
V″(x)x
V'(x)=1

1.4 均值方差效用函数

为了以后的应用,本节研究一种特殊的期望效用函数,即所谓的均值方差效用函数,
为此,首先讨论金融资产的各种收益率。

1.4.1 资产的收益率

在金融市场中,直接观察到的是资产的价格,设有n+1个交易时点,记0,1,…,n,时
点t金融资产的价格用Pt 来表示,也即表示从时刻t到时刻t+1到来之前金融资产的
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价格,同时也称t期价格。
假如从时点t到时点t+1没有红利支付,那么从时点t到时点t+1的绝对收益为

Pt+1-Pt。
绝对收益是一个描述收益大小的概念,但它不能更合理地比较不同资产收益的大小。

例如,价值为100元的金融资产的绝对收益为8元,价值为10元的金融资产的绝对收益

为4元,哪一种金融资产的收益更大? 显然后者的收益更大。因此,引入相对收益———百

分比收益概念。
假设从时点t到时点t+1没有红利支付,时点t的价格为Pt,时点t+1的价格为

Pt+1,则该资产从时点t到时点t+1百分比收益(单位净收益)Rt 为

Rt=
Pt+1-Pt

Pt
=
Pt+1

Pt
-1 (1.4.1)

而称1+Rt 为资产总收益,即净收益加上成本1。显然,百分比收益越大的资产收益越

大。假设从时刻t到时刻t+k共有k个时期,那么从时刻t到第t+k 时刻t+k 期的总

收益用1+Rt+k 表示,则由定义

1+Rt+k =
Pt+k

Pt
=
Pt+1

Pt
×

Pt+2

Pt+1
×…×

Pt+k

Pt+k-1
=(1+Rt)(1+Rt+1)…(1+Rt+k-1)

 

(1.4.2)
从式(1.4.2)中可见资产总收益是某一个时期从期末到期初的收益,显然和时间的跨度有

关。如果时间跨度为1年称为年收益,时间跨度为1个月称为月收益,时间跨度为1个星

期称为周收益,时间跨度为1天称为日收益。
假设从t期到t+k期k年的收益为1+Rt+k,假设k年的收益为Rt(k),年平均收益

记为[Rt(k)],则

[Rt(k)]={1+Rt+k}
1
k -1 (1.4.3)

  如果每一个时期收益都很小,则容易得出

[Rt(k)]≈
1
kRt+k (1.4.4)

年平均收益是几何平均,计算起来不太方便,引入如下连续复合收益rt,定义为

rt=ln(1+Rt) (1.4.5)
令pt=ln

 

Pt,则由式(1.4.2)可得

rt=ln(1+Rt)=ln
Pt+1

Pt
=ln

 

Pt+1-ln
 

Pt=pt+1-pt

如果考虑多期连续复合收益rt+k=ln(1+Rt+k),则

rt+k =ln(1+Rt+k)=ln∏
k

i=1

(1+Rt+i-1)=∑
k

i=1
ln(1+Rt+i-1)

=rt+rt+1+…+rt+k-1

k期连续复合收益等于每个时刻连续复合收益之和,这样计算多期收益就比较简单。

1.4.2 均值方差效用函数的定义和性质

金融资产的一个重要特性是价格的不确定性,因此各种收益也具有不确定性。我们
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假定价格和收益是随机变量,通常假定资产收益服从正态分布,它们的期望值称为金融资

产的期望收益,而相应地把方差作为金融资产对期望收益偏离程度的刻画。方差越大,说
明偏离期望收益的程度越高,风险越大。

设有某种金融资产的收益率为R,如果存在二元函数v(x,y),使其效用函数

E[V(R)]=v[E(R),Var(R)] (1.4.6)

∂1v[E(R),Var(R)]≥0, ∂2v[E(R),Var(R)]≤0
则称E[V(R)]为均值方差效用函数。其中,∂1v[E(R),Var(R)]为对第一个变量求偏

导,∂2v[E(R),Var(R)]为对第二个变量求偏导。从上面的定义可见,如果投资者具有均

值方差效用函数,则在某一收益水平之下,资产的风险越小越受偏爱,期望效用越大;
 

在

某一风险水平之下,收益越大的资产越受偏爱,期望效用越大。
如果V(R)可在E(R)展开为泰勒级数,即

V(R)=V[E(R)]+V'[E(R)][R-E(R)]+
1
2! V″

[E(R)][R-E(R)]2+

 ∑
∞

j=3

1
j!

V(j)[E(R)][R-E(R)]j
  

(1.4.7)

  如果V(R)是R 的二次函数,则式(1.4.7)的第四项为零。此时式(1.4.7)两边取期

望值,得

E[V(R)]=V[E(R)]+V'[E(R)]E[R-E(R)]+
1
2! V″

[E(R)]E[R-E(R)]2

=V[E(R)]+
1
2V″

[E(R)]Var(R)

此时,E[V(R)]可表示为E(R)和Var(R)的函数。式(1.4.7)两边取期望得

E[V(R)]=V[E(R)]+
1
2! V″

[E(R)]Var(R)+∑
∞

j=3

1
j!

V(j)[E(R)]E[R-E(R)]j

  如果R 服从正态分布,由正态分布的性质,
当j为奇数时 E[R-E(R)]j=0

当j为偶数时 E[R-E(R)]j=
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁 j!

j
2  !

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁

(Var(R))
j
2

2
j
2

此时E[V(R)]可表示成E(R)和Var(R)的函数,于是得到下面的结论:
 

如果V(R)是二次函数或R 服从正态分布,V(R)可展开成泰勒级数,则E[V(R)]是
均值方差的函数。

1.5 随
 

机
 

占
 

优

1.5.1 随机占优准则

  在通常的情况下,金融资产的收益率R 是随机变量,利用投资者的Von
 

Neumann-
Morgenstern效用函数来判断资产的期望效用。由于不同投资者的 Von

 

Neumann-
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Morgenstern效用函数不同,所以对资产的期望效用也就不尽相同。也就是说,对于同一

项金融资产,不同的投资者会有不同的期望效用。这样就很难比较两个资产究竟哪一个

更好。也就是说投资者的Von
 

Neumann-Morgenstern效用函数的类型不一致,对资产的

评价就会不一样。一般说来,风险厌恶的投资者和风险喜爱的投资者对资产的选择标准

是不一致的。
随机占优(SD)准则是依据投资者效用函数的类型将投资者分类。首先把V'(x)≥0

的投资者作为第一类,与第一类投资者相应的SD准则称为一阶随机占优(FSD)准则。
把第一类投资者继续分类,在第一类投资者中,满足V″(x)≤0的投资者,为第二类投资

者,相应的SD准则为二阶随机占优(SSD)准则,这类投资者是厌恶风险的投资者。

1.5.2 一阶随机占优

如果所有具有连续递增效用函数的投资者对资产A 的偏好胜过对资产B 的偏好,我
们称资产A 一阶随机占优于资产B,记为A⪰

FSD
B。如前所述,对于第一类投资者而言,认

为资产A 优于资产B,根据期望效用准则,即对于第一类投资者中的每一个投资者,资产

A 的期望效用大于资产B 的期望效用,一阶随机占优可用资产的收益率来刻画。
定理1.4 设FA(x)、FB(x)分别是资产A 和资产B 的收益率RA 和RB 的分布函

数,其定义域为[a,b],则A⪰
FSD
B 的充要条件是FA(x)≤FB(x)。

证明 必要性 首先证明若A⪰
FSD
B,则FA(x)≤FB(x)。

用反证法,若不然,存在实数x0,使FA(x0)>FB(x0),由分布函数的右连续性,存在

c>x0,使

FA(x)>FB(x), x∈ [x0,c]
令

V(x)=∫
x

a
I[x0,c]

(t)dt

这里I[x0,c]
(t)=

1,t∈[x0,c]
 
0,t∉[x0,c] 。由I[x0,c]

(t)的可积性,以及I[x0,c]≥0,可知V(x)是连

续的,而且是递增的,

V'(x)=I[x0,c]
(x)≥0

于是

E[V(RA)]-E[V(RB)]

  =∫
b

a
V(x)d[FA(x)-FB(x)]

  =V(x)[FA(x)-FB(x)]
b

a -∫
b

a
[FA(x)-FB(x)]dV(x)

  =-∫
b

a
[FA(x)-FB(x)]V'(x)dx

  =-∫
c

x0

[FA(x)-FB(x)]dx<0
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此与A⪰
FSD
B 矛盾,故FA(x)≤FB(x)。

充分性 因为

E[V(RA)]-E[V(RB)]

  =∫
b

a
V(x)dFA(x)-∫

b

a
V(x)dFB(x)

  =V(x)FA(x)
b

a -∫
b

a
FA(x)V'(x)dx-V(x)FB(x)

b

a +∫
b

a
FB(x)V'(x)dx

  =-∫
b

a
[FA(x)-FB(x)]V'(x)dx

由假设FA(x)≤FB(x),又V(x)递增,V'(x)≥0,所以

E[V(RA)]≥E[V(RB)]
即

A ⪰
FSD

B 证毕。

  若风险资产A、B 的收益率RA~N(μA,σ2A),RB~N(μB,σ2B),而且μA>μB,σA=σB。
此时FA(x)≤FB(x),所以A⪰B

FSD
,如图1.2所示。

图1.2 风险资产A 和B 的收益率的密度函数

例 1.6

  设资产A 和资产B 的收益率分别为r~A 和r~B,且满足:
 

P(r~A=0)=0.2,P(r~B=
0)=0.25,P(r~A=0.4)=0.2,P(r~B=0.4)=0.25,P(r~A=0.6)=0.1,P(r~B=1)=
0.5,P(r~A=1)=0.5,则A⪰B

FSD
。这是由于

FA(x)=

0.2 x∈ [0,0.4)

0.4 x∈ [0.4,0.6)

0.5 x∈ [0.6,1)

1 x=1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, FB(x)=
0.25 x∈ [0,0.4)

0.5 x∈ [0.4,1)

1 x=1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  因此,FA(x)≤FB(x);
  

根据定理1.4,得A⪰B
FSD

。

1.5.3 二阶随机占优

如果对所有具有连续递增效用函数的厌恶风险的投资者偏好资产A 胜过偏好资产
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B,则称风险资产A 二阶随机占优于资产B,记为A≥
SSD
B。

定理1.5 A≥
SSD
B 的充要条件是S(x)≤0,其中

S(x)=∫
x

a
[FA(t)-FB(t)]dt, x∈ [a,b]

  证明 必要性 设A≥
SSD
B,证S(x)≤0,用反证法,若不然,由S(x)的连续性,存在

[α,β]⊆[a,b]使S(x)>0,当x∈[α,β],令

V(x)=∫
x

a∫
b

y
I[α,β](t)dtdy

容易验证V(·)是连续可微、单调递增且是凹函数,而且

V'(x)=∫
b

x
I[α,β](t)dt=

β-α, x≤α
β-x, x≤β
0, x>β

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

V″(x)=-I[α,β]≤0
于是

E[V(RA)]-E[V(RB)]

  =∫
b

a
V(x)d[FA(x)-FB(x)]

  =V(x)[FA(x)-FB(x)]
b

a -∫
b

a
[FA(x)-FB(x)]dV(x)

  =-∫
b

a
[FA(x)-FB(x)]V'(x)dx

  =-∫
b

a
V'(x)dS(x)

  =-S(x)V'(x)
b

a +∫
b

a
S(x)dV'(x), S(a)=0,V'(b)=0

  =∫
b

a
S(x)dV'(x)=∫

b

a
S(x)V″(x)dx

  =-∫
β

α
S(x)dx<0

这与A≥
SSD
B 相矛盾,所以S(x)≤0。

充分性 设S(x)≤0,则由前面证明可知

∫
b

a
V(x)dFA(x)-∫

b

a
V(x)dFB(x)

   =∫
b

a
V(x)d[FA(x)-FB(x)]

   =-S(x)V'(x)
b

a +∫
b

a
S(x)dV'(x)

   =∫
b

a
S(x)dV'(x)-S(b)V'(b)

由假设S(x)≤0,V'(b)≥0,S(b)≤0,V″(x)≤0,所以

E[V(RA)]≥E[V(RB)]
即A≥

SSD
B。
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设风险资产A 和B 的收益率RA~N(μA,σ2A),RB~N(μB,σ2B),若μA=μB,σA<
σB,则A≥

SSD
B,如图1.3所示。

图1.3 风险关系A 和B 的收益率的密度函数

例 1.7

  设资产A 和资产B 的收益率分别为r~A,r~B,并且满足P(r~A=0)=0.25,P(r~B=
0)=0.3,P(r~A=0.5)=0.35,P(r~B=0.5)=0.25,P(r~A=0.75)=0.1,P(r~B=0.75)=
0.1,P(r~A=1)=0.3,P(r~B=1)=0.35,则A⪰B

SSD
。这是由于

FA(x)=

0.25 x∈ [0,0.5)

0.6 x∈ [0.5,0.75)

0.7 x∈ [0.75,1)

1 x=1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, FB(x)=

0.3 x∈ [0,0.5)

0.55 x∈ [0.5,0.75)

0.6 x∈ [0.75,1)

1 x=1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  并且

S(x)=∫
x

0
(FA(x)-FB(x))dx=

-0.05x x∈ [0,0.5)

-0.025+0.05(x-0.5) x∈ [0.5,0.75)

-0.0125+0.05(x-0.75) x∈ [0.75,1]

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  因此,S(x)≤0。
根据定理1.5,得A⪰B

SSD
。

1.6 单期无套利资产定价模型

1.6.1 单期确定性无套利定价模型

1.
 

套利机会

  设市场有n 种风险资产,记为X1,X2,…,Xn,并将1种无风险资产记为X0,有两个

时刻,记为时刻0和时刻1。资产Xi 在时刻0的价格记为P0(Xi),在时刻1的价格记为

P1(Xi)。假设P1(Xi)>0,i=0,1,…,n。设投资于资产Xi 的数量为Ni,如果Ni>0,

Ni 表示买入数量,Ni<0,Ni 表示卖出数量,(N1,N2,…,Nn)T 称为资产组合。

wi=
NiP0(xi)

∑
n

i=0
NiP0(xi)

, i=0,1,2,…,n
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称w=(w0,w1,…,wn)T 为投资组合。
套利机会(arbitrage

 

opportunity)是指不投入任何资产即可获利,或者在0期不进行

任何投入,而在1期可获得无风险收益;
 

或者在0期获得无风险收益,而在1期无任何现

金支出。容易看出,如果存在满足下列条件之一的资产组合,则有套利机会。

(1)
  

P ∑
n

i=0
NiXi ≠∑

n

i=0
NiP(Xi) (1.6.1)

这里P ∑
n

i=0
NiXi 表示资产组合(N0,N1,…,Nn)T 的价格。

(2)
  

∑
n

i=0
NiP0(Xi)≤0且∑

n

i=0
NiP1(Xi)>0 (1.6.2)

(3)
 

∑
n

i=0
NiP0(Xi)>0且∑

n

i=0
NiP1(Xi)≤0 (1.6.3)

如果市场不存在套利机会,则称市场为无套利市场。如果资产市场不存在任何套利

机会,价格函数存在如下性质:
 

(1)
 

P ∑
n

i=0
NiXi =∑

n

i=0
NiP(Xi) (1.6.4)

性质(1)说明了价格函数是线性函数。

(2)
  

如果∑
n

i=0
NiP1(Xi)>0,那么∑

n

i=0
NiP0(Xi)>0 (1.6.5)

因为无论是在时刻0还是在时刻1假使关系式(1.6.4)不成立,
 

就会出现套利机会。不妨

设P ∑
n

i=0
NiXi >∑

n

i=0
NiP(Xi)就可以卖空资产∑

n

i=0
NiXi,同时买入Ni份资产Xi(i=0,

1,…,n)立刻就可以获利。

如果∑
n

i=0
NiP1(Xi)>0而∑

n

i=0
NiP0(Xi)≤0,则时刻0买入资产组合(N0,N1,…,

Nn),无任何现金支出,而时刻1卖出该资产组合即可获利。
这里需要假设市场无任何交易成本、税收和卖空限制,而且假定资产是无限可分的,令

Ri=
P1(Xi)-P0(Xi)

P0(Xi)
, i=0,1,…,n

称为资产Xi 的收益率。则存在如下定理。
 

定理1.6 设 资 本 市 场 不 存 在 套 利 机 会,资 产 组 合(N1,N2,…,Nn)T 满 足

∑
n

i=0
NiP0(Xi)>0,则资产组合(N0,N1,…,Nn)的收益率为

Rp =∑
n

i=0
wiRi

其中,wi=
NiP0(Xi)

∑
n

i=0
NiP0(Xi)

。

证明 根据定义,资产组合(N0,N1,…,Nn)的收益率为
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Rp =
P1 ∑

n

i=0
NiXi -P0 ∑

n

i=0
NiXi 

P0 ∑
n

i=0
NiXi 

(1.6.6)

  因为市场不存在套利机会,所以

P1 ∑
n

i=0
NiXi =∑

n

i=0
NiP1(Xi) (1.6.7)

P0 ∑
n

i=0
NiXi =∑

n

i=0
NiP0(Xi) (1.6.8)

将式(1.6.7)和式(1.6.8)代入式(1.6.6),得投资组合的收益率为

∑
n

i=0
NiP1(Xi)-∑

n

i=0
NiP0(Xi)

∑
n

i=0
NiP0(Xi)

   =
∑
n

i=0
Ni[P1(Xi)-P0(Xi)]

∑
n

i=0
NiP0(Xi)

   =∑
n

i=0

P1(Xi)-P0(Xi)
P0(Xi)

NiP0(Xi)

∑
n

i=0
NiP0(Xi)

   =∑
n

i=0
wiRi

这里

Ri=
P1(Xi)-P0(Xi)

P0(Xi)
(1.6.9)

  

证毕。

2.
 

单期确定性定价模型

单期资产定价问题是已知时刻1资产的价格,确定时刻0资产的价格,如果时刻1资

产价格是确定的,可得到如下定理。
定理1.7 广义套利定价定理(generalized

 

arbitrage
 

pricing
 

theorem,GAPT)。
设资本市场无套利机会,则

Ri=Rj, i,j=0,1,2,…,n (1.6.10)

  证明 设R0=Rf,式(1.6.10)等价于

P0(Xi)=
P1(Xi)
1+Rf

, i=0,1,…,n (1.6.11)

若存在1≤i0≤n,使P0(Xi0
)≠

P1(Xi0
)

1+Rf
,不妨设
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P0(Xi0
)>

P1(Xi0
)

1+Rf

现在构造一个资产组合:
 

令N0=P1(Xi0
), Ni0 =-P1(X0), Ni=0, i≠0,i0 (1.6.12)

该资产投资组合在时刻0的价格为

P1(Xi0
)P1(X0)

1+Rf
-P1(X0)P0(Xi0

)<0
 

而在时刻1的价格为

P1(Xi0
)P1(X0)-P1(X0)P1(Xi0

)=0
这是一个套利机会,与假设矛盾。 证毕。

定理1.7说明,如果不存在套利机会,任何资产价格都是确定的,那么资产的价格(时
刻0的价格)等于时刻1的价格的折现值。

1.6.2 单期不确定性无套利定价模型

本节研究风险资产的定价问题,设有两个时刻,时刻0表示现在,时刻1表示未来,风
险资产在时刻1的价格是不确定的,是随机变量,如果已知风险资产在时刻1的价格,来
确定这种资产在时刻0的价格,称为资产定价问题。

1.
 

两资产情形

设有两种资产,风险资产记为X1,无风险资产记为X0。无风险资产的收益率记为

Rf,总收益率记为1+Rf。设风险资产在时刻0的价格为P0(X1),在时刻1的价格为

P1(X1),在时刻1有两种状态,上涨时价格为uP0(X1),下跌时价格为dP0(X1),上涨时

的概率记为q,下跌时的概率为1-q,如图1.4所示。

图1.4 风险资产在时刻1的两种状态

显然d<1+Rf<u,否则将会出现套利机会。
为复制资产1,我们定义两种基本证券:

 

基本证券1,在时刻1,上涨状态时价格为1,
下跌状态时价格为0;

 

基本证券2,上涨状态时价格为0,下跌状态时价格为1。构造资产

组合:
 

uP0(X1)份基本证券1,dP0(X1)份基本证券2。则无论是上涨还是下跌,资产组

合的价值都和风险资产X1 的价格一样。
下面考虑基本证券的定价问题。设基本证券1在时刻0的价格为πu,基本证券2在

时刻0的价格为πd。根据无套利原则,上述资产组合在时刻1的价格与风险资产X1 的

价格一样,则在时刻0,它们的价格也应当一样,否则就会产生套利机会,于是

P0(X1)=πuuP0(X1)+πddP0(X1)
πuu+πdd=1 (1.6.13)

一份基本证券1和一份基本证券2
 

构成的组合,无论是上涨还是下跌,其价格都是1,因
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此根据一般的套利定价定理,我们有

πu +πd =
1

1+Rf

(1.6.14)

  由式(1.6.13)和式(1.6.14),得

πu =
(1+Rf)-d
(1+Rf)(u-d)

(1.6.15a)

πd =
u-(1+Rf)
(1+Rf)(u-d)

(1.6.15b)

令p*=
(1+Rf)-d

u-d
,则1-p*=

u-(1+Rf)
u-d

,那么

πu = p*

1+Rf

, πd =
1-p*

1+Rf

(1.6.16)

把式(1.6.16)代入式(1.6.13),风险资产X1 在时刻0的价格可表示为

P0(X1)=
p*uP0(X1)+(1-p*)dP0(X1)

1+Rf

(1.6.17)

式(1.6.17)说明,风险资产X1 在时刻0的价格为风险资产X1 在时刻1的价格(随机变

量),对于概率分布(p*,1-p*)取期望值,然后再折现,而概率分布(p*,1-p*)与风险

资产X1 在时刻1上涨、下跌的概率q无关。它是由上涨下跌的倍数和无风险利率确定的。
亦可将式(1.6.17)写为E*[P1(X1)]=(1+Rf)P0(X1),因此,称p* 为风险中性

概率。
请注意:

 

除了可以给风险资产X1 定价之外,基本证券还可以用来为其他的证券定

价,如风险资产X2。利用矩阵代数的知识,我们就可以证明,由风险资产X2 导出新的πu

和πd 和由风险资产X1 导出的πu 和πd 是一样的。
为了清楚起见,我们记时刻1相应于风险资产X2 的上涨和下跌状态的参数为u*和

d*,基本证券1和基本证券2在时刻0的价格为π*
u 和π*

d 。
将式(1.6.13)和式(1.6.14)写成矩阵形式,就有

[πu,πd]
uP0(X1) 1
dP0(X1) 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 = P0(X1)

1
1+Rf

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

  由风险资产X1 导出πu 和πd,有

[πu,πd]= P0(X1)
1

1+Rf

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 uP0(X1) 1

dP0(X1) 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

-1

  用πu 和πd 为风险资产X2 定价时,有

P0(X2)
1

1+Rf

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =[πu,πd]

u*P0(X2) 1

d*P0(X2) 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

  同理,由风险资产X2 导出π*
u 和π*

d 时,有

[π*
u ,π*

d ]
u*P0(X2) 1

d*P0(X2) 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 = P0(X2)

1
1+Rf

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

  于是,有
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[π*
u ,π*

d ]= P0(X2)
1

1+Rf

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 u*P0(X2) 1

d*P0(X2) 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

-1

=[πu,πd]
u*P0(X2) 1
d*P0(X2) 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 u*P0(X2) 1

d*P0(X2) 1
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁

-1

=[πu,πd]
  由此得到证明。

所以,对于时刻1后出现两种状态的市场,它的两个基本证券是唯一确定的。反过

来,也可以说,两个基本证券唯一地确定了这个市场。
假设资产X1 在时刻0的价格为100,在时刻1的价格如图1.5所示。

图1.5 资产X1 在时刻1的价格

无风险利率Rf=2%,则此时u=1.07,d=0.98,由式(1.6.15a)和式(1.6.15b),得

πu =
1.02-0.98

1.02×(1.07-0.98)≈
0.4357

πd =
1.07-1.02

1.02×(1.07-0.98)≈
0.5447

则X1 在时刻0的价格为

P0(X1)=πuuPA +πddPA =0.4357×107+0.5447×98≈100
  设有证券X2,其价格如图1.6所示。

图1.6 证券X2 的价格

则P0(X2)=0.4357×103+0.5447×98.5≈98.53。
2.

 

一般单期不确定性定价模型

前面在两资产情形下利用基本证券给出了定价公式。现在讨论一般的情况,首先假

设有n 种资产,每种资产在时刻1的价格是有限状态(l个状态)离散分布的情形。对于

这种情况,存在状态价格定价向量,我们给出严格的证明。
设市场上有n 种风险资产,每种资产在时刻1有l种状态,资产Xi 在状态s(s=1,

2,…,l)之下的价格记为Psi,风险资产在时刻1的价格可用价格矩阵

P=
P11 P12 … P1n

︙ ︙ ⋱ ︙
Pl1 Pl2 … Pln

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

表示,P 为l×n 矩阵。记N=(N1,N2,…,Nn)T 表示资产组合,设资产Xi 的当前时刻
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0的价值为vi(i=1,2,…,n)。记v=(v1,v2,…,vn)T,W0=NTv,Zsi=
Psi

vi
,则设w0 为

资产组合的初始价值。Zsi=
Psi

vi
为在时刻1状态s出现时的总收益。Dv=diag(v1,v2,…,

vn),即以v1,v2,…,vn 为对角线元素的对角阵,则有如下关系式

Z=
Z11 Z12 … Z1n

︙ ︙ ⋱ ︙
Zl1 Zl2 … Zln

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =PD-1

v

  资产组合w 称为无风险投资组合,如果

w1+w2+…+wn=1;
 

Zw= R,R,…,R  T。
其中,Rf=R-1为无风险收益率。

(1)
 

套利机会。
为方便,引入如下记号

Rn
+={x∈RRn|xi ≥0, i=1,2,…,n}

Rn
++={x∈RRn|xi >0, i=1,2,…,n}

  如果x=(x1,x2,…,xn)T∈Rn
+,x≠0,则称x

⩽

0;
 

类似地,可定义x

⩽

y。
如果x,y∈RRn,x-y

⩽

0,则称x

⩽

y。
如果资产组合N 满足下列条件之一
 

v·N≤0, PN≥0 (1.6.18a)
 

v·N≥0, PN≤0 (1.6.18b)
则存在套利机会;

 

反之亦然。这里v·N 表示向量v 和向量N 的内积。
式(1.6.18a)说明,在时刻0资产组合的价值小于或者等于零,即无现金投入。而在

时刻1至少有一种状态财富为正值。

例 1.8

  市场由两种资产构成,时刻1的价格矩阵P=
1 1
1 2
1 4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,时刻0的价格υ=

1
1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。构

造一个资产组合 N:
 

卖空一个单位的第一种资产并买进一个单位的第二种资产,即

N=
-1
1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,该组合不会有任何成本,即

υTN=(1 1)
-1
1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =0

  但是,

PN=
1 1
1 2
1 4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

-1
1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

0
1
3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 >0

62 数理金融———资产定价的原理与模型(第4版)



例 1.8(续)

  因此,满足式(1.6.18a),存在第一类套利机会。这类套利机会像免费得到一张彩

票,无须任何支付,可能会中奖(在第二种状态得到1或在第三种状态得到3),也可能

没有中奖(在第一种状态得到0),但不会有失去任何东西的风险。进一步分析套利的

原因,容易看出第二种资产占优于第一种资产,它应该更具有价值。为避免套利,第二

种资产应该比第一种资产在时刻0有更高的价格,但本例中它们价格却相同,因此产生

了套利机会。

(2)
 

状态价格向量。
如果向量φ=(φ1,φ2,…,φl)T 满足如下条件

PTφ=v(或ZTφ=1) (1.6.19)
则称向量φ 为支持资产系统P(或Z)的状态价格向量。此时,每一种资产在时刻0的价

格向量可以用时刻1各状态价格线性表示,资产i在时刻0的价格可表示为

vi=φ1P1i+φ2P2i+…+φlPli, i=1,2,…,n (1.6.20)

  (3)
 

单期不确定性无套利定价定理。
定理1.8 资本市场不存在套利机会,当且仅当存在φ∈Rl

++
  使

PTφ=v(或ZTφ=1) (1.6.21)
成立。这里PT 和ZT 分别为矩阵P 和Z 的转置矩阵。

证明 设L=R×Rl,M={(-vN,NTPT)T|N∈RRn}。又设K=R+×Rl
+,显然它

是空间L 的锥,M 是L 的子空间,它们都是L 中的凸集。
根据无套利条件,市场不存在套利机会的充要条件是K∩M={0}。因为K 和L 都

是凸集,由超平面分离定理,存在线性函数F∶L→R,对所有的z∈M 和y∈K,y≠0,有
F(z)<F(y)。又因为M 是线性子空间,所以对z∈M 有F(z)=0,于是对所有的y∈
K,y≠0都有F(y)≥0。注意到L 是l+1维空间,L 上的线性函数F 对应RRl+1 中的向

量f,对任意的x∈Rl+1,F(x)=fTx,即f 和x 的内积,记为f·x。
因为L 中的向量可以写成(b,cT)T,其中b∈RR,c∈RRl,f 可写成(α,ψT)T,L 上的线

性函数F 可表示为

F[(b,cT)T]=αb+ψ·c
其中,ψ∈RRl 是一常向量,α是一常数。设ψ=(ψ1,ψ2,…,ψl)T。

由于K 是一个锥,线性函数在K 上大于零,必有α>0,ψi>0,i=1,…,l,容易证明,
若α,ψ1,ψ2,…,ψl 中有一个为负数,F 在K 上可取负值,有一个为零,F 在K 上必取零

值,F 在K 上恒取正值矛盾。
由于M 是L 的线性子空间,又z∈M,F(z)=0,得到

-αv·N+ψ·(PTN)=0
由N 的任意性,必有

αv=PTψ

向量φ=
ψ
α

即为支持资产系统的状态定价向量。类似可证,如果存在状态定价向量φ∈
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R++,那么不存在套利机会。 证毕。
式(1.6.21)写成分量形式即式(1.6.20),这说明任何风险资产在时刻0的价格是

ψ·Pi,其中Pi=(Pi1,Pi2,…,Pil)T,是时刻1不同状态价格向量的正线性函数。
假如存在一个收益率为Rf=R-1的无风险投资组合,那么任何价格支持向量φ 满

足φ1+φ2+…+φl=
1
R
。

设w1 是无风险投资组合,则lTw1=1,Zw1=Rl,那么由价格状态支持向量的定义,
对于正的价格状态支持向量,有

(1+Rf)φTl=RφTl=φT(Zw1)=(φTZ)w1=lTw1=1

φTl=
1
R

即φ1+φ2+…+φl=
1
R
。因为∑

l

s=1
Rφs=1,记Qs=Rφs,那么Qs >0,那么∑

l

s=1
Qs=1,

Q=(Q1,…,Ql)T,Q 可以看作一个概率分布,称为“风险中性概率”。
定理1.9 假如存在一个收益率为Rf 的无风险资产或无风险投资组合,那么资产市

场不存在套利机会等价于存在概率分布,使得每种资产收益的期望值都等于1+Rf。

证明 如果市场不存在套利机会,由定理1.8,存在状态价格支持向量φ∈Rl
++使得

ZTφ=1

于是ZTQ=ZTRφ=R,即
EQ(Zj)

R =
1
R∑

l

s=1
zsjQ=1。 证毕。

由定理1.9可知:
 

EQ Zj  
R =vj, j=1,2,…,n (1.6.22)

式(1.6.22)说明,任何资产在时刻0的价格,等于在时刻1的价格(随机变量)对风险中性

概率测度Q 取期望值,然后再折现。任何资产都可以通过相同的贴现率R 定出价格,即
风险中性定价。

例 1.9

  考虑只有两种资产和两种状态的市场,假定两种状态发生的概率均为0.5,假设

P=
1 2
1 0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 , υ=

1
0.5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

  可看出第一种资产是无风险资产,由于时刻0和时刻1的价格都为1,所以无风险

资产的收益率rf=0。第二种资产在时刻1的期望价格也为1,与第一种资产相同,但
是它在时刻0的价格是0.5,只有第一种资产的一半,这是因为第二种资产是有风

险的。

令
1 1
2 0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 φ1

φ2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

1
0.5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,即φ1+φ2=1、2φ2=0.5,解得φ1=0.25、φ2=0.75,故不

存在套利机会。
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例 1.9(续)

  进一步地,风险中性概率测度Q=(q1,q2)为

q1= φ1

φ1+φ2
=
0.25
1 =0.25, q2= φ2

φ1+φ2
=
0.75
1 =0.75

  根据风险中性定价公式(1.6.22):
 

EQ(P1)
1+rf

=
0.25×1+0.75×1

1+0 =1, 
EQ(P2)
1+rf

=
0.25×2+0.75×0

1+0 =0.5

  这正是两种资产的正确价格。其中,上面求期望时用的是风险中性概率测度Q,而
非真实的概率。另外,还可利用这两种资产对其他资产进行定价。例如,假设存在第三

种资产,它在时刻1的价格向量为P3=
4
2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 ,则该资产在时刻0的价格为

EQ(P3)
1+rf

=
0.25×4+0.75×2

1+0 =2.5

1.7 单期不确定性均衡定价模型

1.7.1 均衡定价与期望效用最大化准则

  假设有两个时刻,时刻0表示今天,时刻1表示未来,在时刻1的消费C1 和财富W1

都是随机变量。设Ω ={ω1,ω2,…,ωl}是状态空间,第j种证券的价格用Sj 表示,它是

随机变量。期初价格为S0
j,第i个投资者对由Ω 表示的市场状态的概率分布为Pi(ω),

设第i个投资者的投资准则是期望效用最大化,为此将投资者的消费模型写成

Ui[Ci0,Ci1(ω)]=Ui0(Ci0)+∑
l

k=1
Pi(ωk)Ui1[Ci1(ωk)]

这里Ui 是投资者i的效用函数,我们假定它是时间可加的,即

Ui[Ci0,Ci1(ω)]=Ui0(Ci0)+Ui1[Ci1(ω)] (1.7.1)

  设投资者i最大期望消费模式是[C*
i0,C*

i1(ω)],如果投资者i在时刻0购买了θ单

位证券j,在时刻1卖出,投资者的消费模型变为[C*
i0-θS0

j,C*
i1+θSj(ω)],那么投资者

的期望效用就可以写成

  Ui[Ci0,Ci1(ω)]=Ui0(C*
i0-θS0

j)+∑
l

k=1
Pi(ω)Ui1[C*

i1(ωk)+θSj(ωk)] (1.7.2)

在θ=0时最大,直接计算,得

dUi[Ci0,Ci1(ω)]
dθ =U'i0(C*

i0-θS0
j)·(-S0

j)+∑
l

k=1
Pi(ωk)U'i1[C*

i1(ω)+θSj(ωk)]Sj(ωk)

(1.7.3)
由条件θ=0时,式(1.7.3)为零,得
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U'i0(C*
i0)(-S0

j)+∑
n

k=1
Pi(ωk)U'i1[C*

i1(ωk)]Sj(ωk)=0

解得

S0
j =∑

l

k=1

Pi(ωk)U'i1[Ci1(ω*
k )]

U'i0(C*
i0)

Sj(ωk) (1.7.4)

令σi(ωk)=
U'i1[Ci1(ω*

k )]
U'i0(C*

i0)
,称为边际替代率,则

S0
j =∑

l

k=1
Pi(ωk)σi(ωk)Sj(ωk)=E

Pi(σiSj)
  

(1.7.5)

式(1.7.5)说明证券j的价格等于该证券的价格Sj 和投资者i的边际替代率乘积的期望

值,这里的期望值是对投资者i的主观概率Pi(ωk)取期望。

1.7.2 阿罗-德布鲁证券

我们定义在资产定价理论当中经常用到一种特殊的证券,阿罗-德布鲁(Arrow-
Debereul)证券lk(k=1,2,…,l)。这种证券的性质是当状态ωk 出现时,价格是一个单

位。若是其他状态,价格为0,由式(1.7.5),该证券在时刻0的价格

ψk =Pi(ωk)
U'[C*

i1,(ωk)]
U'i0(C*

i0)
, k=1,2,…,l

由式(1.7.5)得

∑
l

k=1
ψk =∑

l

k=1
Pi(ωk)

U'i1[C*
i1(ω)]

U'i0(C*
i0)

=
1

1+Rf

 (1.7.6)

因为在时刻1无论哪一种状态出现,取值都为1,所以它是无风险证券,时刻0的价格为

1
1+Rf

,其 中 Rf 为 无 风 险 收 益 率。因 此,阿 罗-德 布 鲁 证 券 在 时 刻 0 的 价 格 为

ψk(k=1,2,…,l)。

1.7.3 多资产有限状态情况下的均衡定价模型

如果市场上有I个投资者,有n 种证券,现在来讨论均衡定价问题。我们假设:
 

(1)
 

所有的投资者的效用函数是递增的凹函数,并且两次可微,而且效用函数是可加

的,即
Ui(Ci0,Ci1)=Ui0(Ci0)+Ui1(Ci1), i=1,2,…,I (1.7.7)

且对未来状态的主观概率为Pi(ωk),k=1,2,…,l。
(2)

 

投资者i在时刻0的财富是Wi0,在时刻1的财富为Wi1。
(3)

 

证券j(j=1,2,…,n)在时刻1
 

的价格Sj 为随机变量,在时刻0的价格为S0
j。

(4)
 

投资人i的交易策略是n 维向量(θ1i,θ2i,…,θn
i)。

其中θj
i 表示投资者i购买证券j的数量(如果θj

i 是负数则表示卖出)。
   

此时投资者i的期望效用可以写成

E[Ui(Ci0,Ci1)]=Ui0(Wi0-∑
n

j=1
θj

iS0j)+∑
l

k=1
Pi(ωk)Ui1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 Wi1+∑

n

j=1
θj

iSj(ωk)
􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 , i=1,2,…,I
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投资者都是按期望效用最大化选择投资策略的,如同前面的推导,我们得到

S0
jU'i0 Wi0-∑

n

j=1
θj

iS0
j =∑

l

k=1
Sj(ωk)Pi(ωk)U'i1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 Wi1+∑

n

j=1
θj

iSj(ωk)
􀭤
􀭥

􀪁
􀪁

市场均衡,第j种证券的买卖总量相等(市场出清条件),

∑
I

i=1
θj

i =0, j=1,2,…,n (1.7.8)

因此,S0
j(j=1,2,…,n)和θj

i(i=1,2,…,I)的问题转化为求线性方程组(1.7.7)、(1.7.8)。
注意到方程的个数和未知数个数都是n+n×I。

注意,I个投资者的消费总量,恰好等于期初的财富总和。I 个投资者期初的消费总

量为

∑
I

i=1

(Wi0-∑
n

j=1
θj

iS0
j)=∑

I

i=1
Wi0-∑

I

i=1
∑
n

j=1
θj

iS0
j

=∑
I

i=1
Wi0-∑

n

j=1
S0

j∑
I

i=1
∑
n

j=1
θj

i

=∑
I

i=1
Wi0-∑

n

j=1
S0

j∑
n

j=1
∑
I

i=1
θj

i

由市场出清条件,上式的第二项为零,可见期初的总消费量等于期初财富。同样,可得期

末的消费总量等于期末财富。

1.7.4 均衡定价与无套利定价

上面推导了求均衡价格的投资策略的方程组。随着市场投资者的数量和证券数量增

加,问题变得十分复杂,采用代表人方法加以简化。假设:
(1)

 

所有投资者对市场状态的主观概率都是一样的,因此将Pi(ω)写成P(ω)。
(2)

 

所有投资者的效用函数是可加的递增凹函数,即

Ui(Ci0,Ci1)=Ui0(Ci0)+Ui1(Ci1), i=1,2,…,I
  现在构造代表人的效用函数,代表人的效用函数应当是各投资者i的效用函数按投

资者i的财富加权和。设定代表人的效用函数

V(x)=V0(x)+V1(x) (1.7.9)
式中,

V0(x)=max
xi>0
∑
I

i=1
λiUi0(xi) (1.7.10a)

V1(x)=max
xi>0
∑
I

i=1
λiUi1(xi) (1.7.10b)

这里

λi=
1

Ui0(C*
i0)

(1.7.10c)

x=x1+x2+…+xI (1.7.10d)
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按照代表人的效用函数和总消费,根据前面的方法,我们就可以求出证券的价格,特别此

状态价格ψk(阿罗-德布鲁证券价格)为

ψk =P(ωk)
V'1[Cα

1(ωk)]
V'0(Cα

0)
(1.7.11)

这里Cα
0 表示在时刻0最优总消费,Cα

1(ωk)表示时刻1在状态ωk 下的总消费。将式(1.7.5)
去掉下标,写成

S0
j =EP(σSj)

  考虑一种无风险证券,该证券在时刻1每个状态价格为1,即Sj(ωk)=1(k=1,2,…,

n),则

S0
j =

1
1+Rf

=∑
n

k=1
P(ωk)Z(ωk)

由于P(ωk)非负,Z(ωk)是边际替代率的绝对值,也非负。我们定义

qωk  =(1+Rf)P(ωk)Z(ωk)
则q(ωk)也非负,而且

∑
n

k=1
qωk  =1

故我们定义一个新的概率测度Q,使得

S0
j =∑

n

k=1
P(ωk)Z(ωk)Sj(ωk)

=∑
n

k=1
P(ωk)Z(ωk)Sj(ωk)

=
1

1+Rf
∑
n

k=1
q(ωk)Sj(ωk)

=
1

1+Rf
EQSj

这与无套利定价的基本形式相同。

习 题 1

1.
 

设(x1,x2),(y1,y2)∈B2,且(x1,x2)⪰(y1,y2)和(y1,y2)⪰(x1,x2),则证明

x1=y1,x2=y2。

2.
 

证明二次效用函数具有递增的绝对风险厌恶特征。

3.
 

证明指数效用函数V(x)=-e-bx
 

(b>0)具有常数绝对风险厌恶。

4.
 

证明对数效用函数V(x)=ln
 

x 绝对风险厌恶递增,相对风险厌恶系数为1。

5.
 

假设有五种自然状态,表示为wn(n=1,2,…,5),发生机会都是等概率的。考虑

两种有风险资产,收益率为R
~

A 和R
~
B,如表1.1所示。
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表1.1 题5表

状态 w1 w2 w3 w4 w5

R
~

A 0.5 0.5 0.7 0.7 0.7

R
~

B 0.9 0.8 0.4 0.3 0.7

解释风险厌恶投资者会选择哪种资产。

6.
 

假设现在有两种有风险资产,随机收益率分别是r~A 和r~B。假设r~A 和r~B 是独立

的并有相同的均值。进一步地,r~B
d
􀪅􀪅r~A+ε~,并且r~A 和ε~ 是独立的。这能否说明在二

阶随机占优下,
 

r~B 优于r~A ? 试证明根据期望效用最大化,在只有这两种资产的情况下,
风险厌恶的个体将会投资于资产A 多于投资于资产B。

7.
 

设

FA(x)=
0, x<0
 
1-e-x, x≥0 , FB(x)=

0, x<0
 
1-e-2x, x≥0 

证明资产A 一阶随机占优于资产B。

8.
 

设

(1)
  

Z=
5 2
-5 -8
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 ;

 

(2)
 

Z=
5
3
2

1
1
1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。

试求正的状态价格支持向量。

9.
 

假设P=
1 1 0 0
1 2 0.5 1
1 3 1.5 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,υ= 1 2 0.6 1  T,判别是否存在套利机会。

10.
 

设投资者k和j的效用函数分别为Vk(x)和Vj(x),若对所有的x∈R,绝对风

险厌恶函数Ak(x)>Aj(x),试证明:
  

(1)
 

存在函数G(x),其中G'>0,G″<0,使得Vk(x)=G[Vj(x)];
  

(2)
 

Vk[V-1
j (x)]是凹函数。

11.
 

设V 是满足V'(x)>0,V″(x)<0的期望效用函数。证明:
 

若它的绝对风险厌

恶函数A 满足A'(x)≤0,则V″(x)>0。

12.
 

若下列效用函数为风险厌恶型投资者的效用函数,求a 的取值范围。
(1)

 

V(X)=-X-a;
  

(2)
 

V(X)=-e-aX;
  

(3)
 

V(X)=
Xa

a
。

13.
 

投资者以初始财富1200元参与一个抽彩,50%的概率可获10000元,50%的概

率可得100元。假设他的效用函数为lg函数,计算该投资者为避免抽彩而愿缴纳的罚金
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以及其确定性等价财富,并阐释罚金和确定性等价财富的经济意义。

14.
 

一种彩票,可能以0.2的概率获得900元,也可能以0.8的概率损失100元,消

费者效用函数为V= w;
 

问消费者愿意拿出多少钱购买该彩票? 其风险溢价是多少?

15.
 

假设投资方案A 的分布函数由以下函数给出,描述FSD准则。

FA(x)=

0 0≤x<1
0.1 1≤x<2
0.8 2≤x<4
1 x≥4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  假设另外三个投资方案B、C 和D 的收益分布函数由以下函数给出,分析投资方案

A 优于B、C 和D 哪个投资方案。

FB(x)=

0 0≤x<1
0.2 1≤x<2
0.7 2≤x<4
1 x≥4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 FC(x)=

0 0≤x<1
0.1 1≤x<2
0.6 2≤x<4
1 x≥4

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 FD(x)=

0 0≤x<1
0.1 1≤x<3
0.6 3≤x<4
1 x≥4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  16.
 

假设投资方案A、B 和C 的收益分布函数均服从正态分布,其期望和标准差由

表1.2给出,利用SSD准则判断这三个投资方案的优劣,并说明原因。

表1.2 题16表

投资方案 期望(μ) 标准差(σ)

A 12% 4%
B 10% 3%
C 5% 1%

17.
 

计算以下经济系统的正状态价格支持向量,并讨论相应的套利机会。

(1)
 

Z=
z11 z12
0 z22
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ;

  

(2)
 

Z=
1 3
2 1
3 2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ;

  

(3)
 

Z=
3 2
1 2
2 4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ;

  

(4)
 

Z=
5 2
-5 -2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ;

 

(5)
 

Z=
5 2
3 1
2 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ;
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(6)
 

Z=
1 0
-1 -1
1 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。

18.
 

假设市场有四种状态、三种基础资产,它们在时刻1的价格矩阵和时刻0的价格

向量分别为

P=

1 0 3
0 1 3
0 2 3
1 0 3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, υ=
1
3 

1
2 2  

T

  (1)
 

无风险资产的收益是多少?
(2)

 

试求所有的状态价格向量,并判别是否存在套利机会;
  

(3)
 

有另外一种资产,其在时刻1的价格向量为 1 2 0 1  T,试求该资产的无套

利价格。

即
 

测
 

即
 

练
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