
本章讨论从统计意义上的最优滤波问题或波形的最优线性估计问题。首先讨论对于平

稳随机信号的维纳滤波器的设计,紧接着讨论一种特殊的维纳滤波器,最优一步线性预测,
通过前向线性预测和后向线性预测的对称关系,导出了求解Yule-Walker方程的快速递推

算法,并由此导出格型滤波器结构。接着讨论在有限数据集条件下的最小二乘滤波器

(LS),这是一种易于实现的有效滤波器并具有统计上的最优性,并介绍求解LS问题的奇异

值分解(SVD)算法。

3.1 维纳滤波

维纳滤波器是统计意义上的最优滤波,或者等价地说是波形的最优线性估计,它要求输

入信号是宽平稳随机信号。本章针对离散信号情况,详细讨论FIR结构和IIR结构的维纳

滤波器。
由信号当前值及它的各阶位移{x(n-k)}+∞k=-∞,估计一个期望信号d(n),输入信号

x(n)是宽平稳的,x(n)和d(n)是联合宽平稳的,要求这个估计的均方误差最小,这就是维

纳滤波器,它实质上是一个波形估计问题。为了方便,本章假设所涉及的信号都是零均值。

3.1.1 实际问题中的维纳滤波

初看起来,维纳滤波器有些抽象,用一个输入信号估计一个期望响应,期望响应是什么?
通过如下几个来自于实际的应用实例来理解维纳滤波器是对许多不同应用问题的抽象,从
而构成了最优滤波器的基础框架。

1.
 

通信的信道均衡器

在通信系统中,为了在接收器端补偿信道传输引入的各种畸变,在对接收信号进行检测

之前,通过一个滤波器对信道失真进行校正,这个滤波器称为信道均衡器。为了说明均衡器

问题,这里只简单地讨论基带传输,忽略通信系统中的调制解调和各种编解码过程,设通信

系统的发射端发送序列s(n),通过信道传输,在接收端的滤波器输入端得到因信道不理想

而发生了失真的信号x(n),x(n)可能包含了信道不理想产生的畸变和加性噪声,例如,无
线通信系统中的多径效应和环境噪声。x(n)作为维纳滤波器的输入信号,通过确定滤波器

的权系数,使得滤波器的输出s'(n)尽可能逼近一个期望信号d(n),也就是发送序列的延

迟s(n-k)。采用均方误差最小准则设计滤波器系数,使估计误差e(n)=d(n)-s'(n)的

视频讲解
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均方误差值最小,见图3.1.1。

图3.1.1 信道均衡器的结构示意

2.
 

系统辨识

系统辨识的问题是:
 

有一个系统是未知的或需要用一个LTI系统进行模型化,设计一

个线性滤波器尽可能精确地逼近这个待处理系统。维纳滤波器实现一个从统计意义上最优

的对未知系统的线性逼近。图3.1.2示出一个实现系统辨识的原理框图。使维纳滤波器和

未知系统使用同一个输入信号x(n),未知系统的输出作为维纳滤波器的期望响应d(n),设
计滤波器系数使得滤波器输出y(n)与期望响应d(n)之间的估计误差的均方值最小。

图3.1.2 线性系统辨识的结构

3.
 

最优线性预测

通过一个随机信号已存在的数据{x(n-1),x(n-2),…,x(n-M)}来预测一个新值

x(n),这是一步前向线性预测问题,由{x(n-1),x(n-2),…,x(n-M)}的线性组合得

到对x(n)的最优估计,相当于设计一个FIR滤波器对{x(n-1),x(n-2),…,x(n-
M)}进行线性运算,来估计期望响应d(n)=x(n),维纳滤波器是用于设计均方误差最小

的最优预测器。
通过如上几个例子,可以抽象出一种有用的滤波器结构,这就是维纳滤波器。维纳滤波

器的一般结构示于图3.1.3,滤波器自身是一个FIR或IIR滤波器,滤波器输入信号x(n),
输出y(n),有一个待估计的期望响应d(n),滤波器系数的设计准则是使得滤波器的输出

y(n)(或写成d‐(n))是均方意义上对期望响应的最优线性估计。

图3.1.3 维纳滤波器的一般结构

维纳滤波器的目的是求最优滤波器系数wo=[…,wo,0,wo,1,…,wo,k,…]T,使

J(n)=E[|e(n)|2]=E[|d(n)-d‐(n)|2] (3.1.1)
最小。当滤波器系数有无穷多个(即单位抽样响应无限长)时,对应IIR结构的维纳滤波器,
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当滤波器系数为有限个时,对应FIR结构的维纳滤波器。FIR结构的维纳滤波器的滤波部

分的示意图如图3.1.4所示,在信号处理的文献中,也常称这个结构为横向滤波器。

图3.1.4 维纳滤波的横向滤波器

3.1.2 从估计理论观点导出维纳滤波

将存在有限个观测数据情况下的线性贝叶斯估计的结论,用于波形的估计,可以直接得

到FIR结构的维纳滤波器,这表明维纳滤波器是波形的线性贝叶斯估计。
为简单起见,先讨论实信号的情况。将线性贝叶斯估计推广到波形估计的情况。在n

时刻,由输入x(n)及其延迟量{x(n-1),x(n-2),…,x(n-M+1)}作为观测值,估计期

望信号的波形在n 时刻的值d(n),确定权系数w=[w0,w1,…,wM -1]T,使估计误差均方

值最小,即在权系数取wo 时

J(n)=E[(d(n)-d‐(n))2] (3.1.2)

达到最小,这里波形估计d‐(n)写为

d‐(n)=∑
M-1

i=0
woix(n-i)=wT

ox(n) (3.1.3)

其中

wo=[wo0,wo1,…,wo(M-1)]T (3.1.4)

x(n)=[x(n),x(n-1),…,x(n-M +1)]T (3.1.5)
对一个固定时间n,波形的瞬时估计与随机参数的线性贝叶斯估计是完全相同的问题,利用

式(2.5.10),时刻n 的波形估计器的系数满足如下方程:

R(n)wo=rxd(n) (3.1.6)
这里

R(n)=E[x(n)xT(n)]

=

r(n,n) r(n,n-1) … r(n,n-M+2) r(n,n-M+1)

r(n-1,n) r(n-1,n-1) … r(n-1,n-M+2) r(n-1,n-M+1)
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙

r(n-M+2,n)r(n-M+2,n-1) … r(n-M+2,n-M+2)r(n-M+2,n-M+1)

r(n-M+1,n)r(n-M+1,n-1) … r(n-M+1,n-M+2)r(n-M+1,n-M+1)























(3.1.7)

rxd(n)=E[x(n)d(n)]=[rxd(n,n),rxd(n-1,n),…,rxd(n-M +1,n)]T (3.1.8)

  在一般情况下,对于不同时刻n,权系数不同,因此,需要对每个时刻重新计算权系数。
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当输入信号x(n)是一个宽平稳随机信号,并且x(n)和d(n)是联合平稳时,上述自相关矩

阵和互相关向量简化为

R(n)=R=

rx(0) rx(1) … rx(M -1)

rx(-1) rx(0) … rx(M -2)
︙ ︙ ⋱ ︙

rx(-M +1)rx(-M +2) … rx(0)





















(3.1.9)

和

rxd(n)=rxd =[rxd(0),rxd(-1),…,rxd(-M +1)]T (3.1.10)
权系数满足的方程简化为

Rwo=rxd (3.1.11)

注意,权系数是个确定性的量,不是随机量。对每个时刻n,d(n)的估计值d‐(n)相当于

图3.1.4线性时不变滤波器的输出。最小均方估计误差为

Jmin=σ2d -rT
xdR-1rxd (3.1.12)

  从维纳滤波器是线性贝叶斯波形估计的观点,需注意如下几点。
(1)

 

在均方误差意义上,维纳滤波器是线性FIR滤波器中的最优滤波器,但可能存在一

些非线性滤波器能达到更好结果。
(2)

 

在x(n)和d(n)是联合高斯分布条件下,维纳滤波也是总体最优的,不存在非线性

滤波器能达到更好的结果。
(3)

 

从线性贝叶斯估计推导过程知,在滤波器系数取非最优的任意权系数w 时,其误差

性能表达式为

J(w)=σ2d -wTrxd -rT
xdw+wTRw (3.1.13)

它是w 的超二次曲面,当自相关矩阵R 是正定矩阵时,该曲面只有一个最小点,当w=wo

时J(w)=Jmin。

3.1.3 维纳滤波器-正交原理

维纳滤波器是一个最优线性滤波器,图3.1.3是一个一般表示框图,滤波器核是IIR或

FIR的,在实信号情况下,已经导出了求解FIR型维纳滤波器的方程。在第2章讨论了线

性最优估计的正交性原理,第2章的正交原理是由最优线性估计方程导出的。在最优线性

滤波器理论中,正交原理是一个基本分析工具,由正交原理出发,很容易导出线性最优估计

和维纳滤波器的方程式。由于正交原理应用的广泛性和简洁性,并且贯穿于平稳、非平稳和

有限数据等多种情况,在本节,对复信号的一般情况,重新导出正交原理的一般形式,并利用

正交原理,重新推导复信号情况下维纳滤波器的一般方程。先推导适应于IIR和FIR的一

般结论,然后分别讨论FIR和IIR。
将一般的复数形式维纳滤波器的问题重新描述如下。
设输入随机过程x(n)为复信号,由{x(n-k)}+∞k=-∞ 估计期望响应d(n),求复数权系

数…,wo(-1),wo0,wo1,wo2,…,使输出误差e(n)=d(n)-y(n)的均方值最小。
如下推导一般的正交性原理,实数据是特例。在复信号的一般情况下,滤波器输出和估

计误差分别写为



97   

y(n)=∑
+∞

k= -∞
w*

kx(n-k) (3.1.14)

e(n)=d(n)-y(n) (3.1.15)
均方误差表示为

J(w)=E{|e(n)|2}=E{e(n)e*(n)} (3.1.16)
设滤波器权系数是如下复数形式:

wk =ak +jbk (3.1.17)
定义针对滤波器系数向量的梯度算子为

ă=[…,ă0,ă1,…,ăk,…]T (3.1.18)
其中,针对参数wk 的梯度算子为

ăk=
∂
∂w*

k
=
∂
∂ak

+j
∂
∂bk

(3.1.19)

为求解最优滤波器的权系数,将梯度算子作用于均方误差J(w),并令其为零。其中,第k
项为

ăkJ(w)=
∂J(w)
∂ak

+j
∂J(w)
∂bk

(3.1.20)

求参数…,w-1,w0,w1,…的值,使得J(w)最小,即使得

ăJ(w)=0 (3.1.21)
或等价地每个分量

ăkJ(w)=0, k=…,-1,0,1,2,… (3.1.22)
将J(w)=E{e(n)e*(n)}代入梯度算子定义式(3.1.20),得到

ăkJ(w)=E ∂e(n)
∂ak

e*(n)+
∂e*(n)
∂ak

e(n)+
∂e(n)
∂bk

je*(n)+
∂e*(n)
∂bk

je(n)


 


 (3.1.23)

由

e(n)=d(n)- ∑
+∞

k= -∞
w*

kx(n-k) (3.1.24)

得到

∂e(n)
∂ak

=-x(n-k) (3.1.25)

∂e(n)
∂bk

=jx(n-k) (3.1.26)

∂e*(n)
∂ak

=-x*(n-k) (3.1.27)

∂e*(n)
∂bk

=-jx*(n-k) (3.1.28)

将如上各项代入ăkJ(w)表达式(3.1.23),整理得

ăkJ(w)=-2E[x[n-k]e*[n]], k=…,-1,0,1,… (3.1.29)
当

ăkJ(w)=0, k=…,-1,0,1,… (3.1.30)
时,J(w)达到最小。设J(w)达到最小时,用wo、eo(n)表示权系数和误差e(n),即当

J(w)=Jmin (3.1.31)
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时,满足

E[x(n-k)e*
o(n)]=0, k=…,-1,0,1,… (3.1.32)

或等价地

E[x*(n-k)eo(n)]=0, k=…,-1,0,1,2… (3.1.33)
以上两式为一般的正交性原理:

 

滤波器达到最优时,误差和输入信号正交。正交性原理的

一个直接推论是,滤波器达到最优时,输出和误差也是正交的,即
E[yo(n)e*

o(n)]=0 (3.1.34)
  注意到,在正交性原理式(3.1.32)中,输入信号的各阶位移x(n-k)与eo(n)正交,
式(3.1.32)所表示的正交方程数目与滤波器权系数…,w-1,w0,w1,…数目是一致的,即维

纳滤波器有多少个权系数,式(3.1.32)就包含多少个正交方程式。
现在通过正交性原理,导出更一般的维纳滤波器的设计方程,即维纳-霍普夫(Wiener-

Hopf)方程。由正交性原理

E[x(n-k)e*
o(n)]=0, k=…,-1,0,1,2… (3.1.35)

代入误差的表达式(3.1.24)到式(1.1.35),得

E x(n-k)d*(n)-∑
+∞

i= -∞
woix*(n-i)    =0, k=…,-1,0,1,2… (3.1.36)

交换求期望和求和次序,将如上方程展开为

∑
+∞

i= -∞
woiE x(n-k)x*(n-i)  =E[x(n-k)d*(n)], k=…,-1,0,1,2… (3.1.37)

由自相关和互相关的定义

rx(i-k)=E[x(n-k)x*(n-i)] (3.1.38)

rxd(-k)=E[x(n-k)d*(n)] (3.1.39)
代入式(3.1.37),得到

∑
+∞

i= -∞
woirx(i-k)=rxd(-k), k=…,-1,0,1,2… (3.1.40)

式(3.1.40)称为维纳-霍普夫方程,解此方程,可得到最优权系数{woi,i=…,-1,0,1,
2,…}。式(3.1.40)是维纳滤波器的一般方程,根据滤波器权系数是有限个还是无限个可以

分别设计FIR和IIR型维纳滤波器。

3.1.4 FIR维纳滤波器

对于M 个系数的FIR滤波器(横向滤波器),只有M 个权系数{woi,i=0,1,…,M-1}
非零,维纳-霍普夫方程简化为有限个未知量的线性方程组,即式(3.1.40)简化为

∑
M-1

i=0
woirx(i-k)=rxd(-k), k=0,1,…,M -1 (3.1.41)

更方便的是写成矩阵形式。令

R=E[x(n)xH(n)]

=

rx(0) rx(1) … rx(M -1)

r*
x (1) rx(0) … rx(M -2)
︙ ︙ ⋱ ︙

r*
x (M -1)r*

x (M -2) … rx(0)





















(3.1.42)
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和

rxd =E[x(n)d*(n)]=[rxd(0),rxd(-1),…,rxd(1-M)]T (3.1.43)
维纳-霍普夫方程的矩阵形式为

Rwo=rxd (3.1.44)
解方程求得

wo=R-1rxd (3.1.45)
这个关系式与通过线性贝叶斯波形估计得到的结论是相同的。

下面用正交性原理,导出一般复信号情况下维纳滤波器的最小均方误差公式。在达最

优时,yo(n)也写成d‐(n|Xn),意指由x(n),x(n-1),…,x(n-M+1)张成的线性空间

Xn 对d(n)的最优估计。估计误差为

eo(n)=d(n)-yo(n)=d(n)-d‐(n|Xn) (3.1.46)
也可以写成

d(n)=eo(n)+d‐(n|Xn) (3.1.47)

由正交性原理的推论,d‐(n|Xn)和eo(n)是正交的,因此

σ2d =E[|eo(n)|2]+σ2d‐ =Jmin+σ2d‐ (3.1.48)
即

Jmin=σ2d -σ2d‐ (3.1.49)
由

d‐(n|Xn)=∑
M-1

k=0
w*
okx(n-k)=wH

ox(n) (3.1.50)

得

σ2d‐ =E[d‐(n|Xn)d‐*(n|Xn)]=E[wH
ox(n)xH(n)wo]

=wH
oE[x(n)xH(n)]wo

=wH
oRwo=wH

orxd =rH
xdwo=rH

xdR-1rxd (3.1.51)
将式(3.1.51)代入式(3.1.49),得

Jmin=σ2d -σ2d‐ =σ2d -rH
xdwo=σ2d -rH

xdR-1rxd (3.1.52)

  由正交原理导出的维纳滤波器和从线性贝叶斯估计得到的维纳滤波器,分别得到一些

有益的启示。从估计理论看,维纳滤波器只是一个线性贝叶斯估计,它是最优估计的一个线

性逼近,只有在高斯情况下,它才是真正的最优滤波器,在其他分布情况下,非线性滤波器可

能达到比线性最优滤波器更优的结果。从一般线性最优滤波器的正交原理出发,我们容易

忽视这些限制。
为了后续导出自适应滤波器的需要(第5章),导出在复信号的一般情况下的误差性能

表面。上面的讨论集中在最优滤波器的权系数设计和达到最优时均方误差的结果。讨论在

滤波器权系数未取最优值时,滤波器的均方误差怎样随滤波器系数的不同取值而变化的规

律是有意义的,对导出自适应滤波算法有指导作用。假设滤波器取一组任意权系数,对期望

响应的估计误差为

e(n)=d(n)-∑
M-1

k=0
w*

kx(n-k) (3.1.53)



100  

直接代入

J(w)=E[e(n)e*(n)] (3.1.54)
整理得

J(w)=σ2
d -∑

M-1

k=0
w*

krxd(-k)-∑
M-1

k=0
wkr*

xd(-k)+∑
M-1

k=0
∑
M-1

i=0
w*

kwirx(i-k) (3.1.55)

由上式可以看出,J(w)是wk 的二次曲面,由于2次项的系数是一个半正定序列,因此二次

曲面是一个碗状曲面,碗口向上,若自相关矩阵是正定的,则Jmin 在碗底且唯一,其实,由上

式直接对各wk 求导,并令其为0,得到一组方程,正是维纳-霍普夫方程。
上式也可以直接写成矩阵形式:

J(w)=σ2d -wHrxd -rH
xdw+wHRw (3.1.56)

它可以整理成如下形式:
 

J(w)=σ2d -rH
xdR-1rxd +(w-R-1rxd)HR(w-R-1rxd) (3.1.57)

上式在wo=R-1rxd 时,达到最小,且最小值为

Jmin=min
w
J(w)=σ2d -rH

xdR-1rxd (3.1.58)

式(3.1.58)与式(3.1.52)的结果是一致的。性能表面J(w)也可以写成

J(w)=Jmin+(w-wo)HR(w-wo) (3.1.59)
利用自相关矩阵的特征值分解式

R=QΛQH (3.1.60)
得到

J(w)=Jmin+(w-wo)HQΛQH(w-wo) (3.1.61)
令

=QH(w-wo) (3.1.62)
上式可写成

J(w)=Jmin+HΛ=Jmin+∑
M

k=1
λkvkv*

k =Jmin+∑
N

k=1
λk|vk|2 (3.1.63)

这里,是w 的坐标变换,由w 通过原点移位和坐标旋转得到的坐标系,通过坐标变换,
得到以为变量的均方误差的如上的规范形式,对于一个给定J≠Jmin,有

J-Jmin=∑
M

k=1

|vk|2

1
λk

(3.1.64)

这是超椭圆,1
λk

为其一个轴。J-Jmin 取一个固定值所对应的(等价于w)的所有取值称为

性能表面的等高线,式(3.1.64)表明线性滤波器性能表面的等高线是超平面上的椭圆。

例3.1.1 有一信号s(n),它的自相关序列为rs(k)=
10
27
1
2  

|k|

,被一加性白噪声所污

染,噪声方差为2/3,白噪声与信号不相关。被污染信号x[n]作为维纳滤波器的输入,求两

个系数FIR滤波器使输出信号是s(n)的尽可能的恢复。
解:

 

本题中,显然维纳滤波器的输入x(n)=s(n)+v(n),期望响应d(n)=s(n)。故

rx(k)=rs(k)+rv(k)=
10
27
1
2  

|k|

+
2
3δ
(n)
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rxd(k)=E{x(n)d(n-k)}=rs(k)=
10
27
1
2  

|k|

由于只需要2阶滤波器设计,因此

R=

10
27+

2
3
10
27×

1
2

10
27×

1
2
10
27+

2
3



















, rxd =

10
27

10
27×

1
2


















代入维纳-霍普夫方程解,得

wo=R-1rxd =[0.3359,0.1186]T

Jmin=σ2d -rH
xdwo=

10
27-

10
27

10
27×

1
2



















T

0.3359
0.1186




 




 =0.2240

  例3.1.2 设期望响应d(n)是一个 AR(1)过程,参数a(1)=0.8458,激励白噪声

v1(n)的方差σ21=0.27,由白噪声驱动的产生该过程的系统函数为

H1(z)=
1

1+0.8458z-1

图3.1.5 通道模型

d(n)经 过 了 一 个 通 信 信 道,信 道 的 系 统 函 数 为

H2(z),在信道输出端加入了白噪声σ22=0.1,通道

模型如图3.1.5所示,系统函数

H2(z)=
1

1-0.9458z-1

信道输出x(n)=s(n)+v2(n)。
在接收端设计一个二系数FIR结构的维纳滤波

器,目的是由x[n]恢复d[n],并写出等高线方程[117]。
解:

 

d(n)是 一 个 AR(1)过 程,A1(z)=1+
a1z-1,σ21=0.27,如例1.6.3所求,期望响应的方差为

σ2d =
σ21
1-a2

1
=

0.27
1-(0.8458)2

=0.9486

在x(n)=s(n)+v2(n)中,s(n)是一个2阶AR(2)过程,由白噪声产生s(n)的系统函数相

当于 H(z)=H1(z)H2(z),因此

A(z)=(1+0.8458z-1)(1-0.9458z-1)=1-0.1z-1-0.8z-2

2阶AR(2)过程的参数为a2,1=-0.1,a2,2=-0.8,方差仍为σ21=0.27。由2阶AR(2)参
数,可以确定rs(k),由Yule-Walker方程

rs(0)rs(1)

rs(1)rs(0)





 




 a2,1

a2,2






 




 =-

rs(1)

rs(2)





 






σ21=rs(0)+a2,1rs(1)+a2,2rs(2)
反解rs(0)、rs(1),得

rs(0)=
1+a2,2

1-a2,2  σ21
[(1+a2,2)2-a2

2,1]
=
1-0.8
1+0.8

0.27
[(1-0.8)2-0.12]

=1
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rs(1)=
-a2,1rs(0)
1+a2,2

=
0.1×1
1-0.8=0.5

由上确定s(n)的自相关矩阵为Rs=
1 0.5
0.5 1




 




 ,进而有

Rx =Rs +σ22I=
1 0.5
0.5 1




 




 +

1 0
0 1




 




 ×0.1=

1.1 0.5
0.5 1.1




 






接下来,求rxd(-k):
rxd(-k)=E[x(n-k)d(n)]

把s(n)-0.9458s(n-1)=d(n)和x(n)=s(n)+v2(n)代入上式,得
rxd(-k)=rs(k)-0.9458rs(k-1)

故

rxd(0)=rs(0)-0.9458×rs(-1)=0.5272
rxd(-1)=rs(1)-0.9458×rs(0)=-0.4458

rxd =
0.5272

-0.4458




 





代入维纳-霍普夫方程,解得最优权系数为

wo=R-1
xrxd =

0.8368
-0.7853




 






最小均方误差为

Jmin=σ2d -rH
xdwo=0.9486-[0.5272,-0.4458]

0.8360
-0.7853




 



 =0.1579

对于任意取的权系数,性能表面为

J(w0,w1)=σ2d -wHrxd -rH
xdw+wHRxw=σ2d -2wTrxd +wTRxw

=0.9486-2[0.5272,-0.4458]
w0

w1






 




 +[w0,w1]

1.1 0.5
0.5 1.1




 




 w0

w1






 






=0.9486-1.0544w0+0.8916w1+w0w1+1.1(w2
0+w2

1)
为求规范化性能表面,解|R-λI|=0,即

1.1-λ 0.5
0.5 1.1-λ

=0 ⇒ (1.1-λ)2-(0.5)2=0

得到两个特征值分别为λ1=1.6,λ2=0.6,规范化性能表面为

J(v1,v2)=Jmin+1.6v2
1+0.6v2

2

对于给定的一个均方误差值,性能表面的等高线由如下椭圆方程描述:

1=
v2
1

(J-Jmin)
λ1

+
v2
2

(J-Jmin)
λ2

这是一个椭圆,主轴
J-Jmin

λ2  
1
2
,副轴

J-Jmin

λ1  
1
2
。

*  3.1.5 IIR维纳滤波器

考虑维纳-霍普夫方程在IIR滤波器时的情况,式(3.1.40)是针对非因果IIR滤波器的
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一般方程,可以直接转换成z变换关系式。为了简便,先讨论无因果性要求的最一般的IIR
滤波器的设计式。对IIR情况,我们仅考虑实信号和实滤波器系数的情况。

在非因果条件下,式(3.1.40)重写为

∑
+∞

i= -∞
woirx(i-k)=rxd(-k) k=-∞,…,-1,0,1,…,∞ (3.1.65)

注意到,式(3.1.65)左侧是两个序列w(k)=wok 和rx(k)的卷积表达式,两边取z 变换,并
由rdx(k)=rxd(-k),得

W(z)Sx(z)=Sdx(z) (3.1.66)
或

W(z)=
Sdx(z)
Sx(z)

(3.1.67)

这里,系统函数W(z)是滤波器权系数序列w(k)=wok 的z 变换,Sx(z)是rx(k)的z 变

换,Sdx(z)是rdx(k)的z变换。
最小均方误差为

Jmin=σ2d -∑
+∞

l= -∞
wolrdx(l) (3.1.68)

  例3.1.3 有一信号s(n),它的自相关序列为rs(k)=
10
27
1
2  

|k|

,被一加性白噪声所污

染,噪声方差为2/3,噪声和信号不相关,被污染信号x(n)作为维纳滤波器的输入,求IIR
滤波器使输出信号是s(n)的尽可能的恢复。

解:
 

本题中取x(n)=s(n)+v(n),d(n)=s(n)。显然

rx(k)=rs(k)+rv(k)=
10
27
1
2  

|k|

+
2
3δ
(n)

rdx(k)=E{x(n-k)d(n)}=rs(k)=
10
27
1
2  

|k|

如上两式直接取z 变换,得

Sx(z)=
5/18

1-
1
2z

-1  1-
1
2z  

+
2
3=

20-6z-6z-1

181-
1
2z

-1  1-
1
2z  

Sdx(z)=
5/18

1-
1
2z

-1  1-
1
2z  

将其代入式(3.1.67),得

W(z)=
Sdx(z)
Sx(z)

=
5

20-6z-6z-1=
5

181-
1
3z

-1  1-
1
3z  

求W(z)的反z 变换,得到

wok =
5
16
1
3  

|k|

最小均方误差

Jmin=σ2d -∑
+∞

l= -∞
wolrdx(l)=

10
27-∑

+∞

l= -∞

5
16
1
3  

|l| 10
27  1

2  
|l|

=
5
24≈0.2083
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从滤波器输入的噪声功率为2/3,下降到滤波器输出的误差功率为5/24。
现在考虑因果IIR维纳滤波器设计。它的推导比非因果情况复杂一些,这里先给出结

果。因果IIR维纳滤波器的系统函数为

W(z)=
1

S+
x(z)

Sdx(z)
S-

x(z)




 






+

(3.1.69)

上式中,S+
x (z)是由Sx(z)中位于单位圆内的极点和零点组成;

 

S-
x (z)是由Sx(z)中位于

单位圆外的极点和零点组成;
 Sdx(z)
S-

x (z)




 






+

是对应于
Sdx(z)
S-

x (z)
的反变换中的因果序列部分的z

变换。最小均方误差为

Jmin=σ2d -∑
+∞

l=0
wolrdx(l) (3.1.70)

  下面通过一个白化滤波器导出因果IIR维纳滤波器的结果。一个规则随机过程可以通

过一个白化滤波器产生其新息表示(白噪声),因此,将因果IIR维纳滤波器分成两步,第一

步将输入信号白化,将新息作为维纳滤波器的输入对期望响应进行估计,如图3.1.6所示。

图3.1.6 因果IIR维纳滤波器的分级形式

在1.6.1节的谱分解定理指出,一个实规则随机信号的功率谱可以分解为

S(z)=σ2Q(z)Q(1/z) (3.1.71)
通过一个系统函数为Γ(z)=1/Q(z)的白化滤波器,输出其新息序列,这里为了表示方便,
定义

1
S+

x(z)
=

1
σ2Q(z)

(3.1.72)

为白化滤波器的系统函数,由此产生的新息序列是方差为1的白噪声。
先求新息作为输入的因果IIR维纳滤波器的单位抽样响应h2(n),因为

e(n)=d(n)-y(n)=d(n)-∑
+∞

k=0
h2(k)v(n-k) (3.1.73)

利用正交原理

E[v(n-l)e(n)]=E[v(n-l)d(n)]-E




 v(n-l)∑

+∞

k=0
h2(k)v(n-k)





 =0, l=0,1,…,∞

 

(3.1.74)
由于v(n)是方差为1的白噪声,上式整理为

rdv(l)=∑
+∞

k=0
h2(k)δ(k-l)=h2(l), l≥0 (3.1.75)

由于v(n)是中间量,需要将rdv(l)进一步表示为

rdv(l)=E[d(n)v(n-l)]=E




 ∑

+∞

k=0
γ(k)x(n-l-k)d(n)







=∑
+∞

k=0
γ(k)rdx(l+k)=∑

-∞

m=0
γ(-m)rdx(l-m)=γ(-l)*rdx(l) (3.1.76)
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上式中,γ(k)是白化滤波器的单位抽样响应,上式两侧取z变换为

Sdv(z)=
1

σ2Q(1/z)
Sdx(z)=

Sdx(z)
S-

x(z)
(3.1.77)

注意到,h2(l)只取rdv(l)的因果部分,因此

H2(z)=[Sdv(z)]+=
1

σ2Q(1/z)
Sdx(z)




 






+
=

Sdx(z)
S-

x(z)




 






+

最终的因果IIR维纳滤波器是 H2(z)与白化滤波器的级联,因此因果IIR维纳滤波器的系

统函数为式(3.1.69)。
例3.1.4 用因果IIR滤波器实现例3.1.3的相同问题。
解:

 

由

Sx(z)=
20-6z-6z-1

181-
1
2z

-1  1-
1
2z  

=
1-

1
3z

-1  1-
1
3z  

1-
1
2z

-1  1-
1
2z  

得到

S+
x(z)=

1-
1
3z

-1  
1-

1
2z

-1  
, S-

x(z)=
1-

1
3z  

1-
1
2z  

另外,令

Γ(z)=
Sdx(z)
S-

x(z)
=

5

181-
1
2z

-1  1-
1
3z  

=

1
6z

-1

1-
1
2z

-1  
+

1/3

1-
1
3z  

由反变换得

γ(n)=
1
6
1
2  

n-1

u(n-1)+
1
3
1
3  

-n

u(-n)

上式中的u(n)代表阶跃序列。取γ(n)的因果部分为γ+(n)=
1
3
1
2  

n

u(n),因此

[Γ(z)]+=
Sdx(z)
S-

x(z)




 






+
=

1/3

1-
1
2z

-1

将上式代入式(3.1.69),得

W(z)=
1

S+
x(z)

Sdx(z)
S-

x(z)




 






+
=
1-

1
2z

-1  
1-

1
3z

-1  
1/3

1-
1
2z

-1
=

1/3

1-
1
3z

-1

取反z 变换得到滤波器单位抽样响应为

wok =
1
3
1
3  

k

, k≥0

Jmin=σ2d -∑
+∞

l=0
wolrdx[l]=

10
27-∑

+∞

l= -∞

1
3
1
3  

|l| 10
27  1

2  
|l|

=
2
9 ≈0.2222

因果的IIR维纳滤波器比非因果的剩余误差要略大。
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注意到,例3.1.3、例3.1.4和例3.1.1是同一个问题分别用非因果IIR、因果IIR和2
系数FIR维纳滤波器进行处理,得到输出最小均方误差分别为0.2083、0.2222和0.2240。
虽然非因果IIR的误差最小,但是不可实现的,可实现的因果IIR和2系数FIR的误差很接

近。在这个例子中,由于输入信号的极点远离单位圆,故用2系数的FIR滤波器即可取得

接近于IIR滤波器的性能,若输入信号更复杂可能需要的FIR系数更多,但该例子给出一个

直观说明,对于一个给定问题,选择适当阶数的FIR滤波器可能得到与因果IIR滤波器非常接

近的性能。由于FIR滤波器不存在数值稳定性问题,容易实现和集成,所以实际中更易使用。

*  3.1.6 应用实例———通信系统的最佳线性均衡器

在通信系统中,发射机发送的信号通过信道传输到接收机,传输信道有不同的媒体,主
要分成有线和无线两类。以无线为例,发射信号通过无线信道传播,经过多径到达接收机而

被接收,这些多径是由于信道中的信号经反射、折射和衍射形成的。多径传播产生的接收信

号是由多个延迟衰落的发射信号叠加而成的。因此接收机接收到的信号中存在着串扰和畸

变,直接进行检测会产生较大的误码。
一种改善信号检测性能的装置是信道均衡器,它的目标是补偿信道造成的串扰和畸变,

为了叙述简单,我们采用图3.1.7的基带模型讨论均衡器的设计问题。

图3.1.7 通信系统线性均衡器示意图

设发射机发送的信号序列是s(n),用一个线性时不变(LTI)滤波器模拟一个信道的传

输性质(对于慢时变系统,这个LTI模型是合理的),假定接收机和发射机用相同的采样频

率,接收到的信号表示为

x(n)=∑
k
h(k)s(n-k)+v(n)

其中,v(n)表示加性干扰白噪声,h(n)表示信道的单位抽样响应,为了降低加性噪声和信道

传输的影响,设计一个线性滤波器作为均衡器,均衡器的单位抽样响应记为w(n),均衡器

输出为

y(n)=∑
k
w(k)x(n-k)

线性均衡器的设计目标是使y(n)是s(n)的尽可能精确的估计,即

y(n)=∑
k
w(k)x(n-k)≈s(n-Δ)

其中,Δ 表示一个整数延迟量。一种设计线性最优均衡器的准则是最小均方准则,这实际是

设计一个维纳滤波器,滤波器的输入为x(n),期望响应为d(n)=s(n-Δ)。既可以设计

FIR结构的维纳滤波器,也可以设计IIR结构的维纳滤波器,并且只需要x(n)的自相关和

x(n)与s(n)的互相关函数。如下以非因果IIR结构为例再进一步做说明,非因果IIR结构
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可以取得理论上最好的结果。非因果IIR型维纳滤波器的系统函数为

W(z)=
Sdx(z)
Sx(z)

容易求得

Sdx(z)=H 1
z  Ss(z)z-Δ

Sx(z)=H(z)H 1
z  Ss(z)+σ2v

因此,系统函数进一步写为

W(z)=
H 1

z  Ss(z)z-Δ

H(z)H 1
z  Ss(z)+σ2v

(3.1.78)

频率响应为

W(ejω)=
H(e-jω)Ss(ω)e-jωΔ

|H(ejω)|2Ss(ω)+σ2v
(3.1.79)

由以上两式可以看到,一般情况下,维纳滤波器的频率响应与发射信号的功率谱和信道的频

率响应有关。讨论两个特例。
(1)

 

加性噪声不存在的情况,即σ2v=0,线性最优均衡器的系统函数简化为

W(z)=
z-Δ

H(z)
(3.1.80)

此时,最优线性均衡器是信道模型的逆系统。y(n)=s(n-Δ)达到理想均衡。
(2)

 

发射信号是方差为1的白噪声,均衡器的系统函数简化为

W(z)=
H 1

z  z-Δ

H(z)H 1
z  +σ2v

(3.1.81)

此时,得到的均衡器是所有线性系统中,使y(n)与s(n-Δ)均方误差最小的系统,但达不到

理想均衡条件y(n)=s(n-Δ)。
在实际系统中,信道性质可能是时变的,可以通过自适应滤波技术达到最优线性均衡和

跟踪信道的时变性,有关用自适应滤波算法实现自适应均衡器的讨论见第5章。

3.2 最优线性预测

最优线性预测是维纳滤波器的一种特殊类型,将特殊的输入向量和期望响应代入维纳-
霍普夫方程,得到线性最优预测的解。线性最优预测分为前向预测和后向预测两种情况,将
会发现解前向线性预测系数的方程与解AR模型系数的方程是完全等价的。通过讨论前向

和后向线性预测滤波器结构,导出快速算法:
 

Levinson-Durbin递推算法,用于快速求解线

性预测或AR模型问题。通过Levinson-Durbin递推算法也导出了一种重要的滤波器结

构,即格型滤波器。本节如不加特别说明,均指一步预测。

视频讲解
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3.2.1 前向线性预测

由{x(n-i)}Mi=1 张成的空间记为Xn-1,在Xn-1 中预测x(n)的值,这是一步前向预测

问题。在所有可能的线性预测器中,存在一个使预测误差的均方值最小的预测器,称为最优

前向线性预测,设最优预测器的系数为wf,1,wf,2,…,wf,M。记最优预测为

x‐(n|Xn-1)=∑
M

k=1
w*

f,kx(n-k) (3.2.1)

显然,最优前向线性预测相当于一个维纳滤波器,对应于维纳滤波的术语,期望响应为

d(n)=x(n) (3.2.2)
预测误差为

fM(n)=x(n)-x‐(n|Xn-1) (3.2.3)
最小预测误差功率为

pM =E[|fM(n)|2] (3.2.4)

  为使用维纳滤波器的结论,各变量和参数分别描述如下,输入向量为

x(n-1)=[x(n-1),x(n-2),…,x(n-M)]T (3.2.5)
自相关矩阵为

Rx =E[x(n-1)xH(n-1)]=E[x(n)xH(n)] (3.2.6)
式(3.2.6)的第二个等号成立是假定了输入信号是平稳的。输入信号与期望响应的互相关

向量为

rxd =E[x(n-1)x*(n)]=

rx(-1)

rx(-2)
︙

rx(-M)





















=r (3.2.7)

相应的求解前向最优线性预测系数的维纳-霍普夫方程为

Rxwf =r (3.2.8)

这里,wf=[wf,1,wf,2,…,wf,M]T,注意到,这个方程与求解AR模型系数的Yule-Walker
方程是一致的,只是系数相差一个负号。

当采用最优预测系数时,预测误差均方值达到最小,即最小预测误差功率为

pM =rx(0)-rHwf (3.2.9)
前向预测和预测误差输出可用图3.2.1表示。

图3.2.1 前向线性预测器及预测误差输出
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1.
 

前向线性预测误差滤波器

如果将预测误差作为一个滤波器的输出,由输入x(n)到输出fM(n)构成前向线性预

测误差滤波器,相应的滤波器输入输出关系表示为

fM(n)=x(n)-∑
M

k=1
w*

f,kx(n-k)

=∑
M

k=0
a*

M,kx(n-k)=aH
MxM+1(n) (3.2.10)

这里,相应的前向线性预测误差滤波器系数aM,k 与最优预测器系数wf,k 的关系为

aM,k =
1, k=0
 
-wf,k,k=1,2,…,M (3.2.11)

并使用向量符号为

aM =[1,aM,1,aM,2,…,aM,M]T
 

(3.2.12)

xM+1(n)=[x(n),x(n-1),…,x(n-M +1),x(n-M)]T

2.
 

增广维纳-霍普夫方程

将前向预测的维纳-霍普夫方程式(3.2.8)和预测误差功率pM 公式(3.2.9)写在一

起,有

rx(0)rH

r Rx






 




 1

-wf





 




 =

pM

0




 




 (3.2.13)

或等价为

RM+1aM =
pM

0




 




 (3.2.14)

式(3.2.13)或式(3.2.14)是线性预测的增广维纳-霍普夫方程,从增广方程看,前向线性预

测误差滤波器和AR模型所服从的方程组也是一致的。

3.
 

前向线性预测误差滤波器与AR模型的关系

前文已经提到,在已知一组自相关序列值{rx(k),k=0,…,M}的条件下,前向线性预

测误差滤波器和AR模型的求解方程是一致的。为了便于比较,将AR(M)模型的差分方程

表达式写为如下形式:

∑
M

k=0
a*

kx(n-k)=v(n) (3.2.15)

比较式(3.2.10)和式(3.2.15)发现,AR模型与前向线性预测误差滤波器满足相同的方程

(但等号左右两侧内容是相互调换的),只需要进行如下的对应关系:

a*
k ↔a*

M,k (3.2.16)

v(n)↔fM(n) (3.2.17)
注意,这种对应只是数学形式的对应,从物理意义上,前向线性预测误差是分析器,即x(n)
是输入信号,通过滤波器产生输出fM(n);

 

AR模型是合成器,v(n)是激励信号,通过系统

产生合成的信号x(n)。两者分别用于解决不同的问题,但遵从相同的数学关系。因此,在
已知一组自相关序列值{rx(k),k=0,1,…,M}的条件下,两者的求解过程和所求的解相

同,即两者的解等价。
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3.2.2 后向线性预测

初看起来,后向预测似乎没有实质用处,但其可与前向预测构成互补结构,从而得到有

效的系统结构。由{x(n-i)}M -1i=0 构成的空间Xn 预测x(n-M),称为一步后向预测,简称

后向预测。最优后向线性预测器系数记为wb,1,wb,2,…,wb,M,预测值记为

x‐(n-M|Xn)=∑
M

k=1
w*

b,kx(n-k+1) (3.2.18)

与前向预测类似,后向最优线性预测器也是维纳滤波器的特殊类型,对应于维纳滤波器的术

语,分别有期望响应为

d(n)=x(n-M) (3.2.19)
预测误差为

bM(n)=x(n-M)-x‐(n-M|Xn) (3.2.20)
预测误差功率为

pM =E[|bM(n)|2] (3.2.21)
与标准维纳滤波器相比,后向预测器的有关向量分别写为,输入向量

x(n)=[x(n),x(n-1),…,x(n-M +1)]T

自相关矩阵为

Rx =E[x(n)xH(n)]
互相关向量为

rxd =E[x(n)x*(n-M)]=[r(M),r(M -1),…,r(1)]T=rB*

这里上标符号B 指向量反向排序。
求后向预测器系数的维纳-霍普夫方程为

Rxwb =rB* (3.2.22)

这里,wb=[wb,1,wb,2,…,wb,M]T。预测误差功率为

pM =r(0)-rBTwb (3.2.23)
可以证明(留作习题),前向和后向最优预测系数之间满足如下关系:

wB*
b =wf (3.2.24)

或写成如下分量形式:

w*
b,M-k+1=wf,k k=1,2,…,M (3.2.25)

wb,k =w*
f,M-k+1 k=1,2,…,M (3.2.26)

由此也可证明前向最优线性预测误差功率与后向最优线性预测误差功率也相等,因此都用

了同一个符号pM 表示。

1.
 

后向预测误差滤波器

与前向预测类似,定义后向预测误差滤波器

bM(n)=x(n-M)-∑
M

k=1
w*

bkx(n-k+1)

=∑
M

k=0
C*

M,kx(n-k) (3.3.27)

这里
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C*
M,k =

-w*
b,k+1,k=0,1,…,M -1

 
1, k=M 

容易验证

CM,k =a*
M,M-k k=0,1,…,M (3.2.28)

故

bM(n)=∑
M

k=0
aM,M-kx(n-k)=aBT

MxM+1(n) (3.2.29)

2.
 

增广维纳-霍普夫方程

后向预测问题也可以写成一个增广方程:

Rx rB*

rBT rx(0)





 




 -wb

1




 



 =

0
pM





 




 (3.2.30)

或

RM+1aB*
M =

0
pM





 



 (3.2.31)

3.2.3 Levinson-Durbin算法

在实际应用中,不管是解 AR模型问题或解线性最优预测问题,都需要求解增广的

Yule-Walker方程(或线性预测的增广维纳-霍普夫方程),但实际中,往往并不知道模型或

预测的最好阶数。一些学者研究了阶数的确定准则;
 

另一种方法就是对一个范围内的若干

阶数分别进行求解,当预测误差不随阶数增加而明显减少时,就可以得到相应的模型阶。分

别求解若干阶的增广Yule-Walker方程,是比较费时的。用高斯消元法解一个M 阶方程需

要O(M3)的运算量,随着M 增加,运算量增加很快。一种好的方法是:
 

如果已知 M-1阶

的系数和最小均方误差,通过一个简单的递推关系得到 M 阶的系数与均方误差值,这就是

Levinson-Durbin递推算法。
Levinson-Durbin递推算法实际是利用相关矩阵R 的Toeplitz性质,由Toeplitz性得

到了自相关矩阵的增广形式,再利用前向和后向预测的增广Yule-Walker方程的结构,导出

了由m-1阶的解am-1、pm-1 递推求解am、pm 的快速算法。如下推导这个算法。
从m-1阶出发,对前向预测有增广方程

Rmam-1=
pm-1

0m-1





 




 (3.2.32)

注意,为了推导过程清晰,自相关矩阵Rm 的下标表示m×m 增广矩阵。将式(3.2.32)的系

数矩阵增加阶数,将系数自相关矩阵增广为(m+1)×(m+1)矩阵,为保持方程成立,系数

向量尾部增加一个0,得到

Rm rB*
m

rBT
m rx(0)






 




 am-1

0




 




 =

pm-1

0m-1

rBT
m am-1

















 =

Δ
pm-1

0m-1

Δm-1















 (3.2.33)

这里,Δm-1 只是引入的一个缩写符号,即

Δm-1=rBT
m am-1=∑

m-1

ℓ=0
rx(ℓ-m)am-1,ℓ (3.2.34)
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实际上Δm-1 有其明确的物理意义,它的物理意义稍后再讨论。
类似地,后向m-1阶预测的增广方程为

RmaB*
m-1=

0m-1

pm-1





 




 (3.2.35)

同样对式(3.2.35)的系数矩阵做1阶增广,得如下方程:

rx(0) rH
m

rm Rm






 




 0

aB*
m-1





 




 =

rH
maB*

m-1

0m-1

pm-1

















 =

Δ*
m-1

0m-1

pm-1
















 (3.2.36)

观察式(3.2.33)和式(3.2.36)发现,它们都是以Rm+1 为系数矩阵的方程,为了与m 阶前

向线性预测的增广方程进行比较,构造一个方程式为式(3.2.33)+式(3.2.36)×km,即

Rm+1
am-1

0




 




 +km
0

aB*
m-1





 



  =

pm-1

0m-1

Δm-1















 +km

Δ*
m-1

0m-1

pm-1

















 (3.2.37)

式(3.2.37)中,km 是一个自由参数。现在可以比较式(3.2.37)和m 阶的前向预测的增广

方程,为了比较方便,将m 阶的前向预测的增广方程写在如下:

Rm+1am =
pm

0m





 




 (3.2.38)

比较式(3.2.37)和式(3.2.38)发现,如果能够确定km 的值,使式(3.2.37)和式(3.2.38)两
式等价,即式(3.2.37)和式(3.2.38)方程两侧的各向量相等,也就是

am =
am-1

0




 




 +km

0
aB*

m-1





 




 (3.2.39)

和

pm

0m





 




 =

pm-1

0m-1

Δm-1















 +km

Δ*
m-1

0m-1

pm-1

















 (3.2.40)

是有唯一解的。由于式(3.2.37)和式(3.2.38)的系数都是Rm+1,如果式(3.2.39)和
式(3.2.40)有解,那么由式(3.2.39)就得到预测滤波系数的递推公式,式(3.2.39)可以写成

标量形式:
am,ℓ =am-1,ℓ +kma*

m-1,m-ℓ ℓ=0,1,…,m (3.2.41)
在使用上式时,应注意到am-1,m=0和am-1,0=1。

解式(3.2.40),确定km 参数和pm 的公式,注意到式(3.2.40)中间m-2行恒为零,因
此只有如下两个方程:

pm =pm-1+kmΔ*
m-1

 
0=Δm-1+kmpm-1 

解之,得到

km =-
Δm-1

pm-1
(3.2.42)

pm =pm-1(1-|km|2) (3.2.43)
可以看到,只要按式(3.2.42)取km 的值,就使式(3.2.39)和式(3.2.40)等式成立,由
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式(3.2.41)和式(3.2.43)得到由am-1、pm-1 递推求解am、pm 的公式。
不难验证,与式(3.2.39)对应的另一个形式的递推公式是:

 

aB*
m =

0
aB*

m-1





 




 +k*

m
am-1

0




 




 (3.2.44)

或写成单项的形式:
a*

m,m-ℓ =a*
m-1,m-ℓ +k*

mam-1,ℓ (3.2.45)
  为了更全面地理解Levinson-Durbin算法,以下对几个相关问题作一些更详细地讨论。

1.
 

Δm-1 和km 的解释

在上述的推导过程中,Δm-1 和km 是在推导过程中引入的参数,其中Δm-1 由式(3.2.34)
定义,km 由式(3.2.42)可以求解,其实这两个参数有明确的物理意义,可以证明(留作习题)

Δm-1=E[bm-1(n-1)f*
m-1(n)] (3.2.46)

称为偏相关系数。而

km =-
E[bm-1(n-1)f*

m-1(n)]
E[|fm-1(n)|2]

=-
E[bm-1(n-1)f*

m-1(n)]

E[|fm-1(n)|2]
1
2E[|bm-1(n-1)|2]

1
2

(3.2.47)

称为反射系数,由施瓦茨不等式知,|km|≤1。

2.
 

Levinson-Durbin算法小结

目的是由m-1阶的解am-1、pm-1,递推求解am、pm。需进行如下计算:

(1)
  

Δm-1=rBT
m am-1=∑

m-1

ℓ=0
rx(ℓ-m)am-1,ℓ

(2)
 

km=-
Δm-1

pm-1

(3)
 

am,ℓ=am-1,ℓ+kma*
m-1,m-ℓ, ℓ=0,1,…,m

(4)
 

pm=pm-1(1-|km|2)
如果需要初始时从最低阶开始进行递推,需要确定其初始条件。

3.
 

Levinson-Durbin算法初始化条件

根据预测误差滤波器的定义,可以得到如下一组初始条件:

f0(n)=b0(n)=x(n)

p0=rx(0)

Δ0=E[b0(n-1)f*
0(n)]=E[x(n-1)x*(n)]=r*

x (1)

a0,0=1













(3.2.48)

  注意到上式中,因为零阶预测的全部预测系数为零,因此预测误差等于信号本身,由此

导出各初始值。
如果用高斯消元法直接求解一个 M 阶的最优预测器系数,所需运算量为O(M3),用

Levinson-Durbin算法为O(M2)。但是Levinson-Durbin算法可以得到从1阶到M 阶的各

阶系数和最小均方误差值。
由Levinson-Durbin算法的4个计算公式可以看到,如果给出随机信号自相关函数的
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M+1个值{rx(0),rx(1),…,rx(M)},递推得到各阶反射系数{km,m=1,2,…,M}和各阶

预测误差滤波器系数{am,k,m=1,2,…,M,k=1,2,…,m-1,m},最终确定了第 M 阶系

数,{aM,k,k=0,1,…,M}。进一步注意到,在每增加1阶的递推过程中,除计算Δm-1 外,其
他参数计算不需要自相关函数的值,如果可以用其他方法获得反射系数,仅由 M 个反射系

数km,可以递推得到M 阶预测误差滤波器的系数。
例3.2.1 写出实信号的用km 表示的Levinson-Durbin算法前3阶的系数递推公式。
解:

 

由a0,0=1作为初始条件,各阶系数的递推公式为

1阶:
 

a1,1=k1
a2,1=a1,1+k2a1,1=k1+k2k1

2阶:
 

a2,2=k2
a3,1=a2,1+k3a2,2=k1+k2k1+k3k2

3阶:
 

a3,2=a2,2+k3a2,1=k2+k3(k1+k2k1)

a3,3=k3
  例3.2.2 设随机信号是满足1阶AR模型的,即满足x(n)=-a1x(n-1)+v(n),

其中v(n)是方差为σ2v 的白噪声,用Levinson-Durbin算法求解对x(n)的各阶最优线性预

测误差滤波器的系数。
解:

 

由例1.6.3已求得x(n)的自相关序列为

rx(k)=
σ2v
1-a2

1

(-a1)|k|

用Levinson-Durbin算法可以获得各阶预测误差滤波器的系数。
初始的零阶预测误差滤波器的参数为

a0,0=1, p0=rx(0)=
σ2v
1-a2

1

, Δ0=rx(1)=
-a1σ2v
1-a2

1

1阶参数为

k1=-
Δ0

p0
=-

rx(1)
rx(0)

=a1

a1,0=1
a1,1=k1=a1

p1=p0(1-|k1|2)=σ2v
2阶参数为

Δ1=rx(2)+a1,1rx(1)=0
k2=0

p2=p1=σ2v
a2,0=1, a2,1=a1,1=a1, a2,2=0

类似地,容易验证 M 阶预测误差滤波器系数为

aM,0=1, aM,1=a1

aM,k =0, k>1
  对于1阶AR模型,只需要1阶线性预测器可以达到使预测误差为白噪声,且预测误差
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功率为σ2v,更高阶预测不能改善预测性能,这个结论可以推广到任意阶 AR模型,即对于

AR(p)模型产生的信号,只需要p 阶预测,更高阶预测不再改善预测性能。

4.
 

反Levinson-Durbin算法

正如上所述,由M 个反射系数{km,m=1,…,M},可以递推得到M 阶预测误差滤波器

的系数。反射系数km 是一个重要的量,3.2.4节将看到,由反射系数可以构成预测误差滤

波器另一种规范的实现结构:
 

格型结构。这里,讨论一个反问题,如果给出了预测误差滤波

器的M 阶系数,{aM,k,k=0,1,…,M},也可以递推得到各阶反射系数km。
将式(3.2.41)和式(3.2.45)联立,得到如下联立方程:

am,k =am-1,k +kma*
m-1,m-k

 
a*

m,m-k =a*
m-1,m-k +kmam-1,k (3.2.49)

且注意到,在式(3.2.41)中,取k=m,并利用am-1,m=0和am-1,0=1,得到

km =am,m (3.2.50)
将式(3.2.50)代入式(3.2.49),以am-1,k 为未知量,解得

am-1,k =
am,k -am,ma*

m,m-k

1-|am,m|2
, k=0,1,…,m-1 (3.2.51)

由此得到km-1=am-1,m-1。由m=M 开始,连续用式(3.2.50)和式(3.2.51),每次使m 减

1,依次得到kM,kM -1,…,k1。这个过程称为反Levinson-Durbin算法,它是由 M 阶预测误

差滤波器系数{aM,k,k=0,1,…,M},递推得到各阶反射系数kM,kM -1,…,k1。

3.2.4 格型预测误差滤波器

由m 阶前向预测误差滤波器的输出fm(n)=aH
mxm+1(n),和m 阶后向预测误差滤波器

输出bm(n)=aBT
m xm+1(n),利用Levinson-Durbin递推公式,整理得到

fm(n)=fm-1(n)+k*
mbm-1(n-1) (3.2.52)

bm(n)=bm-1(n-1)+kmfm-1(n)
 

(3.2.53)
注意到

bm-1(n-1)=Z-1[bm-1(n)]
 

(3.2.54)
表示后向预测误差的1阶延迟,并且注意到0阶预测误差滤波器输出为

f0(n)=b0(n)=x(n)
 

(3.2.55)
由式(3.2.52)~式(3.2.55)得到格型预测误差滤波器结构如图3.2.2所示。图3.2.2(a)
是1阶格型模块,实现了式(3.2.52)和式(3.2.53)的运算关系,通过M 阶级联,同时实现了

M 阶前向预测误差和后向预测误差滤波器,第m 级格型单元的反射系数为km。
如下简单证明前向预测误差滤波器的递推关系式(3.2.52),后向预测误差滤波器的递

推关系式(3.2.53)的证明很相似,此处从略。由于

fm(n)=∑
m

k=0
a*

m,kx(n-k)

bm(n)=∑
m

k=0
am,m-kx(n-k)

在如上第1式代入Levinson-Durbin递推公式(3.2.41),得到
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图3.2.2 预测误差滤波器的格型结构

fm(n)=∑
m

k=0
a*

m,kx(n-k)=∑
m

k=0

(am-1,k +kma*
m-1,m-k)*x(n-k)

=∑
m

k=0

(am-1,k)*x(n-k)+k*
m∑

m

k=0
am-1,m-kx(n-k)

利用am-1,m=0,代入上式,得到

fm(n)=∑
m-1

k=0
a*

m-1,kx(n-k)+k*
m∑

m

k=1
am-1,m-kx(n-k)

=∑
m-1

k=0
a*

m-1,kx(n-k)+k*
m∑

m-1

k=0
am-1,m-1-kx(n-1-k)

=fm-1(n)+k*
mbm-1(n-1)

  预测误差滤波器的格型结构实现有几个明确的特点。
(1)

 

模块化结构,格型滤波器的每一级结构完全相同,只有唯一的参数即反射系数的取

值不同,这利于硬件实现时模块的复用。
(2)

 

增加阶数后不改变前级的参数,对于格型实现,由 M 阶增加到M+1阶只需要在

最后增加一个反射系数为kM +1 模块,不需要改变前M 级的参数。
(3)

 

格型结构可以同时计算前向和后向预测误差。
例3.2.3 一个 WSS,已知它的4个自相关值分别为

rx(0)=2, rx(1)=1, rx(2)=1, rx(3)=0.5
求它的3阶前向预测误差滤波器的格型结构和横向结构的参数,分别画出结构图。

解:
 

用Levinson-Durbin递推算法,初始条件:
 

p0=rx(0)=2,Δ0=rx(1)=1,a0,0=1
第1阶递推:

 

k1=-
Δ0

p0
=-

1
2
, p1=p0(1-k21)=1.5
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a1,0=1
a1,1=a0,1+k1a0,0=k1=-1/2

  第2阶递推:
 

Δ1=rx(2)+a1,1rx(1)=1/2

k2=-
Δ1

p1
=-

1
3

p2=p1(1-k22)=4/3
a2,0=1
a2,1=a1,1+k2a1,1=-1/3
a2,2=k2=-1/3

  第3阶递推:
 

Δ2=rx(3)+a2,1rx(2)+a2,2rx(1)=-1/6

k3=-
Δ2

p2
=
1
8

p3=p2(1-k23)=21/16
a3,0=1
a3,1=a2,1+k3a2,2=-3/8
a3,2=a2,2+k3a2,1=-3/8
a3,3=k3=1/8

由以上递推的参数,分别画出横向和格型结构图如图3.2.3所示。

图3.2.3 横向与格型滤波器结构
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3.2.5 预测误差滤波器的性质

预测误差滤波器有一组性质,由这些性质可能导出一些有用的结论。
性质1 m 阶前向预测误差滤波器系统函数和m 阶后向预测误差滤波器系统函数之

间满足

Hb,m(z)=z-mH *
f,m(z-1) (3.2.56)

m 阶前向预测误差滤波器系统函数满足递推关系式

Hf,m(z)=Hf,m-1(z)+k*
mz-1Hb,m-1(z) (3.2.57)

这里,Hf,m(z)是m 阶前向预测误差滤波器系统函数,Hb,m(z)是m 阶后向预测误差滤波

器系统函数。由式(3.2.10)可得 Hf,m(z)的表达式为

Hf,m(z)=1+∑
m

k=1
am,kz-k (3.2.58)

利用式(3.2.58)直接可以证明式(3.2.56),将 Levinson-Durbin递推式(3.2.41)代入

式(3.2.58),直接可以证明式(3.2.57),推导过程类似于式(3.2.52)的证明,证明的详细步

骤留作习题。
性质2 前向预测误差滤波器是最小相位的,后向预测误差滤波器是最大相位的。如

果各阶反射系数|km|<1,对应有|zm,i|<1,这里zm,i 表示m 阶前向预测误差滤波器的第i
个零点。

用数学归纳法来证明性质2,为简单假设滤波器系数是实的。对1阶前向预测误差滤

波器,由Hf,1(z)=1+k1z-1,得到的零点是z1,1=k1,因此|z1,1|=|k1|<1。假设m-1阶

前向预测误差滤波器的各零点都位于单位圆内,定义

Ha,m-1(z)=
z-mHf,m-1(1/z)

Hf,m-1(z)
显然,Ha,m-1(z)是一个全部极点在单位圆内的全通系统。设zm,i 是m 阶前向预测误差滤

波器的零点,因此

Hf,m(zm,i)=Hf,m-1(zm,i)+k*
mz-1

m,iHb,m-1(zm,i)=0
利用上式和式(3.2.56),得

|Ha,m-1(zm,i)|=
1

|km|>
1

利用全通系统的一个性质:
 

如果全通系统 Hap(z)的全部极点在单位圆内,则有

Hap(z)
>1, |z|<1
=1, |z|=1
<1, |z|>1









由此性质,得|zm,i|<1,最小相位性质得证。
由式(3.2.56)得到后向预测误差滤波器的零点位于单位圆外,是最大相位的。
性质3 如果随机信号是AR(p)过程,它通过p 阶前向预测误差滤波器后的输出是白

噪声。
由AR(p)模型和p 阶前向预测误差滤波器解的等价性,这个性质是显然的,由例3.2.2

的推广得到该性质的证明。
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性质4 预测误差滤波器的正交或功率关系。
预测误差滤波器存在许多正交和功率关系,几个较重要的关系分述如下:

 

(1)
 E[fm(n)x*(n-k)]=0,1≤k≤m

E[bm(n)x*(n-k)]=0,0≤k≤m-1
(3.2.59)

这个关系式就是最优滤波器的正交性原理在前向线性预测和后向线性预测的具体

形式。
(2)

  

E[fm(n)x*(n)]=[bm(n)x*(n-m)]=pm (3.2.60)
式(3.2.60)可由(3.2.59)直接推出,即

E[fm(n)x*(n)]=E




 fm(n)





 x*(n)-∑

m

k=1
am,kx*(n-k)





 




 =E[fm(n)f*

m(n)]=pm

  (3)
 

E[bm(n)b*
i (n)]=

pm,i=m
 
0, i≠m (3.2.61)

式(3.2.61)说明,各不同阶后向预测误差滤波器在同时刻的输出互相正交。也就是

图3.2.2(b)中,底下一行的各级输出是相互正交的。
(4)

 

E[fm(n)f*
i (n)]=pl,l=max(m,i) (3.2.62)

前向预测误差滤波器没有与后向预测误差滤波器相同的性质,即图3.2.2(b)中,顶上

一行的各级输出在同一时刻不是相互正交的。

(5)
  

E[fi(n)f*
j (n-k)]=0,

1≤k≤i-j, i>j
 
-1≥k≥i-j,i<j (3.2.63)

E[bi(n)b*
j (n-k)]=0,

0≤k≤i-j-1,i>j
 
0≥k≥i-j+1,i<j (3.2.64)

式(3.2.63)和式(3.2.64)给出了前向预测误差和后向预测误差在不同阶和不同时刻的正交关

系,作为一个特例,对于前向预测误差,取i=n,k=i-j,j<i,即等价的i=n,j=i-k,k=
1,2,…,n-1,前向预测误差关系的特例是

E[fn(n)f*
n-k(n-k)]=0, k=1,2,…,n-1 (3.2.65)

或写成另一种形式

E[fn(n)f*
m(m)]=0, m <n (3.2.66)

这个关系式清楚地说明,m 阶前向预测误差滤波器在m 时刻的输出与n 阶前向预测误差滤

波器在n 时刻的输出是正交的(当n≠m)。
式(3.2.61)至式(3.2.64)的证明留作习题。

3.3 最小二乘滤波

本章前几节采用均方误差准则意义下的最优滤波,通过一个滤波器输出估计一个期望

响应。为使滤波器输出是期望响应的最优估计,求滤波器系数使估计误差的均方值最小,由
此得到了维纳滤波器。维纳滤波器的求解需要输入信号向量的自相关矩阵和输入与期望响

应的互相关向量,在许多实际问题中,这两个统计量并不存在,实际存在的仅是一段时间内

的输入信号和期望响应的波形。在这段有限时间内滤波器对期望响应进行估计,使估计误

视频讲解
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差的平方和最小得到的滤波器权系数,就是最小二乘(LS)意义下的最优滤波器。
需要注意,也有文献把维纳滤波这样的按均方意义的统计最优问题,统称为LS问题,

本书中,我们用LS专指“有限误差平方和最小”这种情况,以区别维纳滤波。在2.6节已讨

论了线性模型参数估计情况下的LS技术,本节讨论LS的滤波问题。作为线性系统的表

示,讨论复数据和复系统的最一般情况,实数据和实系统简单地作为一种特例,通过去掉共

轭符号或将共轭转置符“H”变为转置符“T”而得到其解。
由于LS滤波器仅讨论有限误差和,其滤波器工作的持续时间有限,因此,对LS滤波器

仅讨论FIR结构。由输入信号x(i),x(i-1),…,x(i-M+1)估计期望响应d(i),估计误

差e(i),则有

e*(i)=d*(i)-y*(i)

=d*(i)-∑
M-1

k=0
wkx*(i-k)=d*(i)-xH(i)w (3.3.1)

注意到,为使待求系数wk 上没有共轭符号,对误差和信号项加上共轭符号。误差表示的向

量形式为

e=d-Aw (3.3.2)
对期望响应向量的估计为

d‐=y=Aw (3.3.3)
这里,

e=[e*(i1),e*(i1+1),…,e*(i2)]T

d=[d*(i1),d*(i1+1),…,d*(i2)]T

x(i)=[x(i),x(i-1),…,x(i-M +1)]T

w=[w0,w1,…,wM-1]T (3.3.4)
和

A=

xH(i1)

xH(i1+1)
︙

xH(i2)





















(3.3.5)

i1、i2 表示处理问题所考虑的起始时间和终止时间,即所谓LS滤波所考虑的误差取值范围

为i1≤n≤i2,A 是数据矩阵,稍后会进一步讨论考虑有限区间边界问题时A 的取值问题。

LS滤波问题中,需确定wk 的值使

ξ(w0,w1,…,wM-1)=∑
i2

i=i1

|e(i)|2=∑
i2

i=i1

d(i)-∑
M-1

k=0
w*

kx(i-k)
2

=(d-Aw)H(d-Aw) (3.3.6)
最小。

从如上的讨论中不难看出,LS滤波器是一个“现实”的最优滤波器。维纳滤波器的设计

目标是使得滤波器误差模平方的期望值最小,在各态历经的情况下,相当于在(-∞,+∞)
区间上误差模平方的均值最小,因此,滤波器的求解需要输入信号的自相关矩阵和输入信号

与期望响应的互相关向量,这在一些实际应用中可能难以做到。LS滤波器的目标是现实
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的,使用得到的观测数据及其持续时间,在这个持续时间内令误差模平方和最小(也等价于

均值最小)而设计出滤波器系数。由于在2.6节已给出了LS解的形式,并且在2.6.3节给

出了复数据和系统情况下LS的解,对滤波问题LS解重写为如下几个方程。LS滤波器系

数向量满足方程式

AHAwLS=AHd (3.3.7)

用wLS 表示LS滤波器的解,若AHA 非奇异,则解为

wLS=(AHA)-1AHd (3.3.8)
最小误差平方和为

Jmin=J(wLS)=dHd-dHAwLS (3.3.9)

LS滤波器的解只用到输入数据和期望响应的值。

3.3.1 LS滤波的边界问题

在LS方法中,因为数据是有限长的,因此,存在对边界的不同处理方式,有几种(i1,i2)
的不同取法,对应着对数据窗或数据矩阵的不同取法。

在实际滤波和参数估计问题中,可以将起始时间定义为0,如果需要考虑终止时间,将
终止时间表示为N-1。即假设输入数据区间为[0,N-1],在不同应用中,对输入数据的

处理方式有多种选择,以下是4种基本方式。

1.
 

协方差方法

在产生滤波器输出或对期望响应进行估计时,避免对数据窗外的信号取值做任何假设。
因此,如果FIR滤波器的非0系数为M 个,考虑滤波器输出误差时,必须取i1=M-1,i2=
N-1,这样在产生滤波器输出误差时才不会使用到[0,N-1]区间之外的数据。这种方法

不需要对数据窗之外的信号取值做任何假设,相当于不做任何“加窗”处理。考虑到式(3.3.8)
对数据计算的要求,A 和AH 起的作用一样重要,为书写方便,直接给出转置形式的数据矩

阵定义为

AH=[x(M -1),x(M),…,x(N -1)]

=

x(M -1) x(M) … x(N -1)

x(M -2) x(M -1) … x(N -2)
︙ ︙ ⋱ ︙

x(0) x(1) … x(N -M)





















(3.3.10)

这里,x(i)=[x(i),x(i-1),…,x(i-M+1)]T 是计算每个时刻滤波器输出所需要的输

入信号向量。这种取数据的方法称为协方差方法,需要注意,LS的协方差方法的名称是一

种习惯的叫法,它与随机信号的“协方差”的定义并无严格的联系,是一种因习惯而保留下来

的名词。

2.
 

自相关方法

对一个有M 个非0系数的FIR滤波器,如果输入数据范围为[0,N-1],滤波器输出范

围可扩展到[0,N+M-2]。取所有可能存在的滤波器输出值,得到相应的估计误差,即取滤

波器输出误差的求和范围为i1=0,i2=N+M-2。这种情况下,当需要数据观测窗[0,N-1]
之外的数据时,假设x(i)在0≤i≤N-1的窗外取值为0,由此,该方法可以计入所有不为0
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的滤波器输出。但该方法相当于对输入数据进行了“加窗”预处理,假设窗外数据为0。数

据矩阵的共轭转置形式为

AH=[x(0),x(2),…,x(N -1),…,x(N +M -2)]

=

x(0) x(1) … x(M -1) … x(N -1) 0 … 0
0 x(0) … x(M -2) … x(N -2) x(N -1) … 0
︙ ︙ ⋱ ︙ ⋱ ︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … x(0) … x(N -M) x(N -M -1) … x(N -1)





















(3.3.11)

3.
 

预加窗法

令i1=0,i2=N-1,相当于假设i<0时,x(i)=0。不考虑i≥N 之后的数据。相当

于加了前窗,即窗的起始时间是0,但没有考虑终止时间端的情况,因此称为预加窗。数据

矩阵的转置形式为

AH=[x(0),x(1),…,x(N -1)]

=

x(0) x(1) … x(M -1) … x(N -1)

0 x(0) … x(M -2) … x(N -2)
︙ ︙ ⋱ ︙ ⋱ ︙

0 0 … x(0) … x(N -M)





















(3.3.12)

4.
 

后加窗法

令i1=M-1,i2=N+M-2相当于假设i>N 时,x(i)=0,但避开对i≤0时的数据

做假设。数据矩阵为

AH=[x(M -1),…,x(N -1),…,x(N +M -2)]

=

x(M -1) … x(N -1) 0 … 0
x(M -2) … x(N -2) x(N -1) … 0

︙ ⋱ ︙ ︙ ⋱ ︙

x(0) … x(N -M) x(N -M -1) … x(N -1)





















(3.3.13)

  LS方法在很多不同的信号处理问题中得以应用,在不同的应用中,数据矩阵有不同的

取法。例如,在谱估计的应用时,由于加窗会引起谱分辨率的下降,最常用的数据矩阵是按

协方差方法取的;
 

在自适应滤波应用时,往往从接收到第一个数据就开始算法迭代,因此常

用预加窗法。
以上式(3.3.9)~式(3.3.13)是在假设输入数据范围为[0,N-1],在标准滤波问题时

数据矩阵的形式,对于各种不同应用,只需写出式(3.3.2)形式的误差向量表达式,即可得到

相应的数据矩阵和期望响应向量,并不必要按式(3.3.9)~式(3.3.13)套用公式。

3.3.2 LS的正交性原理

尽管由式(3.3.8)已经得到了LS滤波器的解,以下还是要导出LS滤波器的另外一种

解的形式,这来自于与维纳滤波器相对应的LS的正交性原理,这可以使得我们用向量空间

角度进一步理解LS滤波问题。

LS的正交性原理的推导思路与维纳滤波情况一致,只是将取期望运算变成有限求和运
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算。令

J(w)=∑
i2

i=i1

|e(i)|2=∑
i2

i=i1

e(i)e*(i) (3.3.14)

将

e(i)=d(i)-∑
M-1

k=0
w*

kx(i-k)

代入上式,并令

ăJ(w)=0 (3.3.15)
或标量形式

ăkJ=
∂J
∂wk

=0, k=0,1,…,M -1 (3.3.16)

在满足式(3.3.16)时,LS误差e(i)达到最小值eo(i),由式(3.3.16)得到

∑
i2

i=i1

x(i-k)e*
o(i)=0, k=0,1,…,M -1 (3.3.17)

并由

d‐(i)=yo(i)=∑
M-1

k=0
w*
o,kx(i-k) (3.3.18)

进一步得到

∑
i2

i=i1

d‐(i)e*
o(i)=0 (3.3.19)

式(3.3.17)、式(3.3.19)是LS意义下的正交原理及其推论。

1.
 

正则方程与最小误差平方和公式

与维纳滤波器类似,在LS意义下达到最优时,滤波器系数、期望响应的估计、误差和满

足的关系式,均可以由正交性原理推导出。由

eo(i)=d(i)-∑
M-1

t=0
w*
o,tx(i-t) (3.3.20)

两边取共轭后,同乘x(i-k)并从i=i1 到i2 求和,得

∑
M-1

t=0
wo.t∑

i2

i=i1

x(i-k)x*(i-t)=∑
i2

i=i1

x(i-k)d*(i), k=0,1,…,M -1

(3.3.21)
令

Φ(t,k)=∑
i2

i=i1

x(i-t)x*(i-k), 0≤ (t,k)≤M -1 (3.3.22)

z(-k)=∑
i2

i=i1

x(i-k)d*(i), 0≤k≤M -1 (3.3.23)

式(3.3.21)简化为

∑
M-1

t=0
wo,tΦ(t,k)=z(-k), k=0,1,…,M -1 (3.3.24)
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式(3.3.24)可称为LS意义下的维纳-霍普夫方程,或LS的正则方程。写成矩阵形式:

Φwo=z (3.3.25)
这里,

[Φ]ij =Φ(j,i)

z=[z(0),z(-1),…,z(-M +1)]T

若Φ 可逆,式(3.3.25)的解为

wo=Φ-1z (3.3.26)

Φ 的几个性质,由Φ 的定义可以验证它的几个性质。
(1)

 

ΦH=Φ ,但一般情况下,Φ 不再满足Toeplitz性,除非数据矩阵采用自相关方法。
(2)

 

对任意向量x,满足xHΦx≥0,也就是说Φ 是半正定的。
(3)

 

Φ 的特征值是实的和非负的。
(4)

 

Φ 可以分解为

Φ=AHA=∑
i2

i=i1

x(i)xH(i) (3.3.27)

z可以表示成

z=AHd=∑
i2

i=i1

x(i)d(i) (3.3.28)

将式(3.3.27)和式(3.3.28)代入式(3.3.25),得到LS的正则方程的矩阵形式

AHAwo=AHd (3.3.29)
如果Φ 可逆,滤波器系数为

wo=(AHA)-1AHd (3.3.30)
对期望响应的LS估计为

d‐=Awo=A(AHA)-1AHd (3.3.31)
由正交原理得到的式(3.3.29)和式(3.3.30)与前面用矩阵运算得到的式(3.3.7)和式(3.3.8)
是一致的,即式(3.3.30)的解wo 和式(3.3.8)的解wLS 相等。

与维纳滤波类似,由正交原理同样验证在LS意义下,各变量和的关系为

ξd =∑
i2

i=i1

|d(i)|2=∑
i2

i=i1

|eo(i)|2+∑
i2

i=i1

|d‐(i)|2=Jmin+ξest

故最小误差平方和为

Jmin=ξd -ξest (3.3.32)
由式(3.3.3)得

ξest=wH
oΦwo=wH

oz=zHwo=zHΦ-1z
最小误差平方和为

Jmin=ξd -wH
oz=dHd-zHΦ-1z (3.3.33)

2.
 

投影算子

如果将矩阵A 的列向量张成线性空间,在这个线性空间上估计向量d,得到d 在该空

间上的投影是d 在该空间上的最优估计,这个估计由式(3.3.31)表示。由此,可以定义

P=A(AHA)-1AH (3.3.34)
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为对A 的列向量张成的空间的投影算子,任意向量d 在该空间的投影为

d‐=Pd=A(AHA)-1AHd (3.3.35)
很自然地定义正交投影算子

P⊥=I-P=I-A(AHA)-1AH (3.3.36)
它作用于d 得到的向量是d 与d 在A 的列空间的投影的向量差,该向量是与A 的列空间垂

直的向量,或者说是最小误差向量,即

e=d-d‐=P⊥d (3.3.37)

3.3.3 最小二乘滤波的几个性质

为了更直观地讨论LS的性质,假设用LS估计一个自回归过程(AR)的参数。假设一

个自回归过程为

x(n)=∑
M

k=1
wo,kx(n-k)+v(n)

将AR过程在时间范围[0,N-1]的取值写成向量形式:

x=Awo+
由测量向量x=d 估计自回归过程的参数wo,令=eo,方程写为

d=Awo+eo (3.3.38)
这里,eo 等价为测量噪声,假设它是均值为0的白噪声,方差为σ2e。可以分析得到wo 的LS
估计w‐o 的性质。首先,w‐o 满足正则方程

AHAw‐o=AHd (3.3.39)
将式(3.3.38)代入式(3.3.39),得

AHAw‐o=AHd=AH(Awo+eo)
因此wo 的LS估计为

w‐o=wo+(AHA)-1AHeo (3.3.40)
由式(3.3.40)不难验证LS估计的如下统计性质(1)、(2),性质(3)、(4)的证明是第2章习

题4的结论。
(1)

 

LS估计w‐o 是无偏估计,E[w‐o]=wo。

(2)
 

w‐o 的协方差矩阵是Cw=σ2e(AHA)-1=σ2eΦ-1。

(3)
 

w‐o 是最小方差无偏估计器。

(4)
 

如果eo 是高斯白噪声,w‐o 是最小方差无偏估计,且克拉美-罗下界可达,同时它也

是最大似然估计。
比较一下维纳滤波器和LS滤波器是有意义的。重写FIR结构维纳滤波器的维纳-霍

普夫方程如下:

Rwo=rxd

比较LS的正则方程

Φwo=z

为了比较方便,考虑LS的输入信号取值范围为[0,N-1],令Φ'=
1
NΦ 和z'=

1
Nz,正则方
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程重写为

Φ'wo=z'
3.3.1节讨论了LS滤波的4种边界处理方法,相应于4种数据矩阵的构成方式,4种方法

对应的矩阵Φ'不同,可以证明(留作习题),若使用自相关方法处理边界,则Φ'满足Toeplitz

性,实际上Φ'=R‐x 和z'=r‐xd,这里,R‐x 和r‐xd 相当于用[0,N-1]范围的观测数据估计

rx(k)和rxd(k),然后用估计得到的自相关序列和互相关序列构成的自相关矩阵和互相关

向量,因此,自相关方法构成数据矩阵的LS滤波器是维纳滤波器在有限样本情况下的近

似。需要注意,若利用其他边界处理方式,例如协方差方法构成的数据矩阵,则Φ'满足半正

定性但不满足Toeplitz性。当观测数据量变大,边界效应减弱,当 N→∞时,若信号满足平

稳性和遍历性,则Φ'→Rx 和z'→rxd,LS滤波和维纳滤波趋于一致。
在观测数据量有限,尤其 N 较小时,LS的不同边界处理方式,可能对结果有明显的影

响,这时对一类应用选择合适的边界处理会使LS取得更好的效果。尽管自相关方法使得

Φ'具有Toeplitz性,但自相关方法往往不是好的选择,例如,在信号的现代谱估计中协方差

方法得到的估计性能更好,而在自适应滤波时更常用预加窗方法。LS边界处理问题在第5
章和第6章会进一步讨论。

3.3.4 最小二乘的线性预测

与最优线性预测是维纳滤波器的一个特例一样,LS意义下的最优预测问题也是LS滤

波的特例,假设已观测到随机信号的一组数据{x(0),x(1),…,x(N-1)},求 M 阶线性LS
预测器,目标是求解最优线性预测系数。同LS滤波问题一样,可以有4种数据窗的取法,
这里仅以预加窗法为例进行说明。

很显然,期望响应向量为

d=[x*(0),x*(1),…,x*(N -1)]T

利用预加窗法,得到对期望响应的预测为

d‐=

x‐*(0)

x‐*(1)
︙

 x‐*(N -1)























=

0 0 … 0 0
x*(0) 0 … 0 0
x*(1) x*(0) 0 ︙ 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

x*(M -1) x*(M -2) x*(M -3) … x*(0)
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

x*(N -2) x*(N -3) … x*(N -M) x*(n-M -1)































w1

w2

︙

wM





















数据矩阵为
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A=

0 0 … 0 0
x*(0) 0 … 0 0
x*(1) x*(0) 0 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

x*(M -1) x*(M -2) x*(M -3) … x*(0)
︙ ︙ ︙ … ︙

 x*(N -2) x*(N -3) … x*(N -M) x*(n-M -1)































为了与前面LS滤波的数据矩阵比较,也可以写成数据矩阵的共轭转置:

AH=[x(-1),x(0),x(1),…,x(N -2)]

=

0 x(0) x(1) … x(N -3) x(n-2)

0 0 x(0) … x(n-4) x(n-3)
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙

0 0 0 … x(n-M) x(n-M -1)





















  例3.3.1 LS预测,设一个随机信号的前几个数据是x(n)={1,2,3,3,4,5},用LS方

法求一个前向预测器,预测器是两系数的,用预加窗法。
解:

 

对这个预测问题,列出如下期望响应和预测器估计方程:

d=

1
2
3
3
4
5



























 d‐=

0 0
1 0
2 1
3 2
3 3
4 3



























w1

w2






 




 =Aw

得到数据矩阵为

A=

0 0
1 0
2 1
3 2
3 3
4 3



























LS解的预测系数为

w=(AHA)-1AHd=
 1.48
-0.3036




 






因此,对期望响应向量的预测值向量为

d‐=

0 0
1 0
2 1
3 2
3 3
4 3



























w1

w2






 




 =Aw=

0
1.4821
2.6607
3.8393
3.5357
5.0179
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预测误差向量为

e=d-d‐= 1.0000 0.5179 0.3393 -0.8393 0.4643 -0.0179  T

对此问题,也可以直接求投影矩阵,并由投影矩阵得到对期望响应向量的估计,即

P=A(AHA)-1A=

0  0  0 0  0
 

0
0  0.4107  0.3036 0.1964 -0.3214 0.0893
0  0.3036  0.2679 0.2321 -0.1071

 

0.1964
0  0.1964  0.2321 0.2679  0.1071

  

0.3036
0 -0.3214 -0.1071 0.1071  0.6429 0.3214
0  0.0893  0.1964

 

0.3036  0.3214
 

0.4107



























d‐=Pd=
  

0 1.4821 2.6607 3.8393 3.5357 5.0179  T

3.3.5 正则最小二乘滤波

与2.6节讨论线性模型LS估计遇到的问题一样,在LS滤波应用时,若数据矩阵A
非满秩,则Φ =AHA 是奇异的,式(3.3.8)所表示的解不存在。即使Φ 满秩但其条件数很

大时,Φ 的逆的数值解结果不稳定。在应用中,Φ 不可逆的情况很少出现,但Φ 条件数很

大的情况更 常 遇 到。对 于 解 决 这 类 问 题,发 展 了 正 则 化 最 小 二 乘(Regularized
 

Least
 

Squares)方法,本节对2.6节讨论的正则LS稍加一般化,讨论复数据和复系统的更一般

形式的正则LS。
所谓复正则化LS是指在式(3.3.6)用误差和表示的目标函数中增加一项约束滤波器

权系数向量自身的量,常用的约束量选择为滤波器权系数向量的范数平方,即‖w‖2=
wHw,因此加了正则化约束的目标函数为

ξ(w)=∑
i2

i=i1

|e(i)|2+λ∑
M-1

k=0
|wk|2

=∑
i2

i=i1

d(i)-∑
M-1

k=0
w*

kx(i-k)
2
+λ‖w‖2

=(d-Aw)H(d-Aw)+λwHw (3.3.41)
这里,λ是一个可选择的参数,用于控制误差和项与参数向量范数约束项的作用。为求使得

式(3.3.41)最小的w 值。计算

∂ξ(w)
∂w* =

∂(d-Aw)H(d-Aw)
∂w* +

∂λwHw
∂w*

=-2AHd+2AHAw+2λw
令w=wLS 时上式为0,得

(AHA+λI)wLS=AHd (3.3.42)
求得滤波器权系数向量的正则化LS解为

wLS=(AHA+λI)-1AHd (3.3.43)

  正则化最小二乘是一般性正则理论的一个特例;
 

Tikhonov正则化理论的泛函由两部

分组成:
 

一项是经验代价函数,如式(3.3.41)中的误差和是一种经验代价函数,另一项是正

则化项,它是约束系统结构的,在滤波器设计中用于约束滤波器权系数向量的范数。在实际
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应用中,参数λ是一个经验性参数。

*  3.3.6 基于非线性函数的最小二乘滤波

到目前为止,所讨论的LS滤波器是一个线性滤波器,输出是输入的线性函数,即

y(n)=∑
M-1

k=0
w*

kx(n-k) (3.3.44)

可以通过一组非线性映射函数

ψi(x(n)), i=1,2,…,K (3.3.45)
将滤波器输出与输入之间建立起非线性关系,但是与滤波器权系数向量仍是线性关系。注

意,这里

x(n)=[x(n),x(n-1),…,x(n-M +1)]T

wψ =[wψ,1,wψ,1,…,wψ,K]
T

注意输入信号向量x(n)为M 维向量,权系数向量w 为K 维向量与映射函数集ψi 数目相

等。利用映射函数集定义滤波器输出为

y(n)=∑
K

k=1
w*

ψ,kψk(x(n))=wH
ψΨ(x(n)) (3.3.46)

这里

Ψ(x(n))=[ψ1(x(n)),ψ2(x(n)),…,ψK(x(n))]T (3.3.47)
在此基础上讨论LS滤波,滤波器的结构如式(3.3.46),在有限区间i1≤n≤i2 范围内通过

滤波器估计期望响应d(n),与线性LS滤波类似,定义向量

e=[e*(i1),e*(i1+1),…,e*(i2)]T

d=[d*(i1),d*(i1+1),…,d*(i2)]T

则

e=d-Aψwψ

=

d*(i1)

d*(i1+1)
︙

d*(i2)





















-

ΨH(x(i1))

ΨH(x(i1+1))
︙

ΨH(x(i2))





















wψ (3.3.48)

这里

Aψ =

ΨH(x(i1))

ΨH(x(i1+1))
︙

ΨH(x(i2))





















=

ψ*
1 (x(i1)) ψ*

2 (x(i1)) … ψ*
K(x(i1))

ψ*
1 (x(i1+1)) ψ*

2 (x(i1+1)) … ψ*
K(x(i1+1))

︙ ︙ ⋱ ︙

ψ*
1 (x(i2)) ψ*

2 (x(i2)) … ψ*
K(x(i2))





















(3.3.49)

注意到,与式(3.3.6)的线性LS问题相比,这里除了数据矩阵Aψ 的定义由式(3.3.49)通过
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映射函数进行计算外,一旦数据矩阵Aψ 确定了,由于待求量wψ 仍保持线性关系,求解的问

题是一致的,故滤波器权系数的解为

wψ =(AH
ψAψ)

-1AH
ψd (3.3.50)

注意到,与线性LS滤波的不同主要表现在数据矩阵Aψ 中,对于线性LS滤波,若输入信号

向量x(n)是M 维的,则数据矩阵A 是(i2-i1+1)×M 维矩阵,且矩阵的每个元素是输入

信号x(n)在某一时刻的取值。对于基于非线性映射函数的LS滤波器(简称NM-LS),数
据矩阵Aψ 是(i2-i1+1)×K 维矩阵,即数据矩阵的列数为K,由映射函数数目确定,且数

据矩阵Aψ 的每一个元素需要通过相应映射函数计算得到,一旦数据矩阵Aψ 计算得到了,
则NM-LS的求解问题与线性LS是一致的。

例3.3.2 讨论一个基于非线性映射函数的LS滤波器,考虑滤波器的记忆性为两个单

位延迟,故取x(n)=[x(n),x(n-1),x(n-2)]T,为了简单假设信号和系统都是实的。设

映射函数向量为

Ψ(x(n))=

ψ1(x(n))

ψ2(x(n))
︙

ψK(x(n))





















=

x(n)

x(n-1)

x(n-2)

x2(n)

x2(n-1)

x2(n-2)

x(n)x(n-1)

x(n)x(n-2)

x(n-1)x(n-2)





































这里,K=9,故权系数向量记为

wψ =[wψ,1,wψ,2,…,wψ,9]
T

滤波器输出为

y(n)=∑
K

k=1
wψ,kψk(x(n))

=wψ,1x(n)+wψ,2x(n-1)+wψ,3x(n-2)+wψ,4x
2(n)+

wψ,5x
2(n-1)+wψ,6x

2(n-2)+wψ,7x(n)x(n-1)+
wψ,8x(n)x(n-2)+wψ,9x(n-1)x(n-2)

假设考虑的误差范围为i1=2,i2=50,则

d=[d(2),d(3),…,d(50)]T

数据矩阵Aψ 为

Aψ =

x(2) x(1) x(0) x2(2) x2(1) x2(0) x(2)x(1) x(2)x(0) x(1)x(0)

x(3) x(2) x(1) x2(3) x2(2) x2(1) x(3)x(2) x(3)x(1) x(2)x(1)
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

x(50) x(49) x(48) x2(50) x2(49) x2(48) x(50)x(49) x(50)x(48) x(49)x(48)





















这里Aψ 是一个49×9的数据矩阵,计算(AH
ψAψ)

-1 需要求9×9方阵的逆矩阵。

注意到,对此问题若采用线性LS滤波器,则输出写为
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y(n)=w1x(n)+w2x(n-1)+w3x(n-2)

数据矩阵A 是49×3的矩阵,则(AHA)-1 的计算只需求3×3方阵的逆矩阵。另外也需注

意到,写出Aψ 需要一定的计算量,尤其当ψK(x(n))中存在复杂非线性函数时,附加运算量

可能是相当可观的,而写出A 不需要附加计算量。
对于许多实际应用,怎样选择合适的非线性函数Ψ(x(n))是一个很重要的问题。很多

情况下,非线性函数的选择与所处理的问题密切相关。有一些构造非线性函数集的方法,例
如Volterra级数,例3.3.2给出的这组函数是Volterra级数的一个例子。近年来,人们利

用核函数的思想研究非线性逼近取得了一些成果,核函数的思想可用于结合LS技术处理

非线性问题,有关核函数的问题,限于篇幅本书不展开讨论,可参考相关文献。

3.4 奇异值分解计算LS问题

由于LS应用的广泛性,LS问题的求解又主要是矩阵运算问题,因此对LS的计算已成

为“矩阵计算”领域的一个专门问题,已有多种成熟算法,例如 Householder变换、Givens旋

转、QR分解和奇异值分解等,对这些算法的详细介绍不是本书目标,有兴趣的读者可参考

有关矩阵计算方面的专著,例如G.H.戈卢布的著作[290]。在LS求解的诸多方法中,由于奇

异值分解问题在信号处理领域有多方面的应用,本节以LS求解为例,介绍奇异值分解问题

(Singular-Value
 

Decomposition,SVD)。
解LS问题,关键是求

A+=(AHA)-1AH (3.4.1)

A+称为矩阵A 的伪逆(Pseudo
 

inverse),当伪逆求得后,LS滤波器系数的解为

wLS=(AHA)-1AHd=A+d (3.4.2)

如果(AHA)是满秩的,它是可逆的,式(3.4.1)定义的伪逆存在,LS解是唯一的。当(AHA)
不是满秩的,(AHA)不可逆,由式(3.4.1)定义的伪逆不存在,使LS误差最小化的解不是唯

一的。下面介绍奇异值分解(SVD)定理,利用SVD定理,不管(AHA)是否满秩,总可以得

到一个LS解,并且解的数值稳定性是良好的。

1.
 

SVD定理

定理3.4.1(SVD定理) 给定数据矩阵A 是N×M 维矩阵,存在两个酉矩阵V 和U,使得

UHAV=
Σ 0
0 0




 




 (3.4.3)

这里,Σ=diag{σ1,σ2,…,σW},且σ1≥σ2≥…≥σW>0,W≤min{N,M}(注意到,U 是N×
N 矩阵,V 是M×M 矩阵)。

证明:
 

这里给出一种构造式的证明,主要证明过确定情况 N>M,对欠确定情况的证明

是非常相似的。
由于AHA 是共轭对称的和非负定的,它的特征值为实的和非负的,按从大到小顺序排

列为σ21,σ22,…,σ2M,这里设σ1≥σ2≥…≥σW>0和σW+1=,…,=σM=0,并设1,2,…,M

是与各σ2i 对应的特征向量,互相正交且取其模为1。因此V=[1,2,…,M]是 M×M 酉

矩阵。故
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VHAHAV=
Σ2 0
0 0




 




 (3.4.4)

令

V=[1,2,…,W ︙W+1,…,M]=[V1,V2]
这里,V1=[1,2,…,W],V2=[W+1,…,M],V1 是 M×W 矩阵,V2 是 M×(M-W)矩
阵,且

VH
1V2=0

将V 的分块V1,V2 代入式(3.4.4),得VH
1AHAV1=Σ2,即

Σ-1VH
1AHAV1Σ-1=I (3.4.5)

和

VH
2AHAV2=0 (3.4.6)

即

AV2=0 (3.4.7)
令

U1=AV1Σ-1 (3.4.8)
这里,U1 是 N×W 矩阵,由式(3.4.5)得

UH
1U1=I

以U1 为基础,构造一个酉矩阵U,U=[U1,U2],且UH
1U2=0,由以上关系式,得到

UHAV=
UH
1

UH
2






 




 A(V1,V2)=

UH
1AV1 UH

1AV2

UH
2AV1 UH

2AV2






 






=
(AV1Σ-1)HAV1 0

UH
2U1Σ 0






 




 =

Σ 0
0 0




 






最后一行左上角用了式(3.4.5)。
对于欠确定情况N<M,令U 是AAH 的特征向量矩阵,是酉的,其他步骤类似,此处从略。

SVD定理的证明过程也同时给出了两个酉矩阵V 和U 的定义,其中V 是AHA 的特征

向量构成的矩阵,可通过矩阵特征分解算法求得。在过确定情况下,AHA 是M×M 矩阵,

M 是滤波器非零系数的个数,一般远比可用的数据记录数N 为小,AHA 的特征分解运算量

尚可接受。类似U 是AAH 的特征向量构成的矩阵。后面会看到,在实际利用SVD求解LS问

题时,一般只需要求一个矩阵的特征分解,例如在过确定性问题时,只需求AHA 的特征分解。

SVD定理也可以写成如下形式:

A=U
Σ 0
0 0




 




 VH=U1ΣVH

1 =∑
W

i=1
σiuiHi (3.4.9)

可以看到,用SVD定理可以确定数据矩阵A 和 Φ =AHA 的秩为W。

2.
 

伪逆矩阵

由奇异值分解定理,定义一个更一般的伪逆矩阵为

A+=V
Σ-1 0
0 0  UH=∑

W

i=1

1
σi
iuH

i (3.4.10)

对存在的以下三种情况分别讨论,这里只叙述有关结论,详细证明留作习题。
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(1)
 

在过确定系统中N>M,若W=M 即(AHA)-1 存在,那么有

A+=(AHA)-1AH=V[Σ-1 0M×(N-M)]UH (3.4.11)

注意,上式中用0的下标更清晰地表示了这个全0矩阵的维数。
(2)

 

在欠确定系统中N<M,若W=N,即(AAH)-1 存在,伪逆阵为

A+=AH(AAH)-1=V
Σ-1

0(M-N)×N






 




 UH (3.4.12)

  (3)
 

在一般情况下,即AHA 或AAH 的秩小于min{N,M}的情况下,(AHA)-1 或(AAH)-1

不存在,由

A+=V
Σ-1 0
0 0





 



 UH=V1Σ-1UH

1 =∑
W

i=1

1
σi
iuH

i (3.4.13)

定义的伪逆矩阵得到的LS解

wLS=V
Σ-1 0
0 0





 



 UHd=V1Σ-1UH

1d (3.4.14)

是最小范数解,即它一方面产生最小平均误差Jmin,另一方面,它的滤波器系数的模是所有

可能解中最小的。
进一步,在过确定情况下,将U1=AV1Σ-1代入式(3.4.13)和式(3.4.14),解进一步简化为

A+=V
Σ-1 0
0 0





 




 UH=V1Σ-2VH

1AH=∑
W

i=1

1
σ2i
iHiAH (3.4.15)

和

wo=∑
W

i=1

i

σ2i
HiAHd=∑

W

i=1

(HiAHd)
σ2i

i (3.4.16)

在欠确定情况下,LS滤波器权系数向量的解为

wo=∑
w

i=1

(uH
id)
σ2i

 AHui (3.4.17)

注意在式(3.4.16)和式(3.4.17)中,括号内的乘积是标量。在式(3.4.16)中只需要对AHA
做特征分解,在式(3.4.17)中只需要对AAH 做特征分解。

LS的SVD解有好的性质,对过确定情况,不管AHA 是否满秩,都可以用式(3.4.16)得
到LS解,AHA 满秩时,LS解是唯一的,式(3.4.16)和式(3.4.2)在理论上是相等的,在存在

计算误差的情况下,SVD解的数值稳定性良好。在AHA 不满秩的情况下,AHA 的逆不存

在,式(3.4.2)不可直接使用,这种情况下存在多个解都可以使LS误差达到最小Jmin,即解

不是唯一的,但在所有可能的解中,模值最小的解是唯一的,这就是SVD解。在AHA 不满

秩的情况下,尽管存在多个解,即有多种滤波器系数的取值都可以达到最小的误差,但从数

值稳定性的角度考虑,模值最小的解一般是最好的。

*  3.5 总体最小二乘(TLS)

本节仅简要叙述总体最小二乘(Total
 

Least
 

Squares,TLS)的定义,并给出一个基于

SVD的求解算法,关于TLS的详细材料,可参考文献[258]。
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LS方法求解Ax=b的解,目标是求得一个解x 使‖Ax-b‖2 最小,在LS方法中,这
可以理解为向量b被一个向量Δb所扰动,求一个范数最小的扰动向量Δb,即min{‖Δb‖},
使解x 满足方程式Ax=b+Δb,这里的Δb相当于3.4节中的误差e的另一种解释。将这

个问题的思路进一步扩展,假设系数矩阵A 也被ΔA 扰动,这就是TLS问题。可以找到

ΔA 和Δb,使得方程组

(A+ΔA)x=b+Δb (3.5.1)
有解,但使得式(3.5.1)有解的ΔA 和Δb可能有很多,为此,构成一个扩展矩阵

[ΔA Δb]
找到使式(3.5.1)有解且使范数‖[ΔA Δb]‖最小的ΔAo 和Δbo,即TLS解xTLS 满足

(A+ΔAo)xTLS=b+Δbo (3.5.2)

  如下把问题稍加扩充,然后给出一种求TLS的方法。考虑更一般性的方程组的解,这
里有

AX=B (3.5.3)
设A 是N×M 矩阵,B 是N×P 矩阵,X 是M×P 个未知量组成的矩阵。方程组Ax=b
是P=1的特例。式(3.5.3)的TLS解的定义如下。

定义3.5.1 TLS解的定义是,找到范数最小的扰动矩阵ΔAo 和ΔBo,使如下方程式

成立:
(A+ΔAo)XTLS=B+ΔBo (3.5.4)

即ΔAo 和ΔBo 是使式(3.5.4)成立,且满足优化关系 min{‖[ΔA,ΔB]‖}的矩阵。方程

组(3.5.3)的TLS解XTLS 是针对这样的扰动矩阵ΔAo 和ΔBo 所构成的方程组(3.5.4)的解。
利用SVD可得到一种TLS解。讨论过确定性问题,即N>M+P,对于扩展矩阵[A 

B]进行SVD分解表示为

UH[A B]V=Σ (3.5.5)
对各矩阵写成分块形式:

U=[U1 U2] (3.5.6)

Σ=
Σ1 0
0 Σ2





 




 (3.5.7)

V=
V11 V12

V21 V22






 




 (3.5.8)

最重要的是矩阵V 的分块形式,其他矩阵的分块形式可与其对应。这里V11 是 M×M 矩

阵,V12 是M×P 矩阵,V21 是P×M 矩阵,V22 是P×P 矩阵。如果V-1
22 存在,TLS解为

XTLS=-V12V-1
22 (3.5.9)

注意,在针对标准方程组和LS滤波器等常用情况时P=1,V-1
22 只是一个标量值,而V12 是

一个列向量。
需要注意到,式(3.5.9)作为TLS的唯一解有一个前提条件。设以A 作为数据矩阵所

对应的第 M 个特征值为σM,以[A B]为数据矩阵的所对应的第 M +1个特征值为

σAB,M+1,若σM>σAB,M+1,则式(3.5.9)是TLS的唯一解。关于式(3.5.9)的推导过程请参

考文献[290]。
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3.6 本章小结和进一步阅读

本章的核心内容是统计意义下最优的滤波器理论,这些结果构成了实际线性滤波器可

能达到的最优结果。其中,在平稳条件下,最优滤波器就是维纳滤波器,在采用FIR结构时

由维纳-霍普夫方程表示了维纳滤波器的解,而在IIR结构时,需要求出的是滤波器的系统

函数。最优线性预测可以看作维纳滤波器的一个特例,并且观察到前向线性最优预测与

AR模型具有相同的解的方程,都可以采用 Levenson-Durbin递推算法进行快速计算,

Levenson-Durbin算法也导出了滤波器的格型实现结构。
本章将LS滤波的概念限定在有限误差和最小意义下的最优滤波器。可以看到,在很

多情况下,LS是在存在有限数据的情况下,对维纳滤波器的逼近实现。可以证明,在用自相

关方法构成数据矩阵时,对于最优预测或最优滤波的LS实现,相当于用观测的有限数据

集,首先利用第2章给出的自相关和互相关的估计公式估计这些统计量,然后代入维纳-霍
普夫方程所得到的解。很显然,在各态历经的情况下,当存在的数据量趋于无穷时,LS解趋

于维纳滤波器。
关于最优滤波器理论几乎所有涉及随机信号处理和统计信号处理的著作均有详细介绍,

例如 Hayes(1996)[114]、Haykin(2002)[117]和 Kailath(1990)[135]等,也可以参考维纳的原始

论文[271]。
存在大量方法用于解LS方程。用高斯消元和Cholesky分解可以求解正则方程,QR

分解、Givens旋转、Householder变换可以用于更加有效的解LS方程,奇异值分解也是有

效和稳定的方法,但这些算法的细节,超出本书的范围,我们仅简要介绍了奇异值分解技术,
对其他方法的详细讨论,请参考矩阵计算的专门著作,例如戈卢布(2001)[290]。

习题

1.
 

有一个零均值信号x(n),它的自相关序列的前两个值为rx(0)=10,rx(1)=5,该信

号在传输中混入了一个均值为0、方差为5的加性高斯白噪声,该噪声与信号是不相关的,
设计一个2系数FIR型维纳滤波器,使滤波器输出尽可能以均方意义逼近原信号x(n)。

(1)
 

求滤波器系数。
(2)

 

滤波器输出与x(n)之间均方误差。

2.
 

考虑如题图3.1所示的系统,用于估计期望响应d(n),其中零延时支路固定系数为

1,求系数w1 使估计的均方误差最小,并求此最小均方误差。已知参数为

σ2d =4, rx(0)=1.0, rx(1)=0.5, rx(2)=0.25,

rxd(0)=-1.0, rxd(-1)=1.0
  3.

 

维纳滤波器的输入为x(n)=s(n)+v(n),s(n)和v(n)相互独立,设计一个非因果

IIR滤波器,希望尽可能降低噪声v(n),证明

(1)
 

最优滤波器的输出均方误差可表示为

ε=E[|e0|2]=
1
2π∫

π

-π
Sv(ejω)W(ejω)dω
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式中,Sv(ejω)是噪声v(n)的功率谱密度函数,W(ejω)是滤波器的频率响应。

题图 3.1

(2)
 

若v(n)是方差为σ2v 的白噪声,证明上式简化为ε=σ2vwo0,这里wo0 是最优滤波器

0序号的权系数。

4.
 

源信号s(n)是满足s(n)=αs(n-1)+v(n)的AR(1)信号,v(n)的方差为σ2v,实际

测量信号x(n)=s(n)+w(n)混入了白噪声w(n),其方差为σ2w,设计一个维纳滤波器,以

x(n)为输入,输出尽可能近似s(n+K),K 是固定整数。
(1)

 

给出2系数FIR滤波器权系数的一般解的方程组。
(2)

 

在(1)中,假设α=0.8,σ2w=σ2v=1,分别求出K=0和K=1时滤波器的权系数和

最小均方误差。
(3)

 

求出非因果IIR滤波器系统函数的表达式。
(4)

 

在(3)中,假设α=0.8,σ2w=σ2v=1,分别求出K=0和K=1时滤波器的权系数和

最小均方误差。

5.
 

利用FIR结构的维纳滤波器,实现一个陷波器,即当输入为e
jw0n 时,输出为0,输入

为其他频率信号时,无损通过滤波器(这是指理想要求,实际不可实现,实际中是近似无损),
导出这个最优滤波器系数W=[w0,w1,…,wM -1]T 的设计公式(输入信号的 M 阶自相关

矩阵用Rx 表示)。

6.
 

计算
z+

1
3  z-1+

1
3  

z+
1
2  z-1+

1
2  



















+

。

7.
 

证明前向最优线性预测器和后向最优线性预测器系数之间满足:
 

wB*
b =wf,并且满

足前向最优线性预测误差与后向最优线性预测误差的均方值相等。

8.
 

一个平稳随机信号的自相关序列为rx(k)=
1
2δ
(k+1)+

5
4δ
(k)+

1
2δ
(k-1)。

(1)
 

设计该信号的1阶、2阶最优前向一步预测器。
(2)

 

利用Levinson-Durbin算法,计算3阶前向预测误差滤波器对应的反射系数,画出

格型结构图。

题图 3.2

9.
 

如题图3.2所示两个线性因果系统级联,其中,

H1(z)=
1

1-0.8z-1,H2(z)=
1

1-0.5z-1,输入w(n)是
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白噪声,均值为0,方差σ2w=1,系统输出是x(n)。
(1)

 

求x(n)的自相关序列值rx(0)、rx(1)和rx(2);
 

(2)
 

如果对x(n)进行最优预测,设计x(n)的最优格型预测误差滤波器,求出格型预测

误差滤波器的合适的阶数、各反射系数,画出实现结构图。

10.
 

设由输入信号x(n)通过一个非因果IIR维纳滤波器对期望响应d(n)进行估计,
估计误差e(n),证明:

 

估计误差功率可由下式计算:
 

E{|e(n)|2}=
1
2π∫

π

-π
(1-|Cdx(ω)|2)Sd(ω)dω

其中,Sd(ω)是期望响应的功率谱密度,Cdx(ω)称为d(n)和x(n)的复相关,定义为下式:

Cdx(ω)=
Sdx(ω)

[Sx(ω)Sd(ω)]1
/2

  11.
 

Levinson-Durbin递推算法中,定义了标量:
 

Δm-1 =∑
m-1

k=0
r(k-m)am-1,k,这里

am-1,k 是m-1阶前向线性最优预测滤波器的第k 个权系数,用fm-1(n)和bm-1(n)分别

表示前向和后向线性最优预测滤波器的预测误差,信号和滤波器系数都是实的,证明:
 

Δm-1=E{bm-1(n-1)fm-1(n)}

12.
 

用Levinson-Durbin算法证明:
 

一个AR(p)信号输入到格型预测误差滤波器,仅
有p 个非零的反射系数,阶次高于p 的反射系数均为零。

13.
 

证明:
 

前向预测误差滤波器和后向预测误差滤波器输出满足如下的关系式。

(1)
 

E[bm(n)b*
i (n)]=

pm,i=m
 
0, i≠m 

(2)
 

E[fm(n)f*
i (n)]=pl,l=max(m,i)

(3)
 

E[fi(n)f*
j (n-k)]=0,

1≤k≤i-j, i>j
 
-1≥k≥i-j,i<j 

E[bi(n)b*
j (n-k)]=0,

0≤k≤i-j-1,i>j
 
0≥k≥i-j+1,i<j 

14.
 

证明:
 

前向预测误差滤波器系统函数和后向预测误差滤波器系统函数满足如下

关系:

Hf,m(z)=Hf,m-1(z)+k*
mz-1Hb,m-1(z)

  15.
 

由测量的数据{x(1),x(2),…,x(N)},设计 M 阶前向一步LS线性预测器,分别

按协方差方法和自相关方法使用数据,写出其数据矩阵、期望响应向量。

16.
 

如果要求设计后向一步LS线性预测器,重做上题。

17.
 

设有记录数据{x(1),x(2),…,x(6)},用3阶前向线性预测,采用协方差方法,写
出求解预测系数的正则方程,确定Φ、z的各项。

18.
 

用自相关方法重解上题,比较两种方法得到的Φ、z各项的异同,并检查哪种方法得

到的Φ 满足Toeplitz性。

19.
 

用奇异值分解方法重新求解例题3.3.1。

20.
 

证明:
 

在过确定系统中(N>M),若W=M 即(AHA)-1 存在,那么有
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A+=(AHA)-1AH=V[Σ-1 0M×(K-M)]UH

  *  21.
 

一个随机信号是由一个AR(4)模型产生的,模型的极点分别位于p1,2=0.8e±jπ
/6,

p3,4=0.9e±j5π
/8,激励白噪声方差为1。用此模型产生100个数据,作为数据集,设计一个

LS前向预测器,设预测器阶数为4,分别使用自相关方法和协方差方法构成数据矩阵,估计

预测系数并与AR模型的实际参数进行比较。
*  22.

 

一个随机信号是由一个ARMA(4,2)模型产生的,模型极点位于p1,2=0.8e±jπ
/6,

p3,4=0.9e±j5π
/8,零点位于z1,2=0.8e±jπ

/4,激励白噪声方差为1。用此模型产生200个数

据,作为数据集,设计一个LS前向预测器,设预测器阶数为8,使用协方差方法构成数据矩

阵,计算预测系数和平均估计误差。另设阶数为4和12,重做此题,比较平均估计误差的

大小。


