
     

第5章

CHAPTER
 

5

时变电磁场

    

5.1 内容提要及学习要点

时变的电场和磁场可以相互转换并摆脱源的束缚而向外传播,即电磁波。借助于波动

方程可以融合电场与磁场的耦合;
 

而借助于复矢量,可以简化对时间变量的分析。本章主

要掌握麦克斯韦方程组的表述、物理意义及典型应用,掌握将矢量方程转化为标量方程

的方法;
 

理解时变电场和时变磁场的相互转化规律,掌握时变电磁场的复数形式及其在

分析电磁场问题中的应用;
 

熟练掌握坡印亭定理及其应用;
 

理解电磁场的边界条件,理
解能量守恒与转化定律、位函数及波动方程等;

 

理解传导电流、运流电流和位移电流的

含义。

5.1.1 麦克斯韦方程组

电磁波是电磁场的运动形式。麦克斯韦方程组描述了电磁场的变化规律,以及场与源

的关系。麦克斯韦电磁理论的基础是库仑定律、毕奥-萨伐尔定律(或安培定律)及法拉第电

磁感应定律等三大实验定律,其主要内容包括法拉第电磁感应定律、广义安培环路定律、高
斯定律、磁通连续性原理及一些本构关系等。

散度定理和斯托克斯定理是建立联系麦克斯韦方程组微分形式和积分形式的桥梁。

1.
 

麦克斯韦方程组的积分形式

∮l
H·dl=∬S

J+
∂D
∂t  ·dS

∮l
E·dl=-

∂
∂t

 

∬S
B·dS

∯S
D·dS=∭VρdV

∯S
B·dS=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-1)

  通常,无源的情况是指外加电流源J、电荷源ρ为零。但需注意,在有耗媒质中的J=
σE 不能视为源。
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2.
 

麦克斯韦方程组的微分形式

ዹ×H =J+
∂D
∂t

ዹ×E=-
∂B
∂t

ዹ·D=ρ
ዹ·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-2)

  位移电流

Jd=
∂D
∂t =ε0

∂E
∂t+

∂P
∂t

(5-3)

  注意,位移电流Jd由变化的电场产生,是一种电流密度。
通过麦克斯韦方程组可以得到结论:

 

时变电场有旋也有散,电场线可以闭合,也可以不

闭合;
 

而时变磁场有旋无散,磁感线总是闭合的。闭合的电场线和闭合的磁感线相互铰链,
不闭合的电场线从正电荷出发,而终止于负电荷或无穷远处。闭合的磁感线要么与电流铰

链,要么与电场线铰链。在没有电荷及电流源的区域,时变电场和时变磁场都是有旋无散

的,电场线和磁感线相互铰链,自行闭合。

3.
 

媒质的本构方程

D=ε0E+P

B=μ0(H +Pm)

J=σE

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-4)

  在均匀、线性、各向同性的媒质中

D=εE
B=μH
J=σE

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-5)

4.
 

时变电磁场的特点

(1)
 

电场和磁场互为对方的涡旋(旋度)源。交变磁场的源包括交变的电场和电流(电
流包括外加电流源和传导电流等),场源之间是右手螺旋关系;

 

交变电场的源包括交变的磁

场和电荷,场和涡旋源之间是左手螺旋关系。
(2)

 

电场和磁场共存,不可分割。
(3)

 

电场线和磁感线相互环绕。

5.1.2 时变电磁场的边界条件

边界条件包括法向和切向两类,记忆和理解方法与静态场的情况类似。

en·(D1-D2)=ρs
en·(B1-B2)=0

en×(E1-E2)=0

en×(H1-H2)=Js

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(5-6)

  对于理想导体表面而言,其边界条件为
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en×E=0

en×H =Js
en·D=ρs
en·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(5-7)

  复矢量形式的边界条件与瞬时表示形式的边界条件在形式上完全一样。注意,电磁场

法向分量的边界条件和电磁场切向分量的边界条件并不独立。
另外,磁场的切向分量与电流密度之间是相互铰链的关系,既同时位于分界面的切平面

上,又相互垂直正交,因此,在应用磁场的切向分量的边界条件时还要注意方向,即积分回路

的方向与电流方向呈右手螺旋关系。

5.1.3 时谐电磁场及麦克斯韦方程组的复数形式

麦克斯韦方程组的复数形式为

ዹ×H =J+jωD
ዹ×E=-jωB
ዹ·D=ρ
ዹ·B=0
ዹ·J+jωρ=0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5-8)

  常用运算符:
 ∂
∂t→jω

,∂
2

∂t2
→-ω2。

5.1.4 时变电磁场的能量及功率
1.

 

坡印亭定理

  坡印亭定理描述了电磁能量的流动和能量转化的关系,即

-∯S'
(E×H)·dS'=

∂
∂t

 

∭V

1
2B
·H +

1
2D
·E  dV+∭V

(J·E)dV (5-9)

  物理意义:
 

穿过闭合面S'流入体积V 内的电磁功率,等于体积V 内单位时间内增加的

电磁能量与传导电流损耗的功率之和,是电磁场能量守恒的具体体现。

2.
 

坡印亭矢量

S=E×H (5-10)
表示单位时间内通过垂直于电磁能量流动方向的单位面积的电磁能量,又称能量流密度(功
率密度)。

复坡印亭矢量

S=
1
2E×H* (5-11)

  它与时间无关,表示复功率密度,其实部为平均功率密度(有功功率密度),虚部为无功

功率密度。式中的电场强度和磁场强度是复振幅值而不是有效值;
 

平均能流密度矢量或平

均坡印亭矢量为

Sav=Re
1
2E×H*􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =Re[S] (5-12)
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  如果闭合曲面为导电壁,则
∂W
∂t +∭V

(J·E)dV=0

  这说明,体积V 内的电磁功率等于传导电流的损耗功率,即等效为一个有耗的二阶

RLC电路;
 

如果σ等于零,则等效为无耗的LC 振荡电路。

5.1.5 时变电磁场的唯一性定理、位函数及波动方程
1.

 

时变电磁场的唯一性定理

  在以闭合曲面S'为边界的有界区域V 中,如果给定t=0时刻的电场强度和磁场强度

的初始值,并且在t≥0时,给定边界上电场强度的切向分量或者磁场强度的切向分量,那么

在t>0时,区域V 中的电磁场由麦克斯韦方程唯一地确定。

2.
 

交变场的位函数

交变场与标量电位φ、矢量磁位A 等位函数的关系为

E=-ዹφ-
∂A
∂t

(5-13)

洛伦兹规范
 

ዹ·A=-με
∂φ
∂t

  矢量磁位A 和标量电位φ 的波动方程为

ዹ2A-με
∂2A
∂t2

=-μJ

ዹ2φ-με
∂2φ
∂t2

=-ρ
ε

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-14)

对于时谐场,上述达朗贝尔方程可以表示为

ዹ2A+k2A=-μJ

ዹ2φ+k2φ=-ρ
ε

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-15)

其中,k2=ω2με。波动方程有时便于问题的求解,但方程的阶数比麦克斯韦方程高一阶。
所以通常直接用麦克斯韦方程求解。

5.2 典型例题解析

【例题5-1】 在直角坐标系中,z>0的区域为自由空间,z≤0的区域为理想导体。若

在自由空间中存在的磁场为

H =3excos(3×109t-10z)+4ey2.63×10-5cos(3×109t-10z)
试求理想导体表面的电流密度。

解:
 

分界面的法向为ez,因此理想导体表面的电流密度为

Js=ez ×H =3eycos(3×109t-10z)-4ex2.63×10-5cos(3×109t-10z)
  【例题5-2】 某无限大理想导体板放置在填充空气的无源空间中x=0的平面上,在
x>0空间中时变电磁场为E=eysin(4πx)cos(15π×10

8t-kz)V/m。试求:
 



183  

(1)
 

相移常数k;
 

(2)
 

导体板上的自由面电荷和自由电流分布;
 

(3)
 

平均坡印亭矢量。
解:

 

(1)
 

电场的复数形式为

E=eysin(4πx)e
-jkzV/m

  根据复数形式的麦克斯韦第二方程,得

H =
ዹ×E
-jωμ0

=-ex
k

ωμ0
sin(4πx)e-jkz -ez

4π
jωμ0

cos(4πx)e-jkzA/m

  再根据麦克斯韦第一方程ዹ×H=jωεE,则

E=
ዹ×H
jωε0

=
1
jωε0

ዹ× -ex
k

ωμ0
sin(4πx)e-jkz -ez

4π
jωμ0

cos(4πx)e-jkz  
=

1
ω2ε0μ0

[eyk
2sin(4πx)e-jkz +ey(4π)

2sin(4πx)e-jkz]

=ey
k2+(4π)2

ω2ε0μ0
sin(4πx)e-jkzV/m

  因此,比较上面两个电场的系数,得

ω2ε0μ0=k2+(4π)2

于是,相移常数为

k= ω2ε0μ0-(4π)2 =3π
  (2)

 

由电场的表达式可知,在x=0边界处电位移矢量的法向分量为零,因此导体板上

的自由电荷密度为零。
在x=0边界处,磁场的切向分量为

H =-ez
4π
jωμ0

cos(4πx)cos(15π×108t-3πz)A/m

所以,导体板上的自由电流密度为

Js|x=0=ex ×H =ey
1
150πsin

(15π×108t-3πz)A/m

  (3)
 

平均坡印亭矢量。
因为

E=eysin(4πx)e
-j3πz

H =-ex
3π
ωμ0
sin(4πx)e-j3πz -ez

4π
jωμ0

cos(4πx)e-j3πz

所以平均坡印亭矢量为

Sav=Re
1
2E×H*􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =ez
3π
2ωμ0

sin2(4πx)=ez
sin2(4πx)
400π W/m2

  【例题5-3】 已知自由空间中平面波的电场为E=ez120πej
(ωt+kx)。试求:

 

(1)
 

与之对应的磁场;
 

(2)
 

坡印亭矢量的瞬时值;
 

(3)
 

若电场存在于某一均匀的漏电介质中,其参量为(ε0,μ0,σ),并且在频率为9kHz
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处其激发的传导电流与位移电流的幅度相等,此时电导率是多少?
解:

 

(1)
 

根据复数形式的麦克斯韦第二方程,得

H =
ዹ×E
-jωμ0

=ey
k

ωμ0
120πej(ωt+kx)=eye

j(ωt+kx)

  (2)
 

电场和磁场的瞬时表达式为

E=ez120πcos(ωt+kx), H =eycos(ωt+kx)
故有

S=E×H =-ex120πcos
2(ωt+kx)

  (3)
 

当传导电流与位移电流的幅度相等时,

σE=ωε0E
故有

σ=ωε0=2π×9×103×
1
36π×10-9=5×10-7

 

S/m

  【例题5-4】 若无界理想媒质(ε、μ0)中的电场为E=ey2e
j(6000πt+4π×10-5z)。试求:

 

(1)
 

该介质的相对介电常数;
 

(2)
 

与电场对应的磁场强度;
 

(3)
 

对应的坡印亭矢量平均值。
解:

 

(1)
 

因为k2=ω2με,因此

εr=k/(ω μ0ε0)=
4π×10-5×3×108

6000π =2

故介质的相对介电常数εr=4。
(2)

 

根据复数形式的麦克斯韦第二方程,得

H =
ዹ×E
-jωμ0

=ex
k

ωμ0
2ej(6000πt+4π×10

-5z)=ex
1
30πe

j(6000πt+4π×10-5z)

  或者,由于传播方向-ez 与电场方向ey 垂直,结合表达式易知电磁波为均匀平面波,
因此

H =
εr
η0
(-ez)×E=

2
120π

(-ez)×ey2e
j(6000πt+4π×10-5z)=ex

1
30πe

j(6000πt+4π×10-5z)

  (3)
 

坡印亭矢量平均值为

Sav=Re
1
2E×H*􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
1
2Re

[ey2e
j(6000πt+4π×10-5z)×ex

1
30πe

-j(6000πt+4π×10-5z)]

=ez
-1
30π

  【例题5-5】 在由x=0和x=a 两个无限大理想导电板构成的区域内存在电场E=
eyE0sin(kxx)cos(ωt-βz)。试求:

 

(1)
 

该区域中的磁场强度;
 

(2)
 

这个电磁场应满足的边界条件及kx 的值;
 

(3)
 

两导体表面的电流密度。
解:

 

(1)
 

由复数形式的麦克斯韦第二方程,得
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H =
ዹ×E
-jωμ

=-ez
kxE0
ωμ0

cos(kxx)sin(ωt-βz)-ex
βE0
ωμ0
sin(kxx)cos(ωt-βz)

  (2)
 

由于理想导体表面电场的切向分量为零,磁场的法向分量为零,因此

kx =
π
a

  (3)
 

导体表面的电流密度

Js|x=0=ex ×H =3ey
kxE0
ωμ0

cos(kxx)sin(ωt-βz)

Js|x=a =-ex ×H =-3ey
kxE0
ωμ0

cos(kxx)sin(ωt-βz)

  【例题5-6】 在理想导体壁(σ=∞)上限定的区域内(0≤x≤a)存在如下的电磁场:
 

Ey =H0ωμ
a
πsin

π
ax  sin(kz-ωt)

Hx =H0k
a
πsin

π
ax  sin(kz-ωt)

Hz =H0cos
π
ax  cos(kz-ωt)

  试问:
 

(1)
 

该电磁场所满足的边界条件如何?
(2)

 

导电壁上的电流密度的值如何?
解:

 

在x=0处,Ey=0,Hx=0,Hz=H0cos(kz-ωt),得
Js|x=0=ex ×H =-eyH0cos(kz-ωt)

ρs|x=0=ex·eyεEy =0
  在x=0处,en=ex 电磁场所满足的边界条件为

en×H =-eyH0cos(kz-ωt), en×E=0

en·B=0, en·D=0
  同理,在x=a 处,en=-ex,得

Js|x=a =-ex ×H =-eyH0cos(kz-ωt)

ρs|x=a =-ex·D=-ex·eyεEy =0

en×H =-eyH0cos(kz-ωt), en×E=0

en·B=0, en·D=0
  【例题5-7】 设z=0为两种媒质的分界面,z>0为磁导率为μ1=3.0的媒质1,z<0
为磁导率为μ2=2.0的媒质2。已知分界面上的电流密度为Js=3ey,媒质1中的磁场强度

为H1=ex+3ey+2ez,试求媒质2中的磁场强度。
解:

 

设媒质2中的磁场强度为

H2=H2xex +H2yey +H2zez

  根据磁感应强度法向分量的边界条件,有

B2z =μ2H2z =μ1H1z

所以
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H2z =
μ1
μ2

H1z =
2μ1
μ2

=3

  根据磁场强度切向分量的边界条件,有

ez ×(H1-H2)=3ey

即

H1x -H2x =3, H1y -H2y =0, 故
 

H2x =-2, H2y =3
因此

H2=H2xex +H2yey +H2zez =-2ex +3ey +3ez

  【例题5-8】 有一同轴线的内外导体半径分别为a、b,长度为L。假设同轴线内部填充

理想介质,两端用理想导体短路。已知在a≤r≤b,0≤z≤L 的区域内的电磁场为:
 

E=

er
A
rsinkz

,H=
B
reθcoskz。试求:

 

(1)
 

A 与B 之间的关系;
 

(2)
 

k;
 

(3)
 

内外导体表面的电荷及电流密度。
解:

 

(1)
 

由麦克斯韦第二方程ዹ×E=-jωB,得

ዹ×E=eθ
∂Er
∂z =eθ

Ak
rcoskz=-jωμHeθ

因此

A
B = -jωμ

k
  (2)

 

根据麦克斯韦第一方程ዹ×H=J+jωD,得

ዹ×H =ዹ×
B
reθcoskz=

1
r -er

∂(rHθ)
∂z +ez

∂(rHθ)
∂r

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =er

Bk
rsinkz=jωεE

所以

A
B =

k
jωε

即

k
jωε= -jωμ

k
, k=ω με

  (3)
 

将同轴线的内外导体视为理想导体,则利用边界条件得

Js r=a =er ×H r=a =ez
B
acoskz

ρs r=a =er·D r=a =
εA
asinkz

Js r=b =-er ×H r=b =-ez
B
bcoskz

ρs r=b =-er·D r=b =
εA
bsinkz

  【例题5-9】 已知真空中的电场为E=exE0cosk0(z-ct)+eyE0sink0(z-ct),其中
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k0=
ω
c
。试求:

 

(1)
 

磁场强度和坡印亭矢量的瞬时值;
 

(2)
 

确定电场的变化轨迹;
 

(3)
 

磁场能量密度、电场能量密度和坡印亭矢量的平均值。

解:
 

(1)
 

由麦克斯韦第二方程ዹ×E=-
∂B
∂t
,得

ዹ×E= -ex
∂Ey

∂z +ey
∂Ex

∂z = -exk0E0cos[k0(z-ct)]-eyk0E0sin[k0(z-ct)]= -μ0
∂H
∂t

对上式积分,得到磁场为

H =-ex
E0
μ0c
sin[k0(z-ct)]+ey

E0
μ0c
cos[k0(z-ct)]

因此,坡印亭矢量的瞬时值为

S=E×H =ez
E20
μ0c

  (2)
 

电场的变化轨迹。由于

|E|= E2x +E2y =E0

θ=arctan
Ey

Ex  =k0(z-ct)

故电场随时间变化的轨迹是圆。
(3)

 

磁场能量密度、电场能量密度和坡印亭矢量的平均值:
 

Sav,e=
1
T

 

∫
T

0

1
2D
(t)E(t)dt=

1
T

 

∫
T

0

1
2ε0E

(t)·E(t)dt=
1
2ε0E

2
0

Sav,m=
1
T

 

∫
T

0

1
2B
(t)H(t)dt=

1
T

 

∫
T

0

1
2μ0

H(t)·H(t)dt=
1
2ε0E

2
0

将电场和磁场表示为复数形式,得

E=exE0e
-jk0z +eyE0e

j -
π
2-k0z  , H =-ex

E0
μ0c
e
j -

π
2-k0z  +ey

E0
μ0c
e-jk0z

因此,坡印亭矢量的平均值为

Sav=
1
2ReE×H*  =ez

E20
μ0c

  【例题5-10】 半径为a 的圆形平行板电容器,电极距离为d,其间填充电导率为σ、介
电常数为ε、磁导率为μ 的非理想均匀电介质,极板间的电压为u=U0cosωt,略去边缘效

应。试用坡印亭定理计算电容器的储能和耗能。
解:

 

在略去边缘效应的情况下,电场可以视为均匀分布,设电容器轴向为z方向,则

E=
U0cosωt

d ez

所以传导电流为

Jc=σE=σ
U0cosωt

d ez
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位移电流为

Jd=
∂D
∂t =-εω

U0sinωt
d ez

  根据全电流定律∮l
H·dl=∬S

J+
∂D
∂t  ·dS,得

2πrHϕ =(Jd+Jc)πr
2= σ

U0cosωt
d -εω

U0sinωt
d  πr2

故磁场为

H =eϕ

U0
2drσcosωt-εωcosωt-

π
2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

利用电场和磁场的复数形式

E=
U0
dez,H =eϕ

U0
2dr

[σ-εωe-j
π
2]

因此,复坡印亭矢量为

S=
1
2E×H* =-er

U20
4d2

r[σ-jεω]

则电容器吸收的功率为(考虑柱面围成的表面)

P=-
1
2

 

∬S
S·erdS=

U20
4d2

a[σ-jεω](2πad)

=
πa2U20
2d

[σ-jεω]=
U20
2R-j

1
2CωU

2
0

其中,
U20
2R

为电容器电阻吸收的平均功率,而1
2CωU

2
0 为无功功率,即平均储能。

【例题5-11】 电力变压器由原边绕组、副边绕组和铁芯等构成,长度为D。试用坡印

亭定理说明变压器铁芯的能量传输情况。
解:

 

设副边绕组的匝数为N2,电流为i2,则感应电动势为

 2=-N2
dΦ
dt

于是,副边的输出功率为P=i2  2。原边的电场与副边的关系为

∮l
E·dl=-

∂
∂t

 

∬S
B·dS=-

dΦ
dt

其中,电场的方向与电流方向一致(线圈绕向eϕ
),建立圆柱坐标系,设磁场沿z 轴方向,则

对上式左边积分得

E=-eϕ
1
2πr

dΦ
dt

  原边的磁场为

H =ez
i2N2

D
因此,原边的功率密度为
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S=E×H =er
i2
2πDr

 2

  对圆柱面积分,得到原边到副边传输的功率为

P=∬S
S·erdS=∫

D

0
S·2πrdzer =i2  2

  因此,原边传输到副边的电磁能量等于副边的输出功率。
【例题5-12】 一个由圆形极板构成的平行电容器,其半径为a,极板间的距离为d(a≪

d)。假设在极板上的电荷均匀分布,并且ρs=±ρ0cosωt,忽略边缘效应,求极板间的电场

和磁场,该场是否满足电磁场基本方程?
解:

 

设对称轴沿z轴方向,在忽略边缘效应时电场均匀分布,则对于上极板,根据电荷

密度求得电场为

E=
D
ε0

=-ez
ρs
ε0

=-ez
ρ0
ε0
cosωt

故位移电流为

Jd=ε0
∂E
∂t=ez

ωρ0
ε0
sinωt

  根据安培环路定理

∫l
H·dl=πr2Jd,则H =eϕ

ωρ0
2ε0

rsinωt

  由于

ዹ×E=
1
r

er ρeϕ ez

∂
∂r

∂
∂ϕ

∂
∂z

0 0 -
ρ0
ε0
cosωt

=0

  而

∂B
∂t=μ0

∂H
∂t =eϕμ0

ω2ρ0
2ε0

rcosωt

所以ዹ×E≠
∂B
∂t
,因此该场不满足电磁场基本方程。

【例题5-13】 在平行板电容器的两圆形极板之间,填充介电常数分别为ε1 和ε2,电导

率分别为σ1 和σ2 的两层介质片,厚度分别为d1 和d2,如图5-1所示。已知加在两平行板

间的电压为U=U0cosωt。求两层介质片中的磁场强度。

图5-1 例题5-13图

解:
 

忽略边缘效应,设两层介质的电场分别为E1 和E2,电流

密度分别为J1 和J2,方向均向下。根据分界面电流密度矢量的

边界条件,有J1=J2=J,则
J=σ1E1=σ2E2

  又
 

d1E1+d2E2=U,由此可得电流密度大小为
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J=
σ2σ1U

σ1d2+σ2d1

  根据位移电流密度为Jd=ε
∂E
∂t
,因此两种介质中电流密度大小为

Jd1=ε1
∂E1
∂t =

ε1
σ1
∂J
∂t=-

ε1σ2ωU0sinωt
σ1d2+σ2d1

Jd2=ε2
∂E2
∂t =

ε2
σ2
∂J
∂t=-

ε2σ1ωU0sinωt
σ1d2+σ2d1

  由于电场的旋度为零,因此根据积分形式的麦克斯韦第一方程

∮l
H·dl=∬S

J+
∂D
∂t  ·dS

由于磁场的方向为eϕ
,取半径为r的环路积分,可得到两种介质的磁场强度为

Hϕ1=
πr2

2πr
(J+Jd1)=r

σ2U0(σ1cosωt-ε1ωsinωt)
2(σ1d2+σ2d1)

Hϕ2=
πr2

2πr
(J+Jd2)=r

σ1U0(σ2cosωt-ε2ωsinωt)
2(σ1d2+σ2d1)

  【例题5-14】 对于线性、均匀和各向同性的导电媒质,设媒质参数为ε、μ、σ。试证明在

无源区中时谐场满足的波动方程为

ዹ2E+k2E=jωμσE
ዹ2H +k2H =jωμσH

  证明:
 

由于
 

ዹ×ዹ×E=ዹ×(-jωμH)=-jωμ(ዹ×H),而ዹ·E=0,左边利用恒等式

ዹ×ዹ×E=ዹ ዹ·E  -ዹ2E=-ዹ2E,并将ዹ×H=σE+jωεE 代入上式,得
 

-ዹ2E=-jωμ(σE+jωεE)=-jωμσE+ω2μεE
  由于

 

k2=ω2με,因此

ዹ2E+k2E=jωμσE
  同理可得

ዹ2H +k2H =jωμσH
  【例题5-15】 由麦克斯韦方程组出发,导出毕奥-萨伐尔定律。

解:
 

由于

ዹ×H =J, ዹ·B=0, B=ዹ×A
在库仑规范下,ዹ·A=0,因此

ዹ×ዹ×A=ዹ ዹ·A  -ዹ2A=-ዹ2A
所以

ዹ×B=ዹ×ዹ×A=-ዹ2A
又

ዹ×B=ዹ×μH =μJ
所以

ዹ2A=-μJ

  考虑到ዹ2φ=-
ρ
ε

的解为φ=
1
4πε

 

∭V
ρ
rdV

,因此ዹ2A=-μJ 的解为
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A=μ
4π

 

∭V

J
rdV

对于线电流

A=μ
4π

 

∮l

I
rdl

于是

B=ዹ×A=ዹ×μ
4π

 

∮l

I
rdl=μI

4π
 

∮l
ዹ
1
r  ×dl=-μI

4π
 

∮l
er
1
r2

×dl=μI
4π

 

∮l

dl×er

r2

即为毕奥-萨伐尔定律。
【例题5-16】 设在真空中有一个导体球,半径为a,电导率为σ,介电常数为ε,在t=0

时刻,导体球内在r≤b(b<a)的球内有一均匀的净体电荷分布,密度为ρ0,如图5-2所示。
试求在t时刻:

 

图5-2 例题5-16图

(1)
 

导体球中各处的净体电荷密度ρ(t);
 

(2)
 

空间各点的电场强度;
 

(3)
 

导体球表面的电荷密度;
 

(4)
 

导体球中各处的传导电流密度。

解:
 

根据电流连续性方程ዹ·J+
∂ρ
∂t=0

、欧姆定律J=σE 及

高斯定理ዹ·E=ρ
ε
,可以得到关于电荷密度ρ的方程:

 

-
∂ρ
∂t=

σ
ερ

其解为

ρ=ρ0e
-(σ/ε)t

  (1)
 

由于电荷分布是动态平衡的,所以在a和b之间的区域无静电荷分布。在r≤b区域
 

ρ=ρ0e
-(σ/ε)t

  (2)
 

根据高斯定理∯S
E·dS=

∭VρdV

ε =
Q
ε
,得

E1(t)=er
rρ0e-(σ/ε)t

3ε
, r≤b

E2(t)=er
b3ρ0e-(σ/ε)t

3εr2
, b<r≤a

E3(t)=er
b3ρ0
3ε0r

2
, r>a

  (3)
 

在r=a 表面

ρs(t)=D1n(t)-D2n(t)=
b3ρ0
3a2

(1-e-(σ/ε)t)

  (4)
 

根据J=σE,传导电流密度为

J1(t)=er
σrρ0e-(σ/ε)t

3ε
, r≤b
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J2(t)=er
σb3ρ0e-(σ/ε)t

3εr2
, b<r≤a

  【例题5-17】 设真空中电量为q的点电荷以速度v 沿z轴方向匀速运动,在t=0时刻

经过坐标原点,计算任一点的位移电流密度。
解:

 

点电荷在空间任一点产生的电位移矢量为

D=R q
4πR3

而

R=xex +yey +(z-vt)ez

因此

D= q
4π[x2+y2+(z-vt)2]3/2

[xex +yey +(z-vt)ez]

故任一点的位移电流密度为

J=
∂D
∂t =

∂
∂t

q
4π[x2+y2+(z-vt)2]3/2

[xex +yey +(z-vt)ez]  
=q
4π
3v(z-vt)(xex +yey)+[2v(z-vt)2-vx2-vy2]ez

[x2+y2+(z-vt)2]5/2

图5-3 例题5-18图

  【例题5-18】 一个半径为a 的圆金属线圈,在恒

定磁场H0 中,以角速度ω 绕自身的一个垂直于H0

的直径转动,试求金属线圈内的电流。
解:

 

如图5-3所示,设t=0时,线圈平面与H0 垂

直,即θ0=0,则此时磁通为

Φ0=BS=μ0H0πa
2

任意时刻t的磁通为

Φ=BScosωt=μ0H0πa
2tcosωt

则产生的感应电动势为

 =-
dΦ
dt-

d
dt
[BScosωt]=BSωsinωt

把上式用复数表示,即
 =Im[πa2μ0H0ωej

ωt]

  设金属线圈的电阻为R,自感为L,则线圈的阻抗为Z=R+jωL,通过回路中的电流为

I=Im[ /Z]=Im
πa2μ0H0ωej

ωt

R+jωL
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =Im

πa2μ0H0ωej
(ωt-φ)

[R2+(ωL)2]1/2  =πa
2μ0H0ωsin(ωt-φ)
[R2+(ωL)2]1/2

式中,φ=arctan
ωL
R
。

【例题5-19】 在无损耗的各向同性媒质中,E 的波动方程为

ዹ2E+ω2μεE=0
问:

 

在满足什么条件时,E=Aejk·r 是波动方程的解,该电场作为麦克斯韦方程的解的条件

是什么?
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解:
 

令

r=exx+eyy+ezz

k=exkx +eyky +ezkz

则

k·r=kxx+kyy+kzz
因而

ዹ2E=
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2  Aejk·r =-Aejk·r(k2x +k2y +k2z)=-k2Aejk·r

可见,如果k2=ω2με,则E=Aejk·r 满足波动方程ዹ2E+ω2μεE=0。
因为该齐次波动方程是麦克斯韦方程在代入ዹ·E=0的条件下导出的,所以E 作为麦

克斯韦方程的解的条件是ዹ·E=0。
【例题5-20】 设E 为电场强度矢量,H 为磁场强度矢量,B 为磁感应强度矢量,D 为电

位移矢量,P 为极化强度矢量,M 为磁化强度矢量。通常光纤中的线性均匀介质为非磁性

介质,其中没有自由电流和自由电荷。已知光纤介质内部有如下关系:
 

D=ε0E+P,B=

μ0H+M,试证明

ዹ×ዹ×E=-
1
c2
∂2E
∂t2

-μ0
∂2P
∂t2

其中,c为光速。
证明:

 

由于光纤中的介质为非磁性介质,其中没有自由电流和自由电荷,因此 M=0。
此时,介质中的麦克斯韦方程组为

ዹ×H =
∂D
∂t =ε0

∂E
∂t+

∂P
∂t

ዹ×E=-
∂B
∂t=-μ0

∂H
∂t

ዹ·D=0
ዹ·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

因此

ዹ×ዹ×E=-μ0 ዹ×
∂H
∂t  =-μ0

∂
∂t
(ዹ×H)

=-μ0
∂
∂tε0

∂E
∂t+

∂P
∂t  =-

1
c2
∂2E
∂t2

-μ0
∂2P
∂t2

其中,c=
1

ε0μ0
。

5.3 主教材习题解答

【5-1】 试根据麦克斯韦方程导出电流连续性方程ዹ·J=-
∂ρ
∂t
。

解:
 

对麦克斯韦第一方程ዹ×H=J+∂D/∂t两边取散度,得
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ዹ· ዹ×H  =ዹ·J+ዹ·∂D
∂t =0

又因为ዹ·D=ρ,所以

ዹ·J=-
∂ρ
∂t

  【5-2】 试根据麦克斯韦方程导出静电场中点电荷的电场强度公式和泊松方程。
解:

 

对于静电场,不存在位移电流,由麦克斯韦方程,有
ዹ×E=0, ዹ·D=ρ

即

∭V
ዹ·DdV=∯S

D·dS=∭VρdV=q

  根据上式,利用球坐标,则对于孤立的、位于原点的点电荷q有εE·4πr2=q,所以距离

该点电荷r处的电场强度为

E=er
q
4πr2ε

静电场是无旋场,因此有E=-ዹφ,则
ዹ·D=εዹ·E=-εዹ·ዹφ=-εዹ2φ=ρ

所以有

ዹ2φ=-ρ
ε

即泊松方程。
【5-3】 已知在空气中电场强度矢量E=ey0.1sin(10πx)cos(6π×10

9t-kz),求磁场

强度矢量H 和常数k。
解:

 

首先把电场强度写成复数形式E=ey0.1sin10πx  e-jkz,并求出磁场强度。

H =-
1
jωμ0

ዹ×E=-
1
jωμ0

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Ey 0

=-
1
jωμ0

exj0.1ksin10πx  +ez0.1×10πcos10πx    e-jkz

再对上式取旋度,由于空气中没有传导电流,则有

E=
1
jωε0

ዹ×H =ey
0.1

ω2μ0ε0
10π  2+k2  sin10πx  e-jkz

将此式与题中给出的E 的表达式相比,则有

10π  2+k2=ω2μ0ε0=
6π×109  2

c2
=400π2

可以解得

k= 300π≈54.41rad/m
  【5-4】 一长为l的圆柱形电容器,其内外导体半径分别为a、b,极板间理想介质的介电

常数为ε。当外加电压为U=Umsinωt时,求介质中的位移电流密度及穿过半径为r(a<r<



195  

b)的圆柱面的位移电流。证明该位移电流等于电容器引线中的传导电流。
解:

 

设内外导体间电流为I,用恒定电场与静电场相比拟求Er。对于恒定电场,因为

Er =
Jr

σ =
1
σ

I
2πrl

所以

U=∫
b

a
Erdr=

I
2πrlσrln

b
a =Errln

b
a

故

E=er
Umsinωt
rlnb/a  

因此位移电流密度为

Jd=
∂D
∂t =ε

∂E
∂t=er

εωUmcosωt
rlnb/a  

则穿过半径为r的柱面的位移电流为

Id=∬S
Jd·dS=Jd·2πrl=

2πlεωUmcosωt
lnb/a  

又由于同轴电容器的电容C=2πlε/lnb/a  ,则连线中的传导电流为

Ic=
dq
dt=CdUdt=

2πlεωUmcosωt
lnb/a  

所以有

Id=Ic
  【5-5】 设在有耗色散媒质中的物质本构方程为D(ω)=ε(ω)E(ω),J(ω)=σ(ω)E(ω);

 

对于等效复相对介电常数,试证明在时谐场的情况下有εe
r=εr-

jσ(ω)
ε0ω

。

证明:
 

根据复数形式的麦克斯韦第一方程的微分形式

ዹ×H =J+jωD
  将J=σ(ω)E、D=ε(ω)E 等方程代入上式,可得

ዹ×H =(σ(ω)+jωε(ω))E=jωεeE
  则等效复介电常数为

εe=ε(ω)-j
σ(ω)
ω

  因此,等效复相对介电常数为

εer(ω)=εr(ω)-j
σ(ω)
ε0ω

  【5-6】 已知在金属铜(εr=1,σ=5.8×10
7S/m)中某处的电场强度为E=ezEmcos(2π×

1010t)。试计算该点处的传导电流密度幅度与位移电流密度幅度之比;
 

如果将铜换成淡水

(εr =81,σ=4S/m),重新计算传导电流密度幅度与位移电流密度幅度之比。
解:

 

在铜中,传导电流密度为

Jc=σE=σEmcos2π×10×109t  
位移电流密度为
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Jd=
∂D
∂t =ε

∂E
∂t=-ωεEmcos2π×10×109t  

传导电流密度幅度和位移电流密度幅度之比为

Jcm
Jdm

=
σEm

ωεEm
=

σ
ωε=

5.8×107

2π×1010×1×8.854×10-12=1.04×108

同理,在淡水中

Jcm
Jdm

=
σ
ωε=

4
2π×1010×81×8.854×10-12=0.089

  【5-7】 在线性、均匀、各向同性的导电媒质中,证明:
 

ዹ2H-με
∂2H
∂t2

-μσ
∂H
∂t=0

。

证明:
 

在线性、均匀、各向同性的导电媒质中,麦克斯韦旋度方程为

ዹ×H =σE+ε∂E∂t
两边取旋度得

ዹ×ዹ×H =σዹ×E+ዹ×ε∂E∂t
上式左边利用矢量恒等式ዹ×ዹ×A=ዹዹ·A-ዹ2A,并考虑到在均匀导电媒质中ዹ·H=

0,将上式右端代入麦克斯韦方程ዹ×E=-μ
∂H
∂t
,得

ዹ2H -με
∂2H
∂t2

-σμ
∂H
∂t =0

  【5-8】 设在法线方向为en=excosα+eysinα(α 为法线与x 轴的夹角),介质参数为

ε1,μ1 和ε2,μ2 的两种理想介质的分界面上有E1=Ex1ex+Ey1ey+Ez1ez,求E2。
解:

 

设

E2=Ex2ex +Ey2ey +Ez2ez

  根据两种理想介质分界面上的电场强度的边界条件

ε1E1·en=ε2E2·en
E1×en=E2×en

由ε1E1·en=ε2E2·en,en=excosα+eysinα,得

ε1
ε2

Ex1cosα+Ey1sinα  =Ex2cosα+Ey2sinα (5-16)

由E1×en=E2×en,en=excosα+eysinα,得

Ez1=Ez2 (5-17)

Ex1sinα-Ey1cosα=Ex2sinα-Ey2cosα (5-18)
式(5-16)/sinα加式(5-18)/cosα,得

Ex2=
1

cosα
sinα+

sinα
cosα

ε1
ε2
cosα
sinα+

sinα
cosα  Ex1+

ε1
ε2

-1  Ey1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (5-19)

式(5-16)/cosα减去式(5-18)/sinα,得
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Ey2=
1

cosα
sinα+

sinα
cosα

ε1
ε2

-1  Ex1+
ε1
ε2
sinα
cosα+

cosα
sinα  Ey1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

由式(5-17)得

Ez1=Ez2

即

E2=
1

cosα
sinα+

sinα
cosα

ε1
ε2
cosα
sinα+

sinα
cosα  Ex1+

ε1
ε2

-1  Ey1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 ex +

 1
cosα
sinα+

sinα
cosα

ε1
ε2

-1  Ex1+
ε1
ε2
sinα
cosα+

cosα
sinα  Ey1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ey +Ez2ez

  【5-9】 在 法 线 方 向 为ez 的 理 想 导 体 表 面 上,电 流 密 度 为 Js=exJx0sinωt-
eyJy0cosωt,求导体表面的切向磁场。

解:
 

设导体表面上的切向磁场Ht为

Ht=exHx +eyHy

由理想导体表面上的边界条件

en×H =Js
得

Hx =JSy

Hy =-JSx

因此,导体表面上的Ht为

Ht=-exJy0cosωt-eyJx0sinωt

  【5-10】 在真空中,已知电场强度的复数形式为E=(Ex0ex+jEy0ey)e
jkz,分别求出磁

场强度和电场强度的瞬时表达式、能量密度及能量流密度的平均值。
解:

 

由E=exEx0+eyjHy0  ejkz 和ዹ×E=-jωμH 得磁场强度的复数形式为

H =-
1
jωμ

ዹ×E=
k
ωμ

-eyEx0+exjEy0  ejkz

由E=exEx0+eyjHy0  ejkz 得电场强度的瞬时表达式为

E z,t  =exEx0cosωt+kz  -eyEy0sinωt+kz  

由H=
k
ωμ

-eyEx0+exjEy0  ejkz 得磁场强度的瞬时表达式为

H z,t  =-ey
k
ωμ

Ex0cosωt+kz  -ex
k
ωμ

Ey0sinωt+kz  

能量密度的平均值为

ω- =ω-e+ω-m=
1
4ε0 E 2+

1
4μ0 H 2=

1
4ε0 E2x0+E2y0  +

1
4

k2

ω2μ0
E2x0+E2y0  

能流密度矢量的平均值为

Sav=
1
2ReSc  =

1
2ReE×H*  =-ez

1
2

k
ωμ0

E2x0+E2y0  
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  【5-11】 半径为a 的导线通以直流电流I,导线单位长度的电阻为R。试应用坡印亭

矢量计算该导线单位长度的损耗功率。
解:

 

由于R 为导线单位长度的电阻,于是IR 代表单位长度导线的电压降,即电场强

度,所以

Ez =IR
而由电流I在导线表面产生的磁场强度按照安培环路定律可得

Hϕ =I/(2πa)
于是,相应的坡印亭矢量为

S=ezEz ×eϕHϕ =-erEzHϕ =-er
I2R
2πa

  该能流密度垂直穿过导线单位外表面积,流入导体内部而不是传向负载。这部分能量

形成了导线传输中的热损耗。所以单位长度导线的损耗功率应为

PL =-∯S
S·dS=

I2R
2πa

·2πa·1=I2R

  【5-12】 已知无源(ρ=0,J=0)自由空间(μr=εr =1,σ=0)中的电场为

E=eyE0sin(ωt-kz)

  (1)
 

求磁场强度。
(2)

 

试证明ω/k等于光速c。
(3)

 

求平均功率密度。
解:

 

(1)
 

E 的复数形式为E=-jeyE0e
-jkz,将E 代入麦克斯韦第二方程,得

H =-
1
jωμ0

ዹ×E=jex
k

ωμ0
E0e-jkz

其瞬时值为

H =Rejex
k

ωμ0
E0e-jkz  =-ex

k
ωμ0

E0sinωt-kz  

  (2)
 

证明:
 

自由空间中,只考虑位移电流,则将H 代入麦克斯韦第一方程,得

ዹ×H =ዹ× jex
k

ωμ0
E0e-jkz  =ey

∂Hx

∂z  =eyk
k

ωμ0
E0e-jkz =jωε0E

所以

E=-jey
k2

ω2μ0ε0
E0e-jkz

与已知的E 表达式对照,可知k2/(ω2μ0ε0)=1,所以

ω
k =

1

μ0ε0
=c

  (3)
 

坡印亭矢量的平均值即平均功率密度为

Sav=
1
2ReE×H*  =

1
2Re -jeyE0e

-jkz  × jex
k

ωμ0
E0e-jkz  *􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=ez
1
2

k
ωμ0

E20

  【5-13】 半径为a 的圆形平行板电容器,电极距离为d,其间填充电导率为σ的非理想
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均匀电介质,极板间的电压为U0,略去边缘效应。
(1)

 

计算极板间的电磁场及能流密度。
(2)

 

证明用坡印亭矢量和用电路理论计算出的损耗功率相同。
解:

 

(1)
 

在两极板间的电场强度为

E=ez
U0
d

相应的电流密度可求得

J=σE=ez
σU0
d

根据安培环路定律

H 2πr  =Jπr2=
πσU0r

2

d
故两极板间的磁场强度为

H =eϕ

σU0r
2d

能流密度

S=E×H =ez
U0
d ×eϕ

σU0r
2d =-er

σU20r
2d2

  (2)
 

根据题意可以求出两极板间的电阻

R=
d
πa2σ

由电路理论知,电容器的损耗功率为

P=
U20
R =

πa2σ
d U20

再用坡印亭矢量计算损耗功率

P r=a =∫S·dS=
σU20
2d2

a2πad  =
πa2σ
d U20

所以,两种方法计算出的损耗功率相同。
【5-14】 证明无源自由空间中仅随时间变化的场B=B0sinωt,不满足麦克斯韦方程。

若将t换成(t
 

-
 

y/c),则它可以满足麦克斯韦方程。
证明:

 

根据麦克斯韦第一方程,在无源自由空间中

ዹ×H =J+
∂D
∂t =

∂D
∂t

将B=B0sinωt代入上式,并根据电磁场仅随时间变化的条件,得

∂D
∂t =ዹ×H =ዹ×

B0sinωt
μ  =0

积分得D=D0,为一常矢量,故

ዹ×E=ዹ×
D
ε =0
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又根据麦克斯韦第二方程

ዹ×E=-
∂B
∂t=-B0ωsinωt≠0

所以,这样的场不满足麦克斯韦方程。
若将t换成t-y/c  ,则有

B=B0sinωt-y/c  =ezB0sinωt-ky  
其中,B0=ezB0 是为计算方便定为ez 方向,又k=ω/c,将上式代入,根据麦克斯韦第一方

程,得

ε∂E∂t=ዹ×H =ዹ×
ezB0sinωt-ky  

μ  =-ez
k
μ
B0cosωt-ky  

所以有

E=-ez
k
ωμε

B0sinωt-ky  =-ez
B0

με
sinωt-ky  

将E 和B 分别代入麦克斯韦第二方程ዹ×E=-∂B/∂t两边,得

ዹ×E=
∂
∂y

-ez
B0

με
sinωt-ky  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =-ez

kB0

με
cosωt-ky  

=-ezB0ωcosωt-ky  

-
∂B
∂t=-ezB0ωcosωt-ky  =ዹ×E

  可见,E 和B 满足麦克斯韦第一、第二方程,很容易证明,它们也满足第三、第四方程。
【5-15】 已知空气中某一区域的电场为E=ey10sin(πx)sin(3π×10

8t-πz)。
(1)

 

求复坡印亭矢量及有功功率密度。
(2)

 

计算平均电能密度和平均磁能密度。
解:

 

(1)
 

将电场强度表达式写为

Er,t  =-ey10sinπx  cos3π×108t-πz+
π
2  

得到电场的复矢量

E=-ey10sinπx  e
j π

2-πz  

相应的磁场复矢量为

H =-
1
jωμ0

ዹ×E=-
1
jωμ0

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 -10sinπx  e
j π

2-πz  0

=-
1
jωμ0

-ex10jπsinπx  -ez10πcosπx    e
j π

2-πz  

所以

H* =
1

ωμ0
ex10πsinπx  +ez10jπcosπx    e

-j π
2-πz  

复坡印亭矢量为
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S=
1
2E×H* =

1
2 -ey10sinπx    ×

1
ωμ0

ex10πsinπx  +ez10jπcosπx    

=ez
50π
ωμ0
sin2 πx  -ex

j50π
ωμ0
sinπx  cosπx  

=-ex
5j
24πsin2πx  +ez

5
12πsin

2 πx  

平均坡印亭矢量,即有功功率密度为

Sav=ReS  =ez
5
12πsin

2 πx  

  (2)
 

平均能量密度为

ω-e+ω-m=
1
4ε0 E0

2+
1
4μ0 H0

2

平均电能密度为

ω-e=
1
4ε0 E0

2=25ε0sin
2 πx  

平均磁能密度为

ω-m=
1
4μ0 H0

2=
μ0
24π  2

  【5-16】 已知真空中正弦电磁场的磁场复矢量是H=eϕHm
sinθ
r e-jkr,式中,Hm、k 均

为实常数。试求坡印亭矢量的瞬时值和平均值。
解:

 

根据磁场复矢量可以求出电场复矢量

Er  =
ዹ×H
jωε0

=
1
jωε0

·
Hm

r2sinθ

er reθ rsinθeϕ

∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂ϕ

0 0 rsinθsinθr e-jkr

=
1
jωε0

·
Hm

r2sinθ
er2cosθsinθe-jkr -eθr -jk  sin2θe-jkr  

=
Hm

r2ωε0
er -2j  cosθ+eθrksinθ  e-jkr

所以磁场强度和电场强度的瞬时值

H r,t  =eϕHm
sinθ
r cosωt-kr  

Er,t  =
Hm

r2ωε0
er2cosθcosωt-kr-

π
2  +eθkrsinθcosωt-kr  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

坡印亭矢量的瞬时值

S=E×H =
H2
m

r3ωε0
-eθsinθcosθsin2ωt-kr  +errksin

2θcos2ωt-kr    

坡印亭矢量的平均值
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Sav=
1
2ReE×H*  =

Re
2

H2
msinθ

r3ωε0
{[er -2j  cosθ]×eϕ + eθrksinθ  ×eϕ

}  
=

H2
mksin

2θ
2r2ωε0

er

  【5-17】 位于原点的天线所辐射的电磁场在球坐标系中表示为E=eθ
120π
r sinθe-jkr,

H=eϕ
sinθ
r e-jkr。求空间任一点的坡印亭矢量的瞬时值和穿过半球面(r=1km,0≤θ≤

π/2)的平均功率。
解:

 

根据电场和磁场的复矢量可以得到相应的瞬时值:

Er,t  =eθ
120π
r sinθcosωt-kr  

H r,t  =eϕ
1
rsinθcosωt-kr  

那么,空间任一点的坡印亭矢量的瞬时值

St  =Et  ×H t  =er
120π
r2
sin2θcos2ωt-kr  

坡印亭矢量的平均值

Sav=
1
2ReE×H*  =

1
2er

120π
r2
sin2θ=er

60π
r2
sin2θ

所以穿过半球面的平均功率

􀭺P=∫
2π

0∫
π
2

0

60π
r2
sin2θr2sinθdθ  dϕ=120π2∫

π
2

0
sin2θd-cosθ  

=120π2∫
π
2

0
cos2θ-1  dcosθ  =80π2

  【5-18】 假设与zOy 平面平行的相距为d 的两无限大理想导体板之间的电场复矢量

为E=exEme
-jkz。

(1)
 

求磁场强度矢量。
(2)

 

求导体板上的分布电荷及分布电流的瞬时值。
解:

 

(1)
 

先由复麦克斯韦方程求出磁场强度的复矢量:

H =-
1
jωμ0

ዹ×E= j
ωμ0

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Eme-jkz 0 0

= j
ωμ0

eyEm -jk  e-jkz  =ey
kEm

ωμ0
e-jkz

所以磁场强度的瞬时值

H r,t  =ey
kEm

ωμ0
cosωt-kz  
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  (2)
 

利用边界条件可以求得导体板上的分布电荷及分布电流的瞬时值:

ρs x=0=en·D=ex· ε0Emexcosωt-kz    =ε0Emcosωt-kz  

ρs x=d =e'n·D= -ex  · ε0Emexcosωt-kz    =-ε0Emcosωt-kz  

Js x=0=en×H =ex × ey
kEm

ωμ0
cosωt-kz  

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =ez

kEm

ωμ0
cosωt-kz  

Js x=d =e'n×H = -ex  × ey
kEm

ωμ0
cosωt-kz  

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-ez

kEm

ωμ0
cosωt-kz  

  【5-19】 已知在沿子轴无限长理想导体板所围成的区域内(0≤x≤a,0≤y≤b)电场复

矢量为E=eyEme
-jπ/2sin

mπx
a e-jβz,求:

 

(1)
 

磁场强度复矢量;
 

(2)
 

坡印亭矢量的瞬时值和平均值;
 

(3)
 

穿过任一横截面的平均功率。
解:

 

(1)
 

利用复麦克斯韦方程求出磁场强度的复矢量:
 

H =-
1
jωμ0

ዹ×E= j
ωμ0

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Eme
-j
π
2sinmπx

a e-jβz 0

写成分量形式为

Hx =
jEme

-j
π
2sinmπx

a
ωμ

+jβ  e-jβz  =
jEmsin

mπx
a

ωμ βe-jβz

Hy =0

Hz =
Eme-jβz

ωμ
mπ
acos

mπx
a

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

所以

H =Em ex
jβ
ωμ
sinmπx

a +ez
mπ
aωμ
cosmπxa

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 e-jβz

  (2)
 

根据电场和磁场的复矢量可以得到相应的瞬时值:
 

Er,t  =eyEmsin
mπx
a cosωt-βz-

π
2  =eyEmsin

mπx
a sinωt-βz  

H r,t  =-ex
Emβ
ωμ0
sinmπx

a sinωt-βz  +ez
Emmπ
aωμ0

cosmπxa cosωt-βz  

坡印亭矢量的瞬时值

Sr,t  =Er,t  ×H r,t  

=ez
E2mβ
ωμ0

sin2mπx
a sin2ωt-βz  +ex

E2mmπ
2aωμ0

sinmπx
a cosmπxa sin2ωt-βz  

坡印亭矢量的平均值
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Sav=
1
2ReE×H*  =ez

E2mβ
2ωμ0

sin2mπx
a

  (3)
 

穿过任一横截面的平均功率

P=∫
b

0
dy∫

a

0
Sav·dx=b∫

a

0

E2mβ
2ωμ0

sin2mπx
a dx=

E2mβb
2ωμ0

a
2  =E2mβab

4ωμ0
  【5-20】 已知σ=0的均匀媒质中的矢量磁位为A=ezcoskxcosωt,试求:

 

(1)
 

标量电位;
 

(2)
 

电场强度;
 

(3)
 

磁场强度。
解:

 

(1)
 

矢量磁位的复矢量为

Ar  =ezcoskx
于是,根据洛伦兹规范

∂φr,t  
∂t =-

1
με

ዹ·Ar,t  =0

又复标量电位

φr,t  =-
1
jωμε

ዹ·Ar  =-
1
jωμε

ዹ·ezcoskx  =0

所以标量电位φ 是与时间、空间都无关的常量。
(2)

 

电场强度

E=-ዹφ-
∂A
∂t=-

∂
∂tezcoskxcosωt  =ezωcoskxsinωt

  (3)
 

磁场强度

H =
B
μ

=
1
μ

ዹ×A=
1
μ

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 0 ωcoskxsinωt

=ey
k
μ
sinkxcosωt

  【5-21】 已知球坐标系中时谐场任意点的矢量磁位为A=(ercosθ-eθsinθ)
A0
re

-jkr,

其中A0 为常数。试求电场强度和磁场强度矢量。
解:

 

磁感应强度B 的复矢量为

B=ዹ×A=
A0

r2sinθ

er reθ rsinθeϕ

∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂ϕ

cosθ
r e-jkr r -

sinθ
r  e-jkr 0

=
A0

r2sinθ
rsinθeϕ

∂
∂r -sinθe-jkr  -

∂
∂θ
cosθ
r e-jkr  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=eϕ

A0sinθ
r jk+

1
r  e-jkr

所以磁场强度的复矢量为
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H =
B
μ

=eϕ

A0sinθ
μr

jk+
1
r  e-jkr

电场强度的复矢量可以根据复麦克斯韦方程求出:
 

Er  =
1
jωε

ዹ×H =
1
jωμε

ዹ×B=
ω

jk2r2sinθ

er reθ rsinθeϕ

∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂ϕ

0 0 A0sin
2θjk+

1
r  e-jkr

=
ωA0

jk2r2sinθ
er
∂
∂θ sin

2θjk+
1
r  e-jkr􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -reθ
∂
∂r sin

2θjk+
1
r  e-jkr􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  
=

ωA0
jk2r2sinθ

er2sinθcosθjk+
1
r  e-jkr +reθsin

2θ
1
r2

-k2+j
k
r  e-jkr  

=
ωA0
r e-jkr er2cosθ

1
kr- j

kr2  +eθsinθj+
1
kr- j

k2r2    
  【5-22】 真空中有一点电荷q以速度v(v<c)沿z轴匀速运动。试证明它产生的电磁

场满足麦克斯韦方程组。
证明:

 

根据题意知,除电荷所在点的空间任意点电荷密度和电流密度都有

ρe =0, J=0
于是问题就转化为证明由运动电荷产生的电磁场满足

ዹ×H =
∂D
∂t 

ዹ×E=-
∂B
∂t

ዹ·D=0 ዹ·B=0
选取柱坐标系,设t=0时,电荷位于坐标原点,则t时刻电荷位于 0,0,vt  处,那么空间点

ρ,ϕ,z  处的磁感应强度B 和电位移矢量D 为

B=
μ0
4π
·Idl×R

R3
=
μ0
4π
·q􀱆×R

R3
=
μ0qvρ
4πR3

eϕ =eϕ
μ0qvρ

4πρ2+ z-vt  2  3
/2

D= q
4πε0

·R
R3

= q
4πε0

·
eρρ+ez z-vt  

ρ2+z-vt  2  3
/2

那么磁场的旋度

ዹ×H =ዹ×
B
μ0

=ዹ×
qvρ
4πR3

eϕ  =qv
4π

ዹ× ρ
R3

eϕ  
=qv
4π -eρ

∂
∂z

ρ
R3  +ez

1
ρ
∂
∂ρ

ρρ
R3  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=qv
4π

eρ
3ρz-vt  

R5
+ez

2z-vt  2-ρ2

R5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

电位移矢量的变化率为

∂D
∂t =qv

4π
eρ
3ρz-vt  

R5
+ez

2z-vt  2-ρ2

R5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

所以,ዹ×H=∂D/∂t,麦克斯韦第一方程得证。
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电场强度的旋度为

ዹ×E=ዹ×
D
ε0

= q
4πε0

ዹ×
eρρ+ez z-vt  

ρ2+z-vt  2  3
/2  

= q
4πε0

eϕ
∂
∂z

ρ
R3  -∂∂ρz-vt

R3    􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=eϕ
q
4πε0

3ρz-vt  
R5

-
3ρz-vt  

R5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 =0

磁感应强度的变化率为

∂B
∂t=eϕ

μ0qv
4π
·∂
∂t

ρ
R3  =eϕ

μ0qv
4π
·1
R6

-ρ  ·32R
·2z-vt  · -v  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=eϕ

ε0μ0  qv2

4πε0
·3ρz-vt  

R5
=eϕ

q
4πε0

·v
2

c2
·3ρz-vt  

R5

  由v≪c,可得∂B/∂t=0,即ዹ×E=-∂B/∂t,麦克斯韦第二方程得证。磁感应强度的

散度为

ዹ·B=
μ0qv
4π

ዹ·eϕ
ρ
R3  =0

因此,麦克斯韦第三方程得证。
电位移矢量的散度为

ዹ·D=q
4π

ዹ·
eρρ+ez z-vt  

R3
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =q

4π
1
ρ
∂
∂ρ

ρ
R3  +∂∂zz-vt

R3  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=q
4π
2R2-3ρ2

R5
+

R2-3z-vt  2

R5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =0

于是,麦克斯韦第四方程得证。

5.4 典型考研试题解析

【考研题5-1】 (西安电子科技大学2004年)在真空中,已知电场E=eyE0sin
πx
a  e-jβz,

其中ey 为y 方向单位矢量,求磁场H。
解:

 

根据复数形式的麦克斯韦第二方程,得

H =
ዹ×E
-jωμ0

=
1

-jωμ0
ez
∂Ey

∂x -ex
∂Ey

∂z
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-ez

E0
π
acos

πx
a  e-jβz

jωμ0
-ex

E0βsin
πx
a  e-jβz

ωμ0
  【考研题5-2】 (国防科技大学2002年)一个绕在空心骨架上的电感线圈,在不改变线

圈匝数的前提条件下,如何使该线圈电感量增加或者减小,并说明理由。
解:

 

由于铁芯是铁磁物质,在线圈通电时能够起到汇聚磁感线的作用,使得线圈的磁通

量变大,因此,在空心骨架线圈中加入铁芯,可使线圈电感量增加。由于铜芯是抗磁物质,因
此在空心骨架线圈中加入铜芯,可使线圈电感量减小。

【考研题5-3】 (电子科技大学2006年)写出坡印亭定理的积分形式并说明其物理意义。
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解:
 

坡印亭定理的积分形式为

-∯S'
(E×H)·dS'=

∂
∂t

 

∭V

1
2B
·H +

1
2D
·E  dV+∭V

(J·E)dV

物理意义:
 

等式左边为穿过闭合面S'流入体积V 内的电磁能量,它等于体积V 内单位时间

内增加的电磁能量(等式右边第一项)与传导电流损耗的功率之和(等式右边第二项),是电

磁场能量守恒的具体体现。
【考研题5-4】 (北京航空航天大学2000年)设在均匀理想介质(μ,ε)中的时谐电磁场

量为E=E0e
-jkr,H=H0e

-jkr。试导出E 和H 的关系式(式中,k为常矢量)。
解:

 

无源均匀理想介质中的时谐电磁场满足的麦克斯韦方程为

ዹ×H =jωεE
ዹ×E=-jωμH

因此

H =
ዹ×E
-jωμ

=
1

-jωμ
ዹ×(E0e-jkr)=

1
-jωμ

{ዹe-jkr ×E0+e-jkr ዹ×E0}

在式中,由于E0 为常量,ዹ×E0=0;
 

又k·r=kr=kxx+kyy+kzz,则

H =
1

-jωμ
ዹe-jkr ×E0= j

jωμ
(kxex +kyey +kzez)e-jkr ×E0=j

ω με
jωμ

(ek ×E0e-jkr)

其中,ω με=k。因此

H =H0e-jkr =
ε
μ
(ek ×E0e-jkr)=

1
η
(ek ×E0e-jkr)

其中,η=
μ
ε

为波阻抗。

同理

E=ηH0e-jkr ×ek

  【考研题5-5】 (清华大学2003年)证明:
 

无损耗介质中,沿任意方向传输的均匀平面

波在任何时刻、任何点处,电场储能密度等于磁场储能密度。
证明:

 

不失一般性,设平面波沿z方向传播,磁场的表达式为

H =(H0xex +H0yey)e
-jkz

其中,k=ω με为波数。则根据平面波电场和磁场的关系,电场的表达式为

E=ηH ×ez =(ηH0yex -ηH0xey)e
-jkz

  磁场和电场的瞬时值形式为

H =(H0xex +H0yey)cos(ωt-kz)

E=(ηH0yex -ηH0xey)cos(ωt-kz)= μ
ε
(H0yex -H0xey)cos(ωt-kz)

因此,磁场的储能为

wm=
1
2μ H 2=

1
2μ
(H2

0x +H2
0y)cos

2(ωt-kz)

  电场的储能为
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we=
1
2ε E 2=

1
2ε

μ
ε  

2

(H2
0x +H2

0y)cos
2(ωt-kz)

=
1
2μ
(H2

0x +H2
0y)cos

2(ωt-kz)

  可见,we=wm,故均匀平面波在任何时刻、任何点处,电场储能密度等于磁场储能

密度。
【考研题5-6】 (西安电子科技大学2006年)相对磁导率为μr=1的理想介质中传播电

场瞬时值为E(r,t)=30π(3ex+ez)cos[3π×10
8t-π(x- 3z)]V/m。试求:

 

(1)
 

该波的波长;
 

(2)
 

理想介质的相对介电常数;
 

(3)
 

该波的坡印亭矢量平均值。
解:

 

(1)
 

由题意知

ω=3π×108, f=1.5×108

  因为k=kek=π(ex- 3ez),k=2π,故波长为

λ=
2π
k =1m

  (2)
 

因为k2=ω2με,因此

εr=k/(ω μ0ε0)=
2π×3×108

3π×108
=2

故介质的相对介电常数εr=4。
(3)

 

根据复数形式的麦克斯韦第二方程,得

H =
ዹ×E
-jωμ0

=
1

-jωμ0

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ex 0 Ez

=-eye
-jπ(x- 3z)

 

A/m

因此,坡印亭矢量平均值为

Sav=Re
1
2E×H*􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
1
2Re 30π(3ex +ez)e-jπ(x- 3z)×(-eye

jπ(x-3z)) 
=15π(ex - 3ez)W/m

2

  【考研题5-7】 (电子科技大学2001年)写出介质中的麦克斯韦方程组,简要叙述位移

电流的引入过程,并说明位移电流的物理意义。
解:

 

麦克斯韦方程组的积分形式如下:
 

∮l
H·dl=∬S

J+
∂D
∂t  ·dS

∮l
E·dl=-

∂
∂t

 

∬S
B·dS

∯S
D·dS=∭VρdV

∯S
B·dS=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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  位移电流的引入过程如下:
 

麦克斯韦发现,将恒定场中的安培环路定理ዹ×H=J,应
用于时变电磁场时出现了矛盾,即

ዹ· ዹ×H  =ዹ·J=0

而 ዹ·J=-
∂ρ
∂t

因此,提出了位移电流的假设。即

Jd=
∂D
∂t

就是说变化的电场本身也是一种特殊的电流形式。例如,研究一个端接交流电源的电容器,
设电路的电流为i,在电路的横截面上取两个不同截面,其中S1 与电路相截,而S2 穿过电

容器极板。此时,通过S1 的电流为i;
 

而通过S2 的电流为零,显然出现了矛盾。
麦克斯韦认为,在电容器极板间存在着另一种形式的电流,其大小等于i。根据电流连

续性原理,有

∬S
J·dS=-

dq
dt

将∯S
D·dS=q代入上式,得

∬S
J·dS=-∬S

∂D
∂t
·dS=-∬S

Jd·dS

其中,Jd=
∂D
∂t=ε

∂E
∂t

称为位移电流密度(A/m2)。它是由于电位移矢量的变化而引起的真

实的电的流动。所以,一般情况下,空间同时存在由于电荷运动引起的电流和由于电场变化

引起的电流。故安培环路定理修正如下:

∮l
H·dl=∬S

J+
∂D
∂t  ·dS

此即麦克斯韦第一方程式。位移电流的假设表明,变化的电场产生磁场,并在后来得到证

实。位移电流由两部分组成,第一部分由变化的电场产生;
 

第二部分由电介质极化后其变

化的电偶极矩产生。
【考研题5-8】 (北京邮电大学2007年)真空中平面波磁场的瞬时值为H=eyH0cos[ωt+

πx-π/4)],试求:
 

(1)
 

频率f;
 

(2)
 

电场的瞬时值形式及复数形式;
 

(3)
 

坡印亭矢量的平均值。
解:

 

(1)
 

由题意可知,k·r=-πx,所以

kek =-πex, k=π
故有

λ=
2π
k =

2π
π=2m

  由于平面波在真空中传播,所以频率为

f=c/λ=
3×108

2 =1.5×108Hz
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  (2)
 

磁场的复数形式为

H =eyH0e-jπ(-x+1/4)

  在真空中,根据ዹ×H=
∂D
∂t
,得到电场的复数形式:

 

E=
ዹ×H
jωε0

=
1
jωε0

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Hy 0

=ez
πH0

ωε0
e-jπ(-x+1/4)=ez

μ0
ε0

H0e-jπ(-x+1/4)

于是,电场的瞬时值形式为

E=ez
πH0

ωε0
cos(3.0×108πt+πx-π/4)

  (3)
 

坡印亭矢量的平均值为

Sav=Re
1
2E×H*  =12Reez

μ0
ε0

H0e-jπ(-x+1/4)×eyH0ej
π(-x+1/4)  =-ex

μ0
ε0

H2
0

2

  【考研题5-9】 (北京邮电大学2005年)试写出:
 

(1)
 

静态电场及恒定磁场的场与位的关系式;
 

(2)
 

交变场的位与场的关系式;
 

(3)
 

理想导体边界条件的矢量表示式。
解:

 

(1)
 

静态电场的电场与电位的关系:
 

设电位参考点选无穷远处

E=-ዹφ, φa =∫
∞

a
E·dl

其中,φa 表示a 点的电位。电场强度是电位函数的负梯度,电场强度与电位线(面)处处正

交,并且指向电位减小最快的方向。
矢量磁位A 与磁感应强度的关系:

 

B=ዹ×A。
矢量磁位A 的旋度源即磁场。在无电流区域,磁场强度与标量磁位的关系:

 

H=-ዹφm。
(2)

 

交变场的位与场的关系式:
 

交变场与标量电位φ、矢量磁位A 等位函数的关系为

E=-ዹφ-
∂A
∂t

B=ዹ×A
  (3)

 

理想导体边界条件的矢量表示式:
 

en×E=0

en×H =Js
en·D=ρs
en·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

  【考研题5-10】 (北京邮电大学2008年)简答和推导题(注意:
 

本题中每小题前后

关联)。
(1)

 

写出均匀、各向同性、无源、无损耗的介质中微分形式的麦克斯韦方程;
 

(2)
 

若电场为E=Em x,y  ejωt-γz,仅用E 和H 分别表示电场和磁场,写出(1)小题中
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两个旋度方程的复数形式,并将其展开成平面直角坐标系下的标量形式;
 

(3)
 

对于(2)小题中的电磁波,用E 和H 的z分量表示出其他分量。
解:

 

(1)
 

均匀、各向同性、无源、无损耗的介质中微分形式的麦克斯韦方程:
 

ዹ×H =
∂D
∂t

ዹ×E=-
∂B
∂t

ዹ·D=0
ዹ·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  (2)
 

若电场为E=Em x,y  ejωt-γz,则两个旋度方程的复数形式为

ዹ×H =jωεE
ዹ×E=-jωμH

其平面直角坐标系下的标量形式为

∂Ez

∂y +γEy =-jωμHx

∂Ez

∂x +γEx =jωμHy

∂Ey

∂x -
∂Ex

∂y =-jωμHz

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

∂Hz

∂y +γHy =jωεEx

∂Hz

∂x +γHx =-jωεEy

∂Hy

∂x -
∂Hx

∂y =jωεEz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  (3)
 

用E 和H 的z分量表示出其他分量为

Hx =
1
k2c
jωε
∂Ez

∂y -γ
∂Hz

∂x  
Hy = -1

k2c
jωε
∂Ez

∂x +γ
∂Hz

∂y  
Ex = -1

k2c
jωμ
∂Hz

∂y +γ
∂Ez

∂x  
Ey =

1
k2c
jωμ
∂Hz

∂x -γ
∂Ez

∂y  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  【考研题5-11】 (北京交通大学2005年)两块无限长的平行金属板相距为a,如图5-4所

示。已知其中传播的电磁波的电场、磁场各分量为

Hz =(Acoskcx+Bsinkcx)e-jβz, Hx =(Ccoskcx+Dsinkcx)e-jβz

Ey =(Ecoskcx+Fsinkcx)e-jβz, Hy =Ex =Ez =0
式中,A、B、C、D、E、F 是待定常数。



212  

图5-4 考研题5-11图 

(1)
 

试利用边界条件和麦克斯韦方程确定A(或B)、C、D、E、
F 及kc(其中A、B 有一个取决于波源可不确定,作为已知量);

 

(2)
 

求金属板内表面的电流分布。

解:
 

(1)
 

根据理想导体表面切向电场的边界条件,Ey x=0=0,故

E=0。根据理想导体表面法向磁场的边界条件,Hx x=0=0,故C=

0。当x=a 时,Ey x=a=0,故kca=nπ,n=1,2,3,…,即

kc=
nπ
a
, n=1,2,3,…

  在理想导体表面,磁场为波腹,存在极大值,故其导数为零,即
∂Hz

∂x x=0
=0, 

∂Hz

∂x x=a
=0

因为A、B 为待定常数,故B=0,所以电场、磁场各分量可表示为

Hz =Acoskcx·e-jβz, Hx =Dsinkcxe-jβz

Ey =Fsinkcx·e-jβz, Hy =Ex =Ez =0
根据麦克斯韦方程组ዹ×E=-jωμ0H,得

ዹ×E=

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Fsinkcx·e-jβz 0

=jβFsinkcx·e-jβzex +kcFcoskcx·e-jβzez

故有

jβFsinkcx·e-jβz =-jωμ0Dsinkcx·e-jβz

kcFcoskcx·e-jβz =-jωμ0Acoskcx·e-jβz

根据题意,设A 为已知量,则

F=-
jωμ0A
kc

=-
jωμ0Aa

nπ

D=jβ
Aa
nπ

再由ዹ×H=jωεE,得
Akcsinkcx·e-jβz -jβDsinkcx·e-jβz =jωε0Fsinkcx·e-jβz

整理得

ω2μ0ε0=β2+
nπ
a  2

  (2)
 

金属板内表面的电流分布为

x=0时:
 

 Jy =ex ×ezHz x=0=-eyAe
-jβz

x=a 时:
 

 Jy =-ex ×ezHz x=a =eyAcos(nπ)e
-jβz =eyA(-1)

ne-jβz

  【考研题5-12】 (西安电子科技大学2003年)证明均匀媒质内,有源区域电场强度、磁
场强度满足以下的波动方程:

 

ዹ2E-με
∂2E
∂t2

=ዹρ/ε+μ
∂J
∂t
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ዹ2H -με
∂2H
∂t2

=-ዹ×J

  证明:
 

在有源空间,麦克斯韦方程组为

ዹ×E=-μ
∂H
∂t

ዹ×H =J+ε∂E∂t
ዹ·E=ρ/ε
ዹ·H =0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

对ዹ×E=-μ
∂H
∂t

两边取旋度,并将第二个旋度方程代入,得

ዹ×ዹ×E=-μ
∂
∂t
(ዹ×H)=-μ

∂J
∂t-με

∂2E
∂t2

因为ዹ×(ዹ×E)=ዹዹ·E-ዹ2E,而ዹ·E=ρ/ε,代入上式,得

ዹρ/ε-ዹ2E=-μ
∂J
∂t-με

∂2E
∂t2

即

ዹ2E-με
∂2E
∂t2

=ዹρ/ε+μ
∂J
∂t

  同理,将ዹ×H=J+ε
∂E
∂t

两边取旋度,并将ዹ×E=-μ
∂H
∂t

代入,得

ዹ×ዹ×H =ዹ×J+ε∂∂t
(ዹ×E)=ዹ×J-με

∂2H
∂t2

即

ዹዹ·H -ዹ2H =ዹ×J-με
∂2H
∂t2

而ዹ·H=0,故有

ዹ2H -με
∂2H
∂t2

=-ዹ×J

  【考研题5-13】 (北京理工大学2008年)写出传导电流密度Jc,磁化电流密度Jm 和位

移电流密度Jd与电场强度E 或者磁场强度H 的关系式,并简要说明3种电流密度物理意

义的异同。
解:

 

传导电流密度为

Jc=σE
它是由导体内载流子的定向移动产生的。

磁化电流密度为

Jm=ዹ×Pm=ዹ×(χmH)=ዹ×[(μr-1)H]
它是磁介质在外磁场的作用下磁化后产生的等效电流。

位移电流为
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Jd=
∂D
∂t =ε0

∂E
∂t+

∂P
∂t

位移电流由变化的电场产生。

3种电流的相同之处在于,它们都可以产生磁场。
【考研题5-14】 (北京理工大学2008年)在理想导体内部是否存在时变电磁场? 为什

么? 写出时变电磁场在理想导体表面外侧的电场和磁场的边界条件。
解:

 

在理想导体内部不会存在时变电磁场。如果存在时变电磁场,由于理想导体的电

导率σ→∞,根据欧姆定律Jc=σE,则会出现无穷大的电流,违背能量守恒定律。
理想导体表面的边界条件为

en×E=0

en×H =Js
en·D=ρs
en·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

  【考研题5-15】 (北京理工大学2008年)写出恒定磁场中矢量磁位A 和标量磁位φm

的定义及它们各自满足的微分方程。
解:

 

由于磁场是无散场,根据ዹ·(ዹ×A)≡0,定义矢量磁位:
 

B=ዹ×A。
在恒定磁场中,A 服从库仑规范,ዹ·A=0,满足的微分方程为

ዹ2A-με
∂2A
∂t2

=-μJ

  在无电流区域,因为J=0,有ዹ×H=0,定义标量磁位:
 

H=-ዹφm 标量位满足拉普拉

斯方程,即
ዹ2φm=0

  【考研题5-16】 (北京邮电大学2015年)对均匀理想介质(μ,ε)填充的无源区域中的

交变电磁场而言,已知其磁感应强度矢量的表达式为B=B0cos(ωt-kz)ex,其中角频率ω
为已知参数。试根据上述条件计算:

 

(1)
 

该区域中的位移电流;
 

(2)
 

表达式中的参数k。
解:

 

(1)
 

根据麦克斯韦第一方程,在无源区域有

ε∂E∂t=ዹ×H =ዹ×
exB0cos(ωt-kz)

μ  
=ey

k
μ
B0sin(ωt-kz)

因此,位移电流密度为

Jd=
∂D
∂t =ε

∂E
∂t=ey

k
μ
B0sin(ωt-kz)

  (2)
 

对上面的电场微分方程积分,在交变场中令积分常数为零,得

E=-ey
k
ωμε

B0cos(ωt-kz)

将E 和B 代入麦克斯韦第二方程ዹ×E=-∂B/∂t两边,得
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ዹ×E=ex
∂
∂z

k
ωμε

B0cos(ωt-kz)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =ex
k2B0
ωμε

sin(ωt-kz)=-∂B/∂t

  对上式积分,在交变场中令积分常数为零,得到磁感应强度为

B=ex
k2

ω2με
B0cos(ωt-kz)

与已知其磁感应强度矢量的表达式B=B0cos(ωt-kz)ex 比较,得

k=ω με
  【考研题5-17】 (西安电子科技大学2012年)已知无源自由空间中的电场强度矢量为

E=eyEmsin(ωt-kz)。
(1)

 

试由麦克斯韦方程求磁场强度。
(2)

 

证明ω/k等于光速。
(3)

 

试求坡印亭矢量的时间平均值。
解:

 

(1)
 

由于E=eyEmsin(ωt-kz)=eyEmcos(ωt-kz-π/2),所以电场强度矢量的

复数形式为

E=eyEme-j(kz+π/2)

根据麦克斯韦第二方程ዹ×E=-jωμ0H,得

H = j
ωμ0

ዹ×E=-ex
k

ωμ0
Eme-j(kz+π/2)

磁场强度的时域形式为

H =-ex
k

ωμ0
Emsin(ωt-kz) (5-20)

  (2)
 

将以上磁场的表达式代入麦克斯韦第一方程ዹ×H=jωε0E,得

E=
1
jωε0

ዹ×H =ey
k2

ω2ε0μ0
Eme-j

(kz+π/2) (5-21)

比较式(5-20)和式(5-21)可得, k2

ω2ε0μ0
=1,即

ω/k=
1

ε0μ0
=c

ω/k等于光速。
(3)

 

坡印亭矢量的时间平均值

Sav=Re
1
2E×H*􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =ez
kE2m
2ωμ0


