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导论第 １ 章　 矢 量 分 析

电磁场与电磁波理论涉及电场和磁场的研究，电场和磁场都是矢量，它们的特性由麦

克斯韦方程组决定。 研究和讨论麦克斯韦方程组及其相关应用，都需要首先学习与矢量运

算有关的基本规则。 鉴于此，本章将研究矢量分析。 首先学习与坐标系无关的矢量运算的

基本规则、标量场和矢量场的概念；然后介绍三种常见的正交坐标系即直角坐标系、圆柱坐

标系和球坐标系及其微分元。 在此基础上，分析和介绍了标量场的梯度、矢量场的散度和

旋度、亥姆霍兹定理。 在本章的最后部分，利用 ＭＡＴＬＡＢ 对梯度、散度、旋度的特性进行了

分析和讨论。

１􀆰 １　 矢量和矢量运算

１􀆰 １􀆰 １　 标量与矢量

仅具有大小的量称为标量，如质量、温度和电荷都是标量。 既有大小又有方向的量称为矢

量，如速度、加速度和力都是矢量。 而其他的量如电压和电流都是标量，电场和磁场都是矢量。
矢量用黑斜体表示，如 Ａ。 标量用白斜体字符来表示，如 Ａ。

矢量 Ａ 的几何表示是一条有向线段，线段的长度表示矢量 Ａ 的大小，指向表示矢量 Ａ 的

方向，矢量 Ａ 的大小或模用 Ａ 或 Ａ 表示。 那么，矢量 Ａ＝ＡａＡ ＝ Ａ ａＡ，其中 ａＡ称为矢量 Ａ 的

单位矢量，即 ａＡ的大小是 １，方向与 Ａ 相同。

１􀆰 １􀆰 ２　 矢量运算

矢量运算包括矢量的加减法、矢量的数乘、点乘和叉乘。

１􀆰 矢量加减法

两矢量 Ａ 和 Ｂ 相加，可采用平行四边形法则或三角形法则，如图 １－１－１ 所示。 两矢量 Ａ
和 Ｂ 的始端重合，以 Ａ 和 Ｂ 为邻边做平行四边形，其对角线即为和矢量 Ａ＋Ｂ；或把 Ｂ 矢量

的起点放在 Ａ 矢量的末端，从 Ａ 矢量的起点到 Ｂ 矢量的末端的连线即为和矢量。 矢量的减

法是矢量加法的特殊情况，因有 Ａ－Ｂ＝Ａ＋（－Ｂ），其中－Ｂ 是与 Ｂ 大小相等、方向相反的矢量，
同样可以利用平行四边形法则或三角形法则做加法运算，即可得到差矢量 Ａ－Ｂ，如图 １－１－２
所示。



图 １－１－１　 矢量加法 图 １－１－２　 矢量减法

矢量加法服从加法的交换律和结合律，即
Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ （１－１－１）

Ａ＋（Ｂ＋Ｃ）＝ （Ａ＋Ｂ）＋Ｃ （１－１－２）

２􀆰 矢量的数乘

一个矢量 Ａ 和一个标量 ｋ 相乘，结果是一个矢量，即
Ｂ＝ ｋＡ （１－１－３）

而 Ｂ 的模值是 Ａ 的 ｋ 倍，Ｂ 和 Ａ 方向是否相同取决于 ｋ 的正负。

３􀆰 两矢量的标量积

两矢量的标量积也称点积或点乘。 两个矢量 Ａ 和 Ｂ 的标量积是一个标量，它的值等于 Ａ
和 Ｂ 的幅值与 Ａ 和 Ｂ 之间夹角余弦的乘积，记作 Ａ·Ｂ。 即

图 １－１－３　 矢量的标量积

Ａ·Ｂ＝ＡＢｃｏｓθ （１－１－４）
其中，θ 为矢量 Ａ 和 Ｂ 之间较小的夹角，如图 １－１－３ 所示。

在直角坐标系中，三个坐标的单位矢量分别为 ａｘ、ａｙ、ａｚ，若矢量

ｒ 与 ｘ、ｙ、ｚ 坐标轴的夹角分别为 α、β、γ，则 ｒ 在直角坐标系中可表

示为

ｒ＝ａｘｒｃｏｓα ＋ ａｙｒｃｏｓβ ＋ ａｚｒｃｏｓγ （１－１－５）
ｒ 的单位矢量为

ａｒ ＝
ｒ
ｒ
＝ａｘｃｏｓα ＋ ａｙｃｏｓβ ＋ ａｚｃｏｓγ （１－１－６）

其中，ｃｏｓα、ｃｏｓβ 和 ｃｏｓγ 称为矢量 ｒ 的方向余弦。
利用式（１－１－４）也可求出两个非零矢量之间的夹角：

θ＝ａｒｃｃｏｓ Ａ·Ｂ
ＡＢ

（１－１－７）

当 θ＝ ９０°时，Ａ·Ｂ＝ ０，因此，两矢量的标量积是否为零可作为两矢量垂直的判据，即
Ａ·Ｂ＝ ０　 ⇔　 Ａ⊥Ｂ （１－１－８）

当 Ｂ＝Ａ 时，θ＝ ０°，可求出矢量 Ａ 的模：

Ａ＝ Ａ ＝ Ａ·Ａ （１－１－９）
标量积的运算服从交换律和分配律，即

Ａ·Ｂ＝Ｂ·Ａ （１－１－１０）

２ 电磁场与电磁波



Ａ·（Ｂ ＋Ｃ）＝ Ａ·Ｂ ＋Ａ·Ｃ （１－１－１１）

４􀆰 两矢量的矢量积

两矢量的矢量积也称叉积或叉乘。 两个矢量 Ａ 和 Ｂ 的矢量积或叉积是一个矢量，它的幅

值等于 Ａ 和 Ｂ 的幅值与 Ａ 和 Ｂ 之间所夹锐角 θ 正弦的乘积，它的方向是从 Ａ 到 Ｂ 按右手螺

旋旋转 θ 前进的方向，如图 １－１－４ 所示，记作 Ａ×Ｂ，即：

图 １－１－４　 矢量的矢量积

Ａ×Ｂ ＝ＡＢｓｉｎθ （１－１－１２）
当 θ＝ ０°或 １８０°时，Ａ×Ｂ＝ ０。 因此，两矢量的矢量积是否为零

矢量可作为两矢量平行的判据，即
Ａ×Ｂ＝ ０　 ⇔　 Ａ∥Ｂ （１－１－１３）

当 Ｂ＝Ａ 时，θ＝ ０°，有
Ａ×Ａ＝ ０ （１－１－１４）

矢量积的运算服从分配律，但不服从交换律，即
Ａ×（Ｂ＋Ｃ）＝ Ａ×Ｂ＋Ａ×Ｃ （１－１－１５）

Ａ×Ｂ＝ －Ｂ×Ａ （１－１－１６）

５􀆰 三矢量的混合积

三个矢量 Ａ、Ｂ、Ｃ 的混合积定义为

图 １－１－５　 矢量的混合积

Ｃ·Ａ×Ｂ＝Ｃ·（Ａ×Ｂ）＝ ＡＢＣｓｉｎθｃｏｓφ （１－１－１７）
其中，θ 是矢量 Ａ、Ｂ 间的夹角，φ 是矢量 Ｃ 与（Ａ×Ｂ）间的夹角。 从

标量积和矢量积的定义来看，三矢量的混合积表示以这三个矢量为

邻边的平行六面体的体积，如图 １－１－５ 所示。
三矢量的混合积和二重矢量积分别满足下面的恒等式，即

Ｃ·（Ａ×Ｂ）＝ Ｂ·（Ｃ×Ａ）＝ Ａ·（Ｂ×Ｃ）＝ －Ｃ·（Ｂ×Ａ）
＝ －Ｂ·（Ａ×Ｃ）＝ －Ａ·（Ｃ×Ｂ） （１－１－１８）

Ａ×（Ｂ×Ｃ）＝ Ｂ（Ａ·Ｃ）－Ｃ（Ａ·Ｂ） （１－１－１９）

１􀆰 ２　 标量场和矢量场

１􀆰 ２􀆰 １　 场的分类

一个场与空间区域有关，如果一个物理现象与空间的点有关，即认为在这个区域中存在

场，场是具有某种意义的物理量在空间的分布。 如地球周围的温度场、湿度场和重力场。 场在

数学上用函数表示，场中任一个点都有一个确定的标量值或矢量。 场量在占有空间区域中，除
有限个点和某些线、面外，是处处连续的、可微的。

场分为标量场和矢量场、静态场和时变场。 标量场和矢量场取决于所关心的物理量是标
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量还是矢量，静态场和时变场取决于所关心的物理量是独立的还是随时间变化的。
标量场的场量是标量，即场域内每个点对应的物理量是一个数，如温度场、电位场等。
矢量场的场量是矢量，即场域内每个点对应的物理量必须同时用大小和方向来描述，如速

度场、加速度场、重力场、电场和磁场等。
静态场的场量不随时间变化，如由静止电荷产生的静电场和恒定电流产生的恒定电场及

恒定磁场。
时变场的场量随时间变化，如时变电磁场和电磁波都是时变场。

１􀆰 ２􀆰 ２　 场的表示

１􀆰 函数表示法

标量场用标量函数表示，如温度场可表示为 Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ），密度场可表示为 ρ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）。
矢量场用矢量函数表示。 在正交坐标系中，一个矢量可以用沿着三个坐标轴的分量表示，

如在直角坐标系中，矢量 Ｅ 可表示为

Ｅ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ａｘＥｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＋ ａｙＥｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＋ ａｚＥｚ（ｘ，ｙ，ｚ） （１－２－１）

２􀆰 场图表示法

标量场可用等值线或等值面来表示场的分布。 等值线或等值面就是函数值相等的点所构

成的曲线或曲面。 例如，标量场 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｘ＋ｙ＋ｚ 的等值面方程为

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｘ＋ｙ＋ｚ＝ ｃ（常数） （１－２－２）
这是一族平行平面，如图 １－２－１（ａ）所示。 又如二维标量场 ｕ（ｘ，ｙ）＝ ｘ－ｙ２ 的等值线方程为

ｕ（ｘ，ｙ）＝ ｘ－ｙ２ ＝ ｃ （１－２－３）
这是一族抛物线，如图 １－２－１（ｂ）所示。

矢量场在空间的分布可用矢量线来表示，矢量线上每一点的切线方向表示该点场量的

方向，场量的大小则用矢量线的疏密程度来表示，矢量线越密集，则表示场量的模值越大，
如图 １－２－１（ｃ）所示。

图 １－２－１　 场图表示

对于时变场，场图只能表示每一时刻的场的分布。

４ 电磁场与电磁波



１􀆰 ３　 正交坐标系与微分元

空间某点的矢量可以根据矢量在该点沿着三个相互垂直方向的分量来表示，为了说明空

间某一点的矢量与空间其他点的矢量的关系，必须定义空间每一个点的一组参考方向，即需要

建立坐标系统。 虽然有多种不同的坐标系，本节只介绍三种最常见的正交坐标系：直角坐标

系、圆柱坐标系和球坐标系。

１􀆰 ３􀆰 １　 直角坐标系

１􀆰 基本定义与运算

直角坐标系是由三个相互正交的平面来确定。 这三个平面的交点就是坐标的原点 Ｏ。 每

一对平面相交一条直线，三个平面就可以确定坐标轴的三条直线，称为 ｘ 轴、ｙ 轴和 ｚ 轴。 它们

的方向指向各自坐标值增加的方向，用箭头表示，如图 １－３－１ 所示。 ｘ、ｙ 和 ｚ 称为坐标变量，

　 　 　 　 　 　 　 图 １－３－１　 直角坐标系

它们的值可从原点测量，这样，原点的坐标就是

Ｏ（０，０，０），某点 Ｐ 的坐标可表示为 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）。 三

个坐标变量的变化范围均为（－∞ ，＋∞ ）。 ｘ、ｙ 和 ｚ
对应的一组单位矢量为 ａｘ、ａｙ和 ａｚ，它们的大小和

方向均与空间坐标无关，故都是常矢量。 ｘ、ｙ 和 ｚ
的方向选择是按右手系统的，即满足 ａｘ× ａｙ ＝ａｚ。

由原点指向 Ｐ 点的矢量称为位置矢量，用 ｒ
表示为

ｒ＝ａｘｘ ＋ ａｙｙ ＋ ａｚｚ （１－３－１）
矢量 Ａ 在相应的三个坐标轴上的坐标分量为 Ａｘ、Ａｙ和 Ａｚ，矢量 Ａ 可表示为

Ａ＝ａｘＡｘ＋ ａｙＡｙ＋ ａｚＡｚ （１－３－２）

那么，矢量 Ａ 的模值：Ａ＝ Ａ·Ａ ＝ Ａ２
ｘ＋Ａ２

ｙ＋Ａ２
ｚ 。

矢量 Ｂ 在相应的三个坐标轴上的坐标分量为 Ｂｘ、Ｂｙ和 Ｂｚ，即矢量 Ｂ 可表示为

Ｂ＝ａｘＢｘ＋ ａｙＢｙ＋ ａｚＢｚ （１－３－３）
相应的，可求出直角坐标系下两矢量的加减、矢量的点积和叉积，即有

Ａ±Ｂ＝ａｘ（Ａｘ±Ｂｘ）＋ ａｙ（Ａｙ±Ｂｙ）＋ ａｚ（Ａｚ±Ｂｚ） （１－３－４）
Ａ·Ｂ＝ＡｘＢｘ＋ＡｙＢｙ＋ＡｚＢｚ （１－３－５）

Ａ×Ｂ＝ａｘ（ＡｙＢｚ－ＡｚＢｙ）＋ ａｙ（ＡｚＢｘ－ＡｘＢｚ）＋ ａｚ（ＡｘＢｙ－ＡｙＢｘ） （１－３－６）

或 Ａ×Ｂ＝
ａｘ ａｙ ａｚ

Ａｘ Ａｙ Ａｚ

Ｂｘ Ｂｙ Ｂｚ

（１－３－７）

５第 １ 章　 矢 量 分 析



三个单位矢量相互正交，任意两个点积为

ａｘ·ａｘ ＝ａｙ·ａｙ ＝ａｚ·ａｚ ＝ １ （１－３－８）
或

ａｘ·ａｙ ＝ａｙ·ａｚ ＝ａｚ·ａｘ ＝ ０ （１－３－９）
三个单位矢量 ａｘ、ａｙ和 ａｚ之间呈右手螺旋关系，其叉积为

ａｘ× ａｘ ＝ａｙ× ａｙ ＝ａｚ× ａｚ ＝ ０ （１－３－１０）
ａｘ× ａｙ ＝ａｚ，　 ａｙ× ａｚ ＝ａｘ，　 ａｚ× ａｘ ＝ａｙ （１－３－１１）

２􀆰 微分元

在矢量分析中，经常需要对矢量函数进行微分与积分运算，这种运算需要坐标变量的微分

变化对应于微分长度、微分面积、微分体积的变化，其中微分长度是重点。
设直角坐标系中一点 Ｐ 沿任意方向移动了一小段微分距离 ｄｌ 到达 Ｑ 点，两个顶点 ＰＱ 之

间的距离矢量 ｄｌ 称为矢量线元，如图 １－３－２（ａ）所示。 矢量线元 ｄｌ 在 ｘ、ｙ、ｚ 轴上的投影分别

是 ｄｘ、ｄｙ 和 ｄｚ，它们分别表示从 Ｐ 点移动到 Ｑ 点时，ｘ、ｙ、ｚ 三个坐标变量的微分变化。 因此矢

量线元 ｄｌ 可写为

ｄｌ＝ａｘｄｘ ＋ ａｙｄｙ ＋ ａｚｄｚ （１－３－１２）

图 １－３－２　 直角坐标系中的微分元

任意两个方向的线元相乘可以得到三个坐标方向的标量面元，如图 １－３－２（ｂ）所示。
即有

ｄＳｘ ＝ｄｙｄｚ，　 ｄＳｙ ＝ｄｘｄｚ，　 ｄＳｚ ＝ｄｘｄｙ （１－３－１３）
那么，矢量面元 ｄＳ 可写为

ｄＳ＝ａｘｄＳｘ＋ａｙｄＳｙ＋ａｚｄＳｚ （１－３－１４）
从上式可以看出，任意的矢量面元 ｄＳ 在直角坐标系中三个坐标面的投影即是三个标量

面元。
全部三个方向的线元相乘可以得到体积元，如图 １－３－２（ａ）所示，即

ｄ ＝ｄｘｄｙｄｚ （１－３－１５）

６ 电磁场与电磁波



１􀆰 ３􀆰 ２　 圆柱坐标系

１􀆰 基本定义与运算

圆柱坐标系由一个圆柱面、一个半无限大平面及一个无限大平面构成。 某点 Ｐ 的坐标可

表示为 Ｐ（ρ，φ，ｚ）。 三个坐标变量为 ρ、φ、ｚ，其中 ρ 是点 Ｐ 到 ｚ 轴的垂直距离，ρ∈［０，＋∞ ），ρ
坐标面是半径 ρ 为常数的圆柱面；φ 是点 Ｐ 的位置矢量 ｒ 在 ｘＯｙ 平面上的投影与正 ｘ 轴之间

的夹角，φ∈［０，２π］，φ 坐标面是 φ 角为常数且过 ｚ 轴的半平面，如图 １－３－３（ａ）所示。 ρ、φ、ｚ
对应的一组单位矢量为 ａρ、ａφ和 ａｚ，ａρ指向 ρ 增加的方向，ａφ指向圆柱坐标面与 ｚ 坐标面相交

出的圆的切线方向，如图 １－３－３（ｂ）所示。 ａρ和 ａφ的模值都是 １，但方向却随 φ 角的不同而变

化，是 φ 的函数，因此 ａρ和 ａφ不是常矢量。

图 １－３－３　 圆柱坐标系

从图 １－３－３（ｂ）中可以得出圆柱坐标和直角坐标变量之间的关系：
ｘ＝ ρｃｏｓφ，　 ｙ＝ ρｓｉｎφ （１－３－１６）

ρ＝ ｘ２＋ｙ２ ，　 φ＝ａｒｃｔａｎ ｙ
ｘ

（１－３－１７）

位置矢量 ｒ 可表示为

ｒ＝ａρρ ＋ ａｚｚ （１－３－１８）
三个单位矢量 ａρ、ａφ和 ａｚ之间呈右手螺旋关系，因此其叉积为

ａρ× ａρ ＝ ａφ× ａφ ＝ ａｚ× ａｚ ＝ ０ （１－３－１９）
ａρ× ａφ ＝ ａｚ，　 ａφ× ａｚ ＝ａρ，　 ａｚ× ａρ ＝ ａφ （１－３－２０）

２􀆰 单位矢量的坐标变换

将空间任意一点投影到 ｘＯｙ 平面上，单位矢量 ａρ、ａφ沿 ｘ 和 ｙ 轴分解及 ａｘ、ａｙ沿 ρ 和 φ 轴

分解示意图如图 １－３－４ 所示，即有
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ａρ ＝ａｘｃｏｓφ ＋ ａｙｓｉｎφ
ａφ ＝ －ａｘｓｉｎφ ＋ ａｙｃｏｓφ

{ （１－３－２１）

和

ａｘ ＝ａρｃｏｓφ－ａφｓｉｎφ
ａｙ ＝ａρｓｉｎφ ＋ ａφｃｏｓφ

{ （１－３－２２）

图 １－３－４　 单位矢量的分解示意图

单位矢量 ａρ 和 ａφ 是坐标 φ 的函数，因此再次证明 ａρ和 ａφ不是常矢量，且其导数为

ｄａρ

ｄφ
＝ －ａｘｓｉｎφ ＋ａｙｃｏｓφ＝ａφ

ｄａφ

ｄφ
＝ －ａｘｃｏｓφ －ａｙｓｉｎφ＝ －ａρ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１－３－２３）

３􀆰 微分元

圆柱坐标系中，两个顶点 Ｐ、Ｑ 之间的距离矢量 ｄｌ 在 ρ、φ、ｚ 轴上的投影也即所构成微分六

面体的边长，分别是 ｄρ、ρｄφ 和 ｄｚ，如图 １－３－５（ａ）所示，与直角坐标不同，φ 向边长为弧线。
因此，ｄρ、ρｄφ 和 ｄｚ 分别表示从 Ｐ 点移动到 Ｑ 点时，ρ、φ、ｚ 三个坐标变量的微分对应的长度变

化。 因此矢量线元可写为

ｄｌ＝ａρｄρ ＋ａφρｄφ ＋ａｚｄｚ （１－３－２４）
任意两个方向的线元相乘可以得到三个坐标方向的标量面元，如图 １－３－５（ｂ）所示。

即有

ｄＳρ ＝ ρｄφｄｚ，　 ｄＳφ ＝ｄρｄｚ，　 ｄＳｚ ＝ ρｄρｄφ （１－３－２５）
任意的矢量面元 ｄＳ 可写为

ｄＳ＝ａρｄＳρ＋ａφｄＳφ＋ａｚｄＳｚ （１－３－２６）
任意的矢量面元 ｄＳ 在圆柱坐标系中三个坐标面的投影即是三个标量面元。
全部三个方向的线元相乘可以得到体积元，如图 １－３－５（ａ）所示，即

ｄ ＝ ρｄρｄφｄｚ （１－３－２７）
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图 １－３－５　 圆柱坐标系中的微分元

图 １－３－６　 球坐标系

１􀆰 ３􀆰 ３　 球坐标系

１􀆰 基本定义与运算

球坐标系由一个球面、一个锥面和一个半无限大的

平面构成。 某点 Ｐ 的坐标可表示为 Ｐ（ ｒ，θ，φ）。 三个坐

标变量为 ｒ、θ 和 φ，其中变量 ｒ 是坐标原点到 Ｐ 点的距

离，ｒ∈［０，＋∞ ），ｒ 坐标面是半径 ｒ 为常数的球面；变量 θ
是 Ｐ 点的位置矢量 ｒ 与＋ｚ 轴之间的夹角，规定 Ｐ 点与＋ｚ
轴重合时 θ 为零，Ｐ 点向－ｚ 轴旋转时 θ 角增大，θ∈［０，
π］，θ 坐标面是 θ 角为常数所形成的以 ｚ 轴为轴线的圆

锥面。 ｒ、θ 和 φ 对应一组单位矢量：ａｒ、ａθ和 ａφ，ａｒ指向 ｒ
增加的方向，ａθ指向 φ 坐标面（半平面）与 ｒ 坐标面（球
面）相交出的半圆的切线方向，如图 １－３－６ 所示。 ａｒ和 ａθ是坐标 θ 和 φ 的函数，ａφ 是坐标 φ 的

函数，ａｒ、ａθ和 ａφ均不是常矢量。
从图 １－３－６ 中可得出球坐标与直角坐标的关系：

ｘ＝ ｒｓｉｎθｃｏｓφ，　 ｙ＝ ｒｓｉｎθｓｉｎφ，　 ｚ＝ ｒｃｏｓθ

ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ，　 θ＝ａｒｃｔａｎ（ ｘ２＋ｙ２ ／ ｚ），　 φ＝ａｒｃｔａｎ（ｙ ／ ｘ）
（１－３－２８）

位置矢量在球坐标系中的表达式为

ｒ＝ａｒｒ （１－３－２９）
三个单位矢量 ａｒ、ａθ和 ａφ之间呈右手螺旋关系，因此其叉积为

ａｒ× ａｒ ＝ａθ× ａθ ＝ａφ× ａφ ＝ ０ （１－３－３０）
ａｒ× ａθ ＝ａφ，　 ａθ× ａφ ＝ａｒ，　 ａφ× ａｒ ＝ａθ （１－３－３１）
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２􀆰 单位矢量的坐标变换

将空间任意一点处的单位矢量 ａｒ、ａθ和 ａφ沿 ｘ、ｙ 和 ｚ 轴分解，如图 １－３－７ 所示（ａφ 的分解

同圆柱坐标），可得

ａｒ ＝ａρｓｉｎθ ＋ａｚｃｏｓθ＝ａｘｓｉｎθｃｏｓφ ＋ａｙｓｉｎθｓｉｎφ ＋ａｚｃｏｓθ
ａθ ＝ａρｃｏｓθ －ａｚｓｉｎθ＝ａｘｃｏｓθｃｏｓφ ＋ａｙｃｏｓθｓｉｎφ －ａｚｓｉｎθ
ａφ ＝ －ａｘｓｉｎφ ＋ａｙｃｏｓφ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１－３－３２）

图 １－３－７　 单位矢量的分解示意图

单位矢量 ａｒ和 ａθ是坐标 θ 和 φ 的函数，ａφ 是坐标 φ 的函数，再次证明 ａｒ、ａθ和 ａφ均不是常

矢量。

３􀆰 微分元

球坐标系中，两个顶点 Ｐ、Ｑ 之间的距离矢量 ｄｌ 在 ｒ、θ、φ 轴上的投影也即所构成微分六面

体的边长，分别是 ｄｒ、ｒｄθ 和 ｒｓｉｎθｄφ，如图 １－３－８（ａ）所示，与直角坐标不同，θ、φ 向边长均为弧

线。 因此，ｄｒ、ｒｄθ 和 ｒｓｉｎθｄφ 分别表示从 Ｐ 点移动到 Ｑ 点时，ｒ、θ 和 φ 三个坐标变量的微分对

应的长度变化。 因此矢量线元可写为

ｄｌ＝ａｒｄｒ ＋ａθｒｄθ ＋ａφｒｓｉｎθｄφ （１－３－３３）

图 １－３－８　 球坐标系中的微分元
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任意两个方向的线元相乘可以得到三个坐标方向的标量面元，如图 １－３－８（ｂ）所示。
即有

ｄＳｒ ＝ ｒ２ｓｉｎθｄθｄφ，　 ｄＳθ ＝ ｒｓｉｎθｄｒｄφ，　 ｄＳφ ＝ ｒｄｒｄθ （１－３－３４）
任意的矢量面元 ｄＳ 可写为

ｄＳ＝ａｒｄＳｒ＋ａθｄＳθ＋ａφｄＳφ （１－３－３５）
任意的矢量面元 ｄＳ 在球坐标系中三个坐标面的投影即是三个标量面元。

全部三个方向的线元相乘可以得到体积元，如图 １－３－８（ａ）所示，则
ｄ ＝ ｒ２ｓｉｎθｄｒｄθｄφ （１－３－３６）

为了能对各种正交坐标系进行微分运算，引入一个度量系数 ｈｉ（ ｉ ＝ １，２，３），ｈｉ与正交坐标

系的三个坐标变量 ｕｉ对应，表示长度元 ｄｌｉ与对应的坐标变量微分元 ｄｕｉ之间的比值，即

ｈｉ ＝
ｄｌｉ
ｄｕｉ

（ ｉ＝ １， ２， ３） （１－３－３７）

则对任一个正交坐标系，利用度量系数，即可写出

ｄｌ＝ａ１ｈ１ｄｕ１＋ａ２ｈ２ｄｕ２＋ａ３ｈ３ｄｕ３ （１－３－３８）
ｄＳ１ ＝ａ１ｈ２ｈ３ｄｕ２ｄｕ３ 　 　 ｄＳ２ ＝ａ２ｈ１ｈ３ｄｕ１ｄｕ３ 　 　 ｄＳ３ ＝ａ３ｈ１ｈ２ｄｕ１ｄｕ２ （１－３－３９）

ｄ ＝ｈ１ｈ２ｈ３ｄｕ１ｄｕ２ｄｕ３ （１－３－４０）
其中，直角坐标系：

ｈ１ ＝ｈ２ ＝ｈ３ ＝ １ （１－３－４１）
圆柱坐标系：

ｈ１ ＝ １，　 ｈ２ ＝ ρ，　 ｈ３ ＝ １ （１－３－４２）
球坐标系：

ｈ１ ＝ １，　 ｈ２ ＝ ｒ，　 ｈ３ ＝ ｒｓｉｎθ （１－３－４３）

　 　 　 　 　 图 １－４－１　 方向导数

１􀆰 ４　 标量场的方向导数和梯度

标量场可用等值线或等值面来表示场的分布，但这种分布仅表示标量场的总体分布，如果

要了解标量场的局部特性，就需要引入方向导数的概念。

１􀆰 ４􀆰 １　 方向导数

标量场中各点标量的大小可能不同，因此某点

标量沿着各个方向的变化率也有可能不同，标量场

自该点沿某一方向的变化率称为该点的方向导数。
设 Ｐ 为标量场 Φ（Ｐ）中的一点，如图 １－４－１ 所

示，标量场 Φ 在 Ｐ 点沿 ｌ 方向的方向导数定义为

１１第 １ 章　 矢 量 分 析



􀆟Φ
􀆟 ｌ Ｐ

＝ ｌｉｍ
Δｌ→０

Φ（Ｐ′）－Φ（Ｐ）
Δｌ

（１－４－１）

其中，Δｌ 为 Ｐ 点与 Ｐ′点之间的距离。
在直角坐标系中，标量场 Φ 在 Ｐ 点沿任意方向 ｌ 的方向导数可写为

􀆟Φ
􀆟 ｌ

＝􀆟Φ
􀆟 ｘ

􀆟 ｘ
􀆟 ｌ

＋􀆟Φ
􀆟 ｙ

􀆟 ｙ
􀆟 ｌ

＋􀆟Φ
􀆟 ｚ

􀆟 ｚ
􀆟 ｌ

（１－４－２）

而矢量 ｌ 的单位矢量 ａｌ为

ａｌ ＝ａｘｃｏｓα ＋ａｙｃｏｓβ ＋ａｚｃｏｓγ
则式（１－４－２）可写为

􀆟Φ
􀆟 ｌ

＝􀆟Φ
􀆟 ｘ

ｃｏｓα＋􀆟Φ
􀆟 ｙ

ｃｏｓβ＋􀆟Φ
􀆟 ｚ

ｃｏｓγ （１－４－３）

１􀆰 ４􀆰 ２　 标量场的梯度

方向导数给出了标量场在给定点沿某一方向的变化率，然而从场中给定点出发，可以有无

穷多个方向。 从图 １－４－１ 可以看出，沿等值面的法线方向 ｎ，标量场的变化率最大，即方向导

数有最大值。 方向导数的最大值及取最大值的方向组成的矢量称为标量场的梯度（ｇｒａｄｉｅｎｔ）。
下面推导梯度的计算公式。

利用两个矢量的点积公式，可将式（１－４－３）改写为

􀆟Φ
􀆟 ｌ

＝ 􀆟Φ
􀆟 ｘ

，􀆟Φ
􀆟 ｙ

，􀆟Φ
􀆟 ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·（ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ） （１－４－４）

令

ｇｒａｄΦ＝ａｘ
􀆟Φ
􀆟 ｘ

＋ａｙ
􀆟Φ
􀆟 ｙ

＋ａｚ
􀆟Φ
􀆟 ｚ

（１－４－５）

􀆟Φ
􀆟 ｌ

＝ ａｘ
􀆟Φ
􀆟 ｘ

＋ａｙ
􀆟Φ
􀆟 ｙ

＋ａｚ
􀆟Φ
􀆟 ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·ａｌ

则有

􀆟Φ
􀆟 ｌ

＝ｇｒａｄΦ·ａｌ （１－４－６）

其中，ｇｒａｄΦ 称为标量场 Φ 的梯度，且标量场 Φ 的梯度是一个矢量场。 由式（１－４－６）可见，当

ａｌ的方向与梯度方向一致时，方向导数
􀆟Φ
􀆟 ｌ

取得最大值。 因此，标量场在某点梯度的大小等于

该点的最大方向导数，梯度的方向为该点具有最大方向导数的方向，即垂直于过该点的等值

面，且指向等值面增加的方向。
为了方便，引入一个矢量微分算子：

＝ａｘ
􀆟
􀆟 ｘ

＋ａｙ
􀆟
􀆟 ｙ

＋ａｚ
􀆟
􀆟 ｚ

（１－４－７）
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也称为那勃勒算子，读作 ｎａｂｌａ。 矢量微分算子 本身并没有什么意义，只是一个运算符号，同
时它又是一个矢量算子。 根据式（１－４－５），标量场的梯度可表示为矢量微分算子 与标量 Φ
的乘积，即有

ｇｒａｄΦ＝ Φ＝ａｘ
􀆟Φ
􀆟 ｘ

＋ａｙ
􀆟Φ
􀆟 ｙ

＋ａｚ
􀆟Φ
􀆟 ｚ

（１－４－８）

方向导数也可写为

􀆟Φ
􀆟 ｌ

＝ｇｒａｄΦ·ａｌ ＝ Φ·ａｌ （１－４－９）

同理，在圆柱坐标系中：

Φ＝ａρ
􀆟Φ
􀆟 ρ

＋ａφ
１
ρ

􀆟Φ
􀆟 φ

＋ａｚ
􀆟Φ
􀆟 ｚ

（１－４－１０）

在球坐标系中：

Φ＝ａｒ
􀆟Φ
􀆟 ｒ

＋ａθ
１
ｒ

􀆟Φ
􀆟 θ

＋ａφ
１

ｒｓｉｎθ
􀆟Φ
􀆟 φ

（１－４－１１）

由以上推导，可归纳出下列标量场梯度的性质：
（１） 一个标量场的梯度是一个矢量场；
（２） 标量场的梯度垂直于该标量场的等值面；
（３） 梯度的方向与取得最大方向导数的方向一致，且由数值较低的等值面指向数值较高

的等值面；
（４） 梯度的模值是方向导数的最大值；
（５） 标量场在任意点沿某一方向的方向导数是其梯度在该方向上的投影。
【例 １－４－１】 　 求函数 ｆ＝ １２ｘ２＋ｙｚ２ 在点 Ｐ（－１，０，１）向点 Ｑ（１，１，１）方向的变化率。
【解】　 点 Ｐ、Ｑ 间的距离矢量为

Ｒ＝ ｒＱ－ｒＰ ＝ａｘ（１＋１）＋ａｙ（１－０）＋ａｚ（１－１）
＝ ａｘ２ ＋ａｙ

其单位矢量： ａＲ ＝
Ｒ
Ｒ

＝
ａｘ２ ＋ａｙ

２２＋１２
＝ａｘ

２
５
＋ａｙ

１
５

依据式（１－４－６），ｆ 在点 Ｐ 向点 Ｑ 方向的变化率为

ｄｆ
ｄＲ Ｐ

＝ ａｘ
􀆟 ｆ
􀆟 ｘ

＋ａｙ
􀆟 ｆ
􀆟 ｙ

＋ａｚ
􀆟 ｆ
􀆟 ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ
·ａＲ

＝（ａｘ２４ｘ ＋ａｙｚ２＋ａｚ２ｙｚ） （－１，０，１）· ａｘ
２
５
＋ａｙ

１
５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －４７ ５

５
【例 １－４－２】 　 计算场 ｆ （ ｒ）＝ ｘ ｙ２ｚ 沿 Ａ ＝ ａｘ＋２ａｙ＋２ａｚ方向的方向导数，以及在点（２，１，０）

处，沿 Ｂ＝ ２ａｘ－ａｙ＋２ａｚ方向的方向导数。

【解】　 ｆ＝ａｘ
􀆟 ｆ
􀆟 ｘ

＋ａｙ
􀆟 ｆ
􀆟 ｙ

＋ａｚ
􀆟 ｆ
􀆟 ｚ
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ａＡ ＝
Ａ
Ａ

＝ａｘ
１
３

＋ａｙ
２
３

＋ａｚ
２
３

􀆟 ｆ
􀆟 Ａ

＝ ｆ·ａＡ ＝
１
３
ｙ２ｚ ＋ ４

３
ｘｙｚ ＋ ２

３
ｘｙ２

ａＢ ＝
Ｂ
Ｂ

＝ａｘ
２
３
－ａｙ

１
３

＋ａｚ
２
３

􀆟 ｆ
􀆟 Ｂ （２，１，０）

＝ ｆ·ａＢ
（２，１，０）

＝ ２
３
ｙ２ｚ－ ２

３
ｘｙｚ ＋ ２

３
ｘｙ２

（２，１，０）
＝ ４

３

【例 １－４－３】 　 计算
１
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 及 ′ １

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 其中 Ｒ 为空间 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）点与 Ｐ′（ｘ′，ｙ′，ｚ′）点之间的

距离，如图 １－４－２ 所示。 表示对（ｘ，ｙ，ｚ）运算， ′表示对（ｘ′，ｙ′，ｚ′）运算。

图 １－４－２　 源点与场点

【解】　 令 Ｐ 点的位置矢量为 ｒ，Ｐ′点的位置矢量为 ｒ′，则
ｒ＝ ｘ ａｘ＋ ｙ ａｙ＋ ｚ ａｚ

ｒ′＝ ｘ′ａｘ＋ ｙ′ａｙ＋ ｚ′ａｚ

Ｒ＝ ｒ－ｒ′＝（ｘ－ｘ′）ａｘ＋（ｙ－ｙ′）ａｙ＋（ ｚ－ｚ′）ａｚ

Ｒ ＝Ｒ＝ （ｘ－ｘ′） ２＋（ｙ－ｙ′） ２＋（ ｚ－ｚ′） ２

ｆ＝ａｘ
􀆟 ｆ
􀆟 ｘ

＋ａｙ
􀆟 ｆ
􀆟 ｙ

＋ａｚ
􀆟 ｆ
􀆟 ｚ

′ｆ＝ａｘ
􀆟 ｆ
􀆟 ｘ′

＋ａｙ
􀆟 ｆ
􀆟 ｙ′

＋ａｚ
􀆟 ｆ
􀆟 ｚ′

􀆟
􀆟 ｘ

１
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

Ｒ２

􀆟 Ｒ
􀆟 ｘ

＝ －ｘ－ｘ′
Ｒ３

􀆟
􀆟 ｙ

１
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

Ｒ２

􀆟 Ｒ
􀆟 ｙ

＝ －ｙ－ｙ′
Ｒ３

􀆟
􀆟 ｚ

１
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

Ｒ２

􀆟 Ｒ
􀆟 ｚ

＝ －ｚ－ｚ′
Ｒ３

所以

１
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

Ｒ３［ａｘ（ｘ－ｘ′） ＋ａｙ（ｙ－ｙ′） ＋ａｚ（ ｚ－ｚ′）］
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即

１
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｒ

Ｒ３ （１－４－１２）

同理

′ １
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｒ

Ｒ３ （１－４－１３）

由此可见

１
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ′ １

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１－４－１４）

上述结果在电磁场计算中经常用到，通常以（ｘ′，ｙ′，ｚ′）表示产生电磁场的源坐标，Ｐ′点称

为源点；以（ｘ，ｙ，ｚ）表示空间电磁场的场坐标，Ｐ 点称为场点。 在正交坐标系下，源点也可用位

置矢量 ｒ′表示为 Ｐ′（ｒ′），场点用位置矢量 ｒ 表示为 Ｐ（ｒ）。
可以证明，梯度运算符合下列规则：

ｃ＝ ０　 （ｃ 为常数） （１－４－１５）
（ｃϕ）＝ ｃ ϕ （１－４－１６）

（ϕ±ψ）＝ ϕ± ψ （１－４－１７）
（ϕψ）＝ ψ ϕ＋ϕ ψ （１－４－１８）
ϕ
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

ψ２（ψ ϕ－ϕ ψ） （１－４－１９）

Ｆ（ϕ）＝ Ｆ′（ϕ） ϕ （１－４－２０）

图 １－５－１　 曲面的方向

标量场的梯度是一个矢量场，该矢量场的量纲等于原标量场的量纲除以长度的量纲。

１􀆰 ５　 矢量场的通量和散度

１􀆰 ５􀆰 １　 通量和通量源

在 １􀆰 ３ 节，面元矢量定义为面元的面积与其法线方向的单位矢量的乘积。 一个闭合线可

以构成开表面，而一张闭合面则可以构成一个空间区域，如图 １－５－１ 所示。 对开表面的曲面

方向，规定与其边界（必是一闭合曲线）的环绕方向呈右手螺旋关系的一侧的法线方向为矢量
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面元的方向；对于闭合面的曲面方向，取其外法线方向为矢量面元的方向。
矢量场 Ａ（ｒ）沿某一有向曲面 Ｓ 的面积分称为矢量 Ａ（ｒ）通过该有向曲面 Ｓ 的通量，即

∫
Ｓ
Ａ（ｒ）·ｄＳ ＝ ∫

Ｓ
Ａ（ｒ）ｃｏｓθ ｄＳ （１－５－１）

若矢量场 Ａ（ｒ）是水的流速场 ｖ（ｒ）（ｍ ／ ｓ），则该积分的物理意义表示水流 ｖ（ ｒ）在单位时

间内穿过曲面 Ｓ（ｍ２）的流量（ｍ３ ／ ｓ）。 当通量大于零时，表示矢量场的方向与面积方向总体一

致；当通量小于零时，表示矢量场的方向与面积方向总体相反，如图 １－５－２ 所示。

图 １－５－２　 开表面的通量

若有向曲面 Ｓ 是闭合的，则矢量场 Ａ（ｒ）对闭合面 Ｓ 的通量可写为

∮
Ｓ
Ａ（ｒ）·ｄＳ ＝ ∮

Ｓ
Ａ（ｒ）ｃｏｓθ ｄＳ （１－５－２）

根据矢量通过该闭合面的通量可以判断该矢量是进入还是穿出该闭合面。 当

∮
Ｓ
Ａ（ｒ）·ｄＳ ＞ ０ 时，表示穿出闭合面的矢量线数量比穿入闭合面的矢量线数量多，因而闭合

面内一定存在产生该矢量场的源，即正源；当 ∮
Ｓ
Ａ（ｒ）·ｄＳ ＜ ０ 时，表示穿入闭合面的矢量线数

量比穿出闭合面的矢量线数量多，因而闭合面内一定存在汇聚该矢量场的洞或汇，即负源；当

∮
Ｓ
Ａ（ｒ）·ｄＳ ＝ ０ 时，表示穿入闭合面和穿出闭合面的矢量线数量相等，闭合面内或者没有矢量

线的起始点，或者在闭合面内起始的矢量线根数相等，称无源，如图 １－５－３ 所示。 综上所述，
式（１－５－２） 表示矢量场 Ａ（ｒ）穿出闭合面 Ｓ 的净通量。

图 １－５－３　 闭合面的通量
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图 １－５－４　 例 １－５－１ 图

【例 １－５－１】 　 已知矢量场 Ａ ＝ ａρ（ ｅ
－αρ ／ ρ） ＋ａｚｃｏｓπｚ，α

为常数。 有一个以 ｚ 轴为轴线、半径为 ２ 的单位长度的圆

柱面与 ｚ＝ ０、ｚ＝ １ 的平面构成的闭合面 Ｓ，求 Ａ 穿过 Ｓ 的

通量。
【解】　 此闭合面由三部分光滑曲面构成，如图 １－５－４

所示。 其中，圆柱侧面的面元矢量 ｄＳρ ＝ ａρρｄφｄｚ，上底面

（ ｚ＝ １）的面元矢量 ｄＳｚ ＝ａｚρｄφｄρ，下底面（ ｚ＝ ０）的面元矢量

ｄＳｚ ＝ －ａｚρｄφｄρ，则

∮
Ｓ
Ａ·ｄＳ ＝ ∫

Ｓρ
Ａ·ｄＳρ ＋ ∫

Ｓｚ ＝ １

Ａ·ｄＳｚ ＋ ∫
Ｓｚ ＝ ０

Ａ·ｄＳｚ

＝ ∫
Ｓρ ＝ ２

ｅ －αρ

ρ
ρｄφｄｚ ＋ ∫

Ｓｚ ＝ １

ｃｏｓ（πｚ）ρｄφｄρ － ∫
Ｓｚ ＝ ０

ｃｏｓ（πｚ）ρｄφｄρ

＝ ∫２π
０
ｅ －２αｄφ ∫１

０
ｄｚ ＋ ∫２π

０
ｃｏｓπｄφ ∫２

０
ρｄρ － ∫２π

０
ｃｏｓ０ｄφ ∫２

０
ρｄρ

＝ ２ πｅ －２α － ４π － ４π ＝ ２π（ｅ －２α － ４）

【例 １－５－２】 　 计算面积分 ∫
Ｓ

ａｒ

ｒ２
·ｄＳ ，其中 Ｓ 是半锥角为 θ 的圆锥面在半径为 ａ 的球面上

割出的球冠面积，如图 １－５－５ 所示。

图 １－５－５　 例 １－５－２ 图

【解】 　 ∫
Ｓ

ａｒ

ｒ２
·ｄＳ ＝ ∫

Ｓ

１
ｒ２
ｄＳｒ ＝ ∫２π

０
∫θ

０

１
ａ２ａ

２ｓｉｎθｄθｄφ ＝ ２π ∫θ
０
ｓｉｎθｄθ

＝ ２π（１ － ｃｏｓθ）
特别地，当 θ＝π 时，ｃｏｓθ＝ －１。

∮
Ｓ

ａｒ

ｒ２
·ｄＳ ＝ ４π （１－５－３）

该结论可推广到任意闭合面。
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１􀆰 ５􀆰 ２　 矢量场的散度

由上述讨论可知，根据矢量通过某一闭合面的通量性质可以判定闭合面中源的正负特性，
以及源是否存在。 但是，通量仅能表示闭合面中源的总量，它却不能反映源的分布特性。 如果

使包围某点的闭合面向该点无限收缩，那么，穿过此无限小闭合面的通量即可表示该点附近源

的特性。 因此，定义当闭合面 Ｓ 向某点无限收缩时，矢量 Ａ 通过该闭合面 Ｓ 的通量与该闭合

面包围的体积之比的极限称为矢量场 Ａ 在该点的散度（ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ），以 ｄｉｖ Ａ 表示，即有

ｄｉｖ Ａ ＝ ｌｉｍ
Δ →０

∮
Ｓ
Ａ（ｒ）·ｄＳ

Δ
（１－５－４）

式中，Δ 为闭合面 Ｓ 包围的体积。 式（１－５－４）表明，散度是一个标量，其大小可理解为通过包

围单位体积闭合面的通量。
为推导出矢量场的散度在直角坐标系中的表示式，在矢量场中取一个小的长方六面体，六

面体的其中一个顶点为 Ｐ，且六个表面分别与坐标面平行，六面体的边长分别为 Δｘ、Δｙ 和 Δｚ，
如图 １－５－６ 所示。

设矢量场 Ａ 在顶点 Ｐ 的分量为（Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ），如图 １－５－７ 所示。

图 １－５－６　 矢量场的散度 图 １－５－７　 Ｐ 的坐标分量

图 １－５－６ 所示的六面体左右两个面的外法线方向分别为－ａｙ和 ａｙ，如果六面体很小，可认

为矢量场 Ａ 穿出左、右面的通量为

－ＡｙΔｘΔｚ ＋ Ａｙ＋
􀆟 Ａｙ

􀆟 ｙ
Δｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ΔｘΔｚ＝

􀆟 Ａｙ

􀆟 ｙ
ΔｘΔｙΔｚ

同理可得，矢量场 Ａ 穿出上、下面的通量为

－ＡｚΔｘΔｙ ＋ Ａｚ＋
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｚ
Δｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ΔｘΔｙ＝

􀆟 Ａｚ

􀆟 ｚ
ΔｘΔｙΔｚ

矢量场 Ａ 穿出前、后面的通量为

－ＡｘΔｙΔｚ ＋ Ａｘ＋
􀆟 Ａｘ

􀆟 ｘ
Δｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ΔｙΔｚ＝

􀆟 Ａｘ

􀆟 ｘ
ΔｘΔｙΔｚ

由此可以求得矢量场 Ａ 通过过 Ｐ 点的六面体表面的总通量为
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∮
Ｓ
Ａ·ｄＳ ＝

􀆟 Ａｘ

􀆟 ｘ
＋

􀆟 Ａｙ

􀆟 ｙ
＋

􀆟 Ａｚ

􀆟 ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ

ΔｘΔｙΔｚ （１－５－５）

式中，ΔｘΔｙΔｚ＝Δ 为六面体的体积，代入式（１－５－５），可以得到矢量场 Ａ 在 Ｍ 点的散度：

ｄｉｖ Ａ ＝ ｌｉｍ
Δ →０

∮
Ｓ
Ａ·ｄＳ

Δ
＝
􀆟 Ａｘ

􀆟 ｘ
＋

􀆟 Ａｙ

􀆟 ｙ
＋

􀆟 Ａｚ

􀆟 ｚ
（１－５－６）

根据矢量微分算子的定义，矢量场 Ａ 的散度可以表示为

ｄｉｖ Ａ＝ ·Ａ （１－５－７）
因此，在直角坐标系中、圆柱坐标系和球坐标系中，散度的计算式可分别简写为

·Ａ＝
􀆟 Ａｘ

􀆟 ｘ
＋
􀆟 Ａｙ

􀆟 ｙ
＋
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｚ
（１－５－８）

·Ａ＝ １
ρ

􀆟
􀆟 ρ

（ρＡρ） ＋ １
ρ

􀆟 Ａφ

􀆟 φ
＋
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｚ
（１－５－９）

·Ａ＝ １
ｒ２

􀆟
􀆟 ｒ

（ ｒ２Ａｒ）＋
１

ｒｓｉｎθ
􀆟
􀆟 θ

（ｓｉｎθＡθ）＋
１

ｒｓｉｎθ
􀆟 Ａφ

􀆟 φ
（１－５－１０）

从散度的定义式（１－５－４）及以上推导，可以归纳出散度具有以下特性。

图 １－５－８　 散度的物理意义

散度

（１） 矢量场的散度构成一个标量场。
（２） ·Ａ≠０ 的点表示存在通量源，也称散

度源，该矢量场称有源场或有散场； ·Ａ＞０ 的点

是源点，能发出矢量线，是矢量线的起点， （如

图 １－５－８ 中的 Ｐ 点）； ·Ａ＜０ 的点是汇点，能吸收

矢量线，是矢量线的终点，（如图 １－５－８中的 Ｑ 点）。
（３） ·Ａ＝ ０ 的点不存在通量源，矢量线从该点穿过（如图 １－５－８ 中的 Ｍ 点）， 散度处处

为零的矢量场称无源场或无散场。
（４） 散度的量纲是通量源体密度，表示某点矢量场穿出单位体积外包面的净通量。
可以证明，散度运算符合下列规则：

·（Ａ±Ｂ）＝ ·Ａ ± ·Ｂ （１－５－１１）
·（ｃＡ）＝ ｃ ·Ａ　 （ｃ 为常数） （１－５－１２）
·（ΦＡ）＝ Φ ·Ａ ＋Ａ· Φ （１－５－１３）

在直角坐标系中，根据梯度表达式（１－４－８）及散度表达式（１－５－８）可知

· Φ＝ ２Φ＝􀆟 ２Φ
􀆟 ｘ２

＋ 􀆟 ２Φ
􀆟 ｙ２

＋ 􀆟 ２Φ
􀆟 ｚ２

（１－５－１４）

式中， ２ 称为拉普拉斯算子（Ｌａｐｌａｃｉａｎ），它在直角坐标系中的表示式为

２ ＝ 􀆟 ２

􀆟 ｘ２
＋ 􀆟 ２

􀆟 ｙ２
＋ 􀆟 ２

􀆟 ｚ２
（１－５－１５）
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２ 也可以对矢量进行运算，但与对标量进行运算有所不同，已失去原有的梯度的散度的

概念，仅是一种符号，如在直角坐标系中，有
２Ａ＝ａｘ

２Ａｘ＋ａｙ
２Ａｙ＋ａｚ

２Ａｚ （１－５－１６）

上式中等号右边 ２ ＝ 􀆟 ２

􀆟 ｘ２
＋ 􀆟 ２

􀆟 ｙ２
＋ 􀆟 ２

􀆟 ｚ２
。 由此可见，在直角坐标系中 ２ 对矢量 Ａ 的运算相当于对

Ａ 的各个坐标分量进行运算。
２Ａ 在其他坐标系中都具有极其复杂的形式，一般由下面矢量恒等式计算：

２Ａ＝ ·Ａ－ × ×Ａ （１－５－１７）

１􀆰 ５􀆰 ３　 散度定理

散度的定义式（１－５－４）给出了空间某点附近的通量和通量源密度之间的关系，若在空间

有一闭合曲面 Ｓ，它所包围的空间体积为 ，矢量场 Ａ 在 Ｓ 和 上都是连续可导的，则有

∮
Ｓ
Ａ·ｄＳ ＝ ∫ ·Ａｄ （１－５－１８）

式（１－５－１８）称为散度定理，又称高斯定理。
【证明】 　 将体积 分割成 ｎ 个微分体积元 Δ ｉ，如图 １－５－９所示，设其表面 Ｓｉ所包围的微

分体积元内点 Ｐ ｉ处矢量场的散度为

图 １－５－９　 散度定理证明示意图

·Ａｉ ＝ ｌｉｍ
Δ ｉ→０

∮
Ｓｉ
Ａ（ｒ）·ｄＳ

Δ ｉ
（１－５－１９）

由极限的定义，式（１－５－１９）可重写为

∮
Ｓｉ
Ａ·ｄＳ ＝ ·ＡｉΔ ｉ ＋ ε ｉΔ ｉ 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） （１－５－２０）

式中，εｉ为无限小值。 将 ｎ 个这样的式子相加，得

ｌｉｍ
ｎ→∞

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
∮
Ｓｉ
Ａ·ｄＳ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
·ＡｉΔ ｉ ＋ ｌｉｍ

ｎ→∞
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ε ｉΔ ｉ

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
·ＡｉΔ ｉ （１－５－２１）
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式（１－５－２１）等号左边的微小闭合面积分除呈现在外表面的部分外，每相邻的两个体积元必有

一个公共面元，在计算净通量时相互抵消，故

ｌｉｍ
ｎ→∞

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
∮
Ｓｉ
Ａ·ｄＳ ＝ ∮

Ｓ
Ａ·ｄＳ （１－５－２２）

按照积分的定义，当 ｎ→∞时，有下式成立

ｌｉｍ
ｎ→∞

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
·ＡｉΔ ｉ ＝ ∫ ·Ａｄ （１－５－２３）

故

∮
Ｓ
Ａ·ｄＳ ＝ ∫ ·Ａｄ

散度定理建立了矢量场散度的体积分与体积所包围的闭合面积分之间的互换，表明一个

连续可微的矢量场对任意一个闭合面的净通量与矢量场在曲面内的通量源之间的关系。
【例 １－５－３】 　 如图 １－５－１０ 所示，求矢量场 Ａ＝ａｚ（ｘ＋ｙ＋ｚ）穿出旋转抛物面 ｚ ＝ ｘ２＋ｙ２ 与 ｚ ＝ｈ

平面所包围面的通量。

图 １－５－１０　 例 １－５－３ 图

【解】　 通量可利用散度定理通过计算散度的体积分来求得。

·Ａ＝
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｚ
＝ １

计算体积分时，可采用圆柱坐标。 在圆柱坐标中，抛物面 ｚ＝ ｘ２＋ｙ２ ＝ ρ２，因此

∮
Ｓ
Ａ·ｄＳ ＝ ∫ ·Ａｄ ＝ ∫ ｄ ＝ ∫ｈ

０
∫２π

０
∫ ｚ

０
ρｄρｄφｄｚ

＝ ２π ∫ｈ
０

ρ ２

２

ｚ

０
ｄｚ ＝ π ∫ｈ

０
ｚｄｚ ＝ １

２
π ｈ２

１􀆰 ６　 矢量场的环量和旋度

１􀆰 ６􀆰 １　 环量和涡旋源

矢量场 Ａ 沿一条有向闭合曲线 Ｃ 的积分称为矢量场 Ａ 沿该有向闭合曲线 Ｃ 的环量，以 Γ
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表示，即

Γ ＝ ∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∮

Ｃ
Ａｃｏｓθｄｌ （１－６－１）

由式（１－６－１）可见，在闭合曲线 Ｃ 上，如果矢量场 Ａ 的方向处处与线元 ｄｌ 的方向保持一致，
则环量 Γ＞０；如果方向处处相反，则环量 Γ＜０。 因此，环量可以用来描述矢量场的涡旋特性：

∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ０ 表明环路 Ｃ 不包围涡旋源； ∮

Ｃ
Ａ·ｄｌ ≠０表明环路 Ｃ 包围着涡旋源，如图 １－６－１ 所

旋度

图 １－６－１　 矢量场的涡旋源

示。 当环路 Ｃ 所围成的面与涡旋面一致时，环量将达

到最大值，而当环路 Ｃ 所围成的面与涡旋面垂直时，环
量等于零。

在直角坐标、圆柱坐标和球坐标中，式（１－６－１）可分

别写为

∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∮

Ｃ
（Ａｘｄｘ ＋ Ａｙｄｙ ＋ Ａｚｄｚ） （１－６－２）

∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∮

Ｃ
（Ａρｄρ ＋ Ａφρｄφ ＋ Ａｚｄｚ） （１－６－３）

∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∮

Ｃ
（Ａｒｄｒ ＋ Ａθ ｒｄθ ＋ Ａφ ｒｓｉｎθｄφ） （１－６－４）

１􀆰 ６􀆰 ２　 矢量场的旋度

环量可以表示产生具有旋涡特性的源强度，但它仅代表闭合曲线包围的总的源强度，不能

图 １－６－２　 矢量场的环量

显示源的分布特性。 为了反映某一点处是否存在涡旋源，在矢

量场 Ａ 中任取一点 Ｐ，围绕 Ｐ 做闭合的有向曲线 Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３，如
图 １－６－２所示，有向曲线 Ｃｎ包围的面积 ΔＳｎ的法线方向为 ａｎ（ｎ＝
１，２，３），ａｎ与闭合有向曲线 Ｃｎ构成右手螺旋关系，当 ΔＳｎ向 Ｐ 点

趋近，即 ΔＳｎ→０，则极限

ｌｉｍ
ΔＳｎ→０

∮
Ｃｎ

Ａ·ｄｌ

ΔＳｎ
（１－６－５）

被称为矢量场 Ａ 在 ａｎ方向的环量面密度。
经过同一点 Ｐ，矢量场 Ａ 对于不同方向的环量面密度不同。 对于图 １－６－２ 所示，有下式存在

ｌｉｍ
ΔＳ３→０（Ｐ）

∮
Ｃ３

Ａ·ｄｌ

ΔＳ３
＜ ｌｉｍ

ΔＳ２→０（Ｐ）

∮
Ｃ２

Ａ·ｄｌ

ΔＳ２
＜ ｌｉｍ

ΔＳ１→０（Ｐ）

∮
Ｃ１

Ａ·ｄｌ

ΔＳ１
（１－６－６）

从式（１－６－６）可知，环量面密度是一个与方向有关的量，空间给定点可以有无限个方向，
每个方向都对应一个环量面密度，要描述空间一点涡旋源的大小与方向，需要定义一个旋度

（ｒｏｔａｔｉｏｎ）矢量：矢量场 Ａ 的旋度的方向是使矢量场 Ａ 在 Ｐ 点处具有最大环量面密度的方向，
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且大小等于最大环量面密度的值，以符号 ｒｏｔ Ａ 表示，即：

ｒｏｔ Ａ ＝ ｌｉｍ
ΔＳ→０

∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ

ｍａｘ

ΔＳ
（１－６－７）

式（１－６－７）表明，矢量场 Ａ 的旋度是一个矢量，旋度矢量在数值和方向上表示了最大的环量

面密度。
为了推导旋度在直角坐标系中的表示式，在直角坐标系中做一个闭合环路 １—２—３—４—

５—６，Ｍ 点在该环路所张的一个面上，该面在直角坐标系中三个坐标面上的投影分别为 Ｃｘ—
Ｍ３４５Ｍ—ΔＳｘ、Ｃｙ—Ｍ５６１Ｍ—ΔＳｙ、Ｃｚ—Ｍ１２３Ｍ—ΔＳｚ，如图 １－６－３ 所示。

设矢量场 Ａ 在顶点 Ｍ 的分量为（Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ），如图 １－６－４ 所示。

图 １－６－３　 矢量场的旋度 图 １－６－４　 Ｍ 点的坐标分量

旋度矢量可以写为三个坐标分量，即：
ｒｏｔ Ａ＝ａｘ （ｒｏｔ Ａ） ｘ＋ａｙ （ｒｏｔ Ａ） ｙ＋ａｚ （ｒｏｔ Ａ） ｚ （１－６－８）

由图 １－６－３ 可知

∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∮

Ｃｘ

Ａ·ｄｌ ＋ ∮
Ｃｙ

Ａ·ｄｌ ＋ ∮
Ｃｚ

Ａ·ｄｌ （１－６－９）

由式（１－６－９）可见，只要分别求出 Ｃｘ、Ｃｙ、Ｃｚ三段线积分，就可以求出旋度矢量。 首先计
算（ｒｏｔ Ａ） ｘ。 由图 １－６－３、图 １－６－４ 得

∮
Ｃｘ

Ａ·ｄｌ ＝ ∮
Ｍ３４５Ｍ

Ａ·ｄｌ

＝ ＡｙΔｙ ＋ Ａｚ＋
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｙ
Δｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｚ － Ａｙ＋

􀆟 Ａｙ

􀆟 ｚ
Δｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｙ －ＡｚΔｚ

＝
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｙ
ΔｙΔｚ －

􀆟 Ａｙ

􀆟 ｚ
ΔｙΔｚ ＝

􀆟 Ａｚ

􀆟 ｙ
－
􀆟 Ａｙ

􀆟 ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ΔＳｘ

根据旋度的定义式（１－６－７），得

（ｒｏｔ Ａ） ｘ ＝ ｌｉｍ
ΔＳｘ→０

∮
Ｃｘ

Ａ·ｄｌ

ΔＳｘ

＝
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｙ
－

􀆟 Ａｙ

􀆟 ｚ
（１－６－１０）
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同理，得

（ｒｏｔ Ａ） ｙ ＝ ｌｉｍ
ΔＳｙ→０

∮
Ｃｙ

Ａ·ｄｌ

ΔＳｙ

＝
􀆟 Ａｘ

􀆟 ｚ
－

􀆟 Ａｚ

􀆟 ｘ
（１－６－１１）

（ｒｏｔ Ａ） ｚ ＝ ｌｉｍ
ΔＳｚ→０

∮
Ｃｚ

Ａ·ｄｌ

ΔＳｚ

＝
􀆟 Ａｙ

􀆟 ｘ
－

􀆟 Ａｘ

􀆟 ｙ
（１－６－１２）

因此，由式（１－６－８），则有

ｒｏｔ Ａ ＝ａｘ

􀆟 Ａｚ

􀆟 ｙ
－
􀆟 Ａｙ

􀆟 ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ａｙ

􀆟 Ａｘ

􀆟 ｚ
－
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ａｚ

􀆟 Ａｙ

􀆟 ｘ
－
􀆟 Ａｘ

􀆟 ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１－６－１３）

＝ ａｘ
􀆟
􀆟 ｘ

＋ａｙ
􀆟
􀆟 ｙ

＋ａｚ
􀆟
􀆟 ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×（ａｘＡｘ＋ａｙＡｙ＋ａｚＡｚ）

＝

ａｘ ａｙ ａｚ

􀆟
􀆟 ｘ

􀆟
􀆟 ｙ

􀆟
􀆟 ｚ

Ａｘ Ａｙ Ａｚ

（１－６－１４）

根据矢量微分算子的定义，矢量场 Ａ 的旋度可以表示为

ｒｏｔ Ａ＝ ×Ａ （１－６－１５）
因此， 在直角坐标系、圆柱坐标系和球坐标系中，旋度的计算式简写为

×Ａ＝

ａｘ ａｙ ａｚ

􀆟
􀆟 ｘ

􀆟
􀆟 ｙ

􀆟
􀆟 ｚ

Ａｘ Ａｙ Ａｚ

（１－６－１６）

×Ａ＝ １
ρ

ａρ ρ ａφ ａｚ

􀆟
􀆟 ρ

􀆟
􀆟 φ

􀆟
􀆟 ｚ

Ａρ ρＡφ Ａｚ

（１－６－１７）

×Ａ＝ １
ｒ２ｓｉｎθ

ａｒ ｒａθ ｒｓｉｎθａφ

􀆟
􀆟 ｒ

􀆟
􀆟 θ

􀆟
􀆟 φ

Ａｒ ｒＡθ ｒｓｉｎθＡφ

（１－６－１８）

从旋度的定义式（１－６－７）及以上推导，可以归纳出旋度具有以下特性：
（１） 矢量场的旋度是一个矢量场；
（２） 旋度的量纲是环量面密度，表示涡旋面单位面积上的环量；
（３） ×Ａ≠０ 的点表示存在涡旋源，也称旋度源，该矢量场称有旋场；
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（４） ×Ａ＝ ０ 的点不存在涡旋源；旋度处处为零的矢量场称无旋场或保守场。
可以证明旋度运算符合下列运算规则：

×（Ａ ±Ｂ）＝ ×Ａ ± ×Ｂ （１－６－１９）
×（ｃＡ）＝ ｃ ×Ａ　 （ｃ 为常数） （１－６－２０）
×（ΦＡ）＝ Φ ×Ａ ＋ Φ ×Ａ （１－６－２１）

·（Ａ ×Ｂ）＝ Ｂ·（ ×Ａ）－Ａ·（ ×Ｂ） （１－６－２２）

１􀆰 ６􀆰 ３　 斯托克斯定理

旋度的定义式（１－６－７）给出了空间某点附近的环量和环量面密度之间的关系，若将讨论

范围扩大到任意环路 Ｃ 所张的曲面面积 Ｓ，则可得出另一个重要的矢量恒等式：

∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∫

Ｓ
（ × Ａ）·ｄＳ （１－６－２３）

称为斯托克斯定理（Ｓｔｏｋｅｓ’ｔｈｅｏｒｅｍ）。

图 １－６－５　 斯托克斯定理

证明示意图

【证明】 　 将环路 Ｃ 所张面积分割成 ｎ 个微分矢量面元 ΔＳｉ ＝
ａｎｉΔＳｉ，则每个面元的外沿都是一个小环路 Ｃ ｉ，如图 １－６－５ 所示，设
所有小环路 Ｃ ｉ的环绕方向一致，则按照旋度的定义式，微分面元上

点 Ｐ ｉ处矢量场的旋度为

× Ａｉ·ａｎｉ ＝ ｌｉｍ
ΔＳｉ→０

∮
Ｃｉ

Ａ·ｄｌ

ΔＳｉ
（１－６－２４）

由极限的定义，式（１－６－２４）可重写为

∮
Ｃｉ

Ａ·ｄｌ ＝ （ × Ａｉ）·ａｎｉΔＳｉ ＋ ε ｉΔＳｉ 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） （１－６－２５）

其中，εｉ是无限小值。 将 ｎ 个这样的式子相加并取极限，得

ｌｉｍ
ｎ→∞

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
∮
Ｃｉ

Ａ·ｄｌ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
（ × Ａｉ）·ΔＳｉ ＋ ｌｉｍ

ｎ→∞
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ε ｉΔＳｉ

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
（ × Ａｉ）·ΔＳｉ （１－６－２６）

式（１－６－２６）等号左边的微小环量积分除外沿 Ｃ 外，每相邻的两个小环路必有一个公共边，在
计算这两个小环路的环量时相互抵消，故

ｌｉｍ
ｎ→∞

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
∮
Ｃｉ

Ａ·ｄｌ ＝ ∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ （１－６－２７）

按照积分的定义，当 ｎ→∞时，对面积求和变为对面积积分，即

ｌｉｍ
ｎ→∞

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
（ × Ａｉ）·Δ Ｓｉ ＝ ∫

Ｓ
（ × Ａ）·ｄＳ （１－６－２８）

于是
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∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∫

Ｓ
（ × Ａ）·ｄＳ

斯托克斯定理建立了矢量场的旋度面积分与面积外沿的环量之间的关系，表明一个连续

可微的矢量场对任意一个环路的线积分等于该矢量场的旋度对环路所张面积的面积分。
【例 １－６－１】 　 若 Ａ ＝ ａｘ２ｚ＋ａｙ３ｘ＋ａｚ４ｙ，试在半球面 ｘ２ ＋ｙ２ ＋ｚ２ ＝ ４（ ｚ≥０）上验证斯托克斯

定理。
【解】　 半球面的边沿是 ｚ＝ ０ 平面上半径为 ２ 的圆，Ａ 沿此圆的环量为

∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∫２π

０
（ａｘ２ｚ ＋ ａｙ３ｘ ＋ ａｚ４ｙ）·ａφ２ｄφ

＝ ∫２π
０

ａｙ３ｘ·ａφ２ｄφ

＝ ２ ∫２π
０
６ ｃｏｓ２φｄφ ＝ １２π

Ａ 的旋度：

×Ａ＝

ａｘ ａｙ ａｚ

􀆟
􀆟 ｘ

􀆟
􀆟 ｙ

􀆟
􀆟 ｚ

２ｚ ３ｘ ４ｙ

＝ ４ ａｘ＋２ ａｙ＋３ ａｚ

球面 ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ ４（ ｚ≥０）的法线方向为 ａｒ，于是面积分为

∫
Ｓ
（ × Ａ）·ｄＳ ＝ ∫

Ｓ
（４ ａｘ ＋ ２ ａｙ ＋ ３ ａｚ）·ａｒｄＳｒ

将式 ａｒ ＝ａｘｓｉｎθｃｏｓφ＋ａｙｓｉｎθｓｉｎφ＋ａｚｃｏｓθ 代入上式，得

∫
Ｓ

× Ａ·ｄＳ ＝ ∫２π
０
∫

π
２

０
（４ｓｉｎθｃｏｓφ ＋ ２ｓｉｎθｓｉｎφ ＋ ３ｃｏｓθ）２２ｓｉｎθｄθｄφ ＝ １２π

于是有

∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∫

Ｓ
（ × Ａ）·ｄＳ

斯托克斯定理得以验证。

１􀆰 ７　 亥姆霍兹定理

１􀆰 ７􀆰 １　 无散场与无旋场

由 １􀆰 ５ 节和 １􀆰 ６ 节可知，矢量场的散度与旋度反映了产生矢量场的源。 任一矢量场，由散

度源和旋度源其中之一产生，或由散度源和旋度源共同产生。 散度处处为零的矢量场称为无

散场，旋度处处为零的矢量场称为无旋场。
利用散度和旋度的表示式可以证明，任意矢量场 Ａ 的旋度的散度等于零，即：
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· ×Ａ＝ ０ （１－７－１）
由于无散场的散度处处为零，即有 ·Ｆ＝ ０，与式（１－７－１）对比可知：无散场可以表示为另

一个矢量场的旋度。 恒定磁场是一个有旋无散场，因此磁感应强度 Ｂ 可以表示为矢量磁位 Ａ
的旋度，即 Ｂ＝ ×Ａ。

利用梯度和旋度的表示式可以证明，任意标量场 Φ 的梯度的旋度等于零，即
× Φ＝ ０ （１－７－２）

由于无旋场的旋度处处为零，即有 ×Ｆ＝ ０，与式（１－７－２）对比可知：无旋场可以表示为另

一个标量场的梯度。 静电场是一个有散无旋场，因此电场强度 Ｅ 可以表示为标量电位 Φ 的梯

度，即 Ｅ＝ － Φ。 由斯托克斯定理， ∮
ｌ
Ｆ·ｄｌ ＝ ０，线积分和路径无关，即无旋场是保守场。

１􀆰 ７􀆰 ２　 亥姆霍兹定理

若矢量场 Ｆ（ｒ）在无限区域中处处为单值，其导数连续有界，源分布在有限区域 ′中，则当

矢量场的散度及旋度给定后，矢量场 Ｆ（ｒ）可表示为

Ｆ（ｒ）＝ － Φ（ｒ） ＋ ×Ａ（ｒ） （１－７－３）
其中

Φ（ｒ） ＝ １
４π ∫ ′

′·Ｆ（ｒ′）
ｒ － ｒ′

ｄ ′ （１－７－４）

Ａ（ｒ） ＝ １
４π ∫ ′

′ × Ｆ（ｒ′）
ｒ － ｒ′

ｄ ′ （１－７－５）

上述关系称为亥姆霍兹定理。 亥姆霍兹定理表明：
（１） 无限空间中的矢量场被其散度和旋度唯一地确定；
（２） 它给出了矢量场与其散度和旋度之间的定量关系，即场与源的关系；
（３） 计算 Φ（ｒ）和 Ａ（ｒ）的式（１－７－４）、式（１－７－５）仅适用于无限大空间中的矢量场；
（４） 梯度场是无旋场，旋度场是无散场，式（１－７－３）表明，任一矢量场均可表示为一个无

旋场和一个无散场之和。
亥姆霍兹定理为研究矢量场提供了最基本的方法，如果某一矢量场的散度和旋度已知，即

可求出该矢量场。 因此，确定矢量场的散度和旋度是研究矢量的首要问题。 对于无限大空间，
如果矢量场的散度和旋度均为零，矢量场也随之消失。

１􀆰 ８　 ＭＡＴＬＡＢ 应用分析

【例 １－８－１】 　 已知标量场 ｚ＝ｅ－ρ２，计算梯度场 ｚ。 使用 ＭＡＴＬＡＢ 画出该标量场及其等值

面，以及梯度场 ｚ。
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【解】 ｚ＝ －２ｘｅ－（ｘ２＋ｙ２）ａｘ－２ｙｅ
－（ｘ２＋ｙ２）ａｙ

使用 ＭＡＴＬＡＢ 函数画出场图，标量场 ｚ 如图 １－８－１（ａ）所示，其等值面如图 １－８－１（ｂ）所
示，图（ｂ）中的箭头的方向、长度和分布表示梯度场 ｚ。 在ＭＡＴＬＡＢ 中，使用函数 ｇｒａｄｉｅｎｔ 计算

梯度场，使用函数 ｃｏｎｔｏｕｒ 计算并画出等值面，使用函数 ｑｕｉｖｅｒ 画出矢量场。

标量场

　 　

图 １－８－１　 标量场 ｚ 和等值面及 ｚ 图

【例 １－８－２】 　 已知矢量场 Ａ＝ ρｅ－ρ２ａρ，计算散度 ·Ａ。 使用 ＭＡＴＬＡＢ 画出该矢量场，以及

散度 ·Ａ 的等值面。

【解】 ·Ａ＝ １
ρ

􀆟
􀆟 ρ

ρＡρ( ) ＝ １
ρ

􀆟
􀆟 ρ

ρ２ｅ－ρ２( ) ＝（２－２ρ２）ｅ－ρ２

使用 ＭＡＴＬＡＢ 函数画出场图，矢量场 Ａ 的二维图如图 １－８－２（ａ）所示，散度 ·Ａ 的等值

面如图 １－８－２（ｂ）所示。 在 ＭＡＴＬＡＢ 中，使用函数 ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ 计算散度。

矢量场

　 　

图 １－８－２　 矢量场 Ａ 和散度 ·Ａ 等值面图

【例 １－８－３】 　 已知矢量场 Ａ＝ ρｅ－ρ２ａφ，计算旋度 ×Ａ。 使用 ＭＡＴＬＡＢ 画出该矢量场，以及

旋度 ×Ａ 的 ｚ 分量的等值面。
【解】
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×Ａ＝

ａρ

ρ
ａφ

ａｚ

ρ
􀆟
􀆟 ρ

􀆟
􀆟 φ

􀆟
􀆟 ｚ

Ａρ ρＡφ Ａｚ

＝
ａｚ

ρ
􀆟
􀆟 ρ

ρ２ｅ－ρ２( ) ＝ａｚ（２－２ρ２）ｅ－ρ２

使用 ＭＡＴＬＡＢ 函数画出场图，矢量场 Ａ 的二维图如图 １－８－３（ａ）所示，旋度 × Ａ 的 ｚ 分
量的等值面如图 １－８－３（ｂ）所示。 在 ＭＡＴＬＡＢ 中，使用函数 ｃｕｒｌ 计算旋度。

图 １－８－３　 矢量场 Ａ 和旋度 ×Ａ 的 ｚ 分量的等值面图

　 　
矢量场

小　 　 结

１􀆰 标量场和矢量场的概念

一个函数能在空间某区域中各点表征一个物理存在称为一个场。 标量场在区域中各点的

物理特性用一个数来描述；矢量场则对区域中各点的物理特性同时用大小和方向来描述。

２􀆰 矢量的标量积和矢量积

点积（标量积）： Ａ·Ｂ＝ＡＢｃｏｓθ
直角坐标：　 　 　 　 　 Ａ·Ｂ＝ＡｘＢｘ＋ＡｙＢｙ＋ＡｚＢｚ

圆柱坐标： Ａ·Ｂ＝ＡρＢρ＋ＡφＢφ＋ＡｚＢｚ

球坐标： Ａ·Ｂ＝ＡｒＢｒ＋ＡθＢθ＋ＡφＢφ

叉积（矢量积）： Ａ×Ｂ＝ ＡＢｓｉｎθ ａｎ

直角坐标： Ａ×Ｂ＝
ａｘ ａｙ ａｚ

Ａｘ Ａｙ Ａｚ

Ｂｘ Ｂｙ Ｂｚ
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圆柱坐标： Ａ×Ｂ＝
ａρ ａφ ａｚ

Ａρ Ａφ Ａｚ

Ｂρ Ｂφ Ｂｚ

球坐标： Ａ×Ｂ＝
ａｒ ａθ ａφ

Ａｒ Ａθ Ａφ

Ｂｒ Ｂθ Ｂφ

３􀆰 梯度、散度、旋度和拉普拉斯微分

标量场的梯度： Ф

直角坐标： Φ＝ａｘ
􀆟Φ
􀆟 ｘ

＋ａｙ
􀆟Φ
􀆟 ｙ

＋ａｚ
􀆟Φ
􀆟 ｚ

圆柱坐标： Φ＝ａρ
􀆟Φ
􀆟 ρ

＋ａφ
１
ρ
􀆟Φ
􀆟 φ

＋ａｚ
􀆟Φ
􀆟 ｚ

球坐标： Φ＝ａｒ
􀆟Φ
􀆟 ｒ

＋ａθ
１
ｒ
􀆟Φ
􀆟 θ

＋ａφ
１

ｒｓｉｎθ
􀆟Φ
􀆟 φ

矢量场的散度： ·Ａ

直角坐标： ·Ａ＝
􀆟 Ａｘ

􀆟 ｘ
＋
􀆟 Ａｙ

􀆟 ｙ
＋
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｚ

圆柱坐标： ·Ａ＝ １
ρ

􀆟
􀆟 ρ

（ρＡρ） ＋ １
ρ

􀆟 Ａφ

􀆟 φ
＋
􀆟 Ａｚ

􀆟 ｚ

球坐标： ·Ａ＝ １
ｒ２

􀆟
􀆟 ｒ

（ ｒ２Ａｒ） ＋ １
ｒｓｉｎθ

􀆟
􀆟 θ

（ｓｉｎθＡθ） ＋ １
ｒｓｉｎθ

􀆟 Ａφ

􀆟 φ
矢量场的旋度： ×Ａ

直角坐标： ×Ａ＝

ａｘ ａｙ ａｚ

􀆟
􀆟 ｘ

􀆟
􀆟 ｙ

􀆟
􀆟 ｚ

Ａｘ Ａｙ Ａｚ

圆柱坐标： ×Ａ＝ １
ρ

ａρ ρ ａφ ａｚ

􀆟
􀆟 ρ

􀆟
􀆟 φ

􀆟
􀆟 ｚ

Ａρ ρＡφ Ａｚ

球坐标： ×Ａ＝ １
ｒ２ｓｉｎθ

ａｒ ｒ ａθ ｒｓｉｎθ ａφ

􀆟
􀆟 ｒ

􀆟
􀆟 θ

􀆟
􀆟 φ

Ａｒ ｒＡθ ｒｓｉｎθＡφ
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标量场的拉普拉斯微分： ２Φ

直角坐标： ２Φ＝􀆟 ２Φ
􀆟 ｘ２

＋ 􀆟 ２Φ
􀆟 ｙ２

＋ 􀆟 ２Φ
􀆟 ｚ２

圆柱坐标： ２Φ＝ １
ρ

􀆟
􀆟 ρ

ρ 􀆟Φ
􀆟 ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

ρ２

􀆟 ２Φ
􀆟 φ２

＋ 􀆟 ２Φ
􀆟 ｚ２

球坐标： ２Φ＝ １
ｒ２

􀆟
􀆟 ｒ

ｒ２ 􀆟Φ
􀆟 ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

ｒ２ｓｉｎθ
􀆟
􀆟 θ

ｓｉｎθ 􀆟Φ
􀆟 θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

ｒ２ ｓｉｎ２θ
􀆟 ２Φ
􀆟 φ２

４􀆰 定理和矢量恒等式：

散度定理： ∮
Ｓ
Ａ·ｄＳ ＝ ∫ ·Ａｄ

斯托克斯定理： ∮
Ｃ
Ａ·ｄｌ ＝ ∫

Ｓ
（ × Ａ）·ｄＳ

亥姆霍兹定理： Ｆ（ｒ）＝ － Φ（ｒ）＋ ×Ａ（ｒ）

式中 Φ（ｒ） ＝ １
４π ∫ ′

′·Ｆ（ｒ′）
ｒ － ｒ′

ｄ ′

Ａ（ｒ） ＝ １
４π ∫ ′

′ × Ｆ（ｒ′）
ｒ － ｒ′

ｄ ′

矢量斯托克斯定理： ∫ （ × Ａ）ｄ ＝ － ∮
Ｓ
Ａ × ｄＳ

二阶微分： · ×Ａ＝ ０
× Φ＝ ０
· Φ＝ ２Φ
２Ａ＝ ·Ａ－ × ×Ａ

含标量乘积的微分： （ ｆｇ）＝ ｆ ｇ ＋ｇ ｆ
·（ ｆＡ）＝ ｆ ·Ａ ＋Ａ· ｆ
×（ ｆＡ）＝ ｆ ×Ａ ＋ ｆ ×Ａ

含矢量积的微分： ·（Ａ ×Ｂ）＝ Ｂ·（ ×Ａ） －Ａ·（ ×Ｂ）
×（Ａ ×Ｂ）＝ Ａ ·Ｂ －Ｂ ·Ａ ＋（Ｂ· ）Ａ －（Ａ· ）Ｂ

混合积： Ａ·（Ｂ ×Ｃ）＝ Ｂ·（Ｃ ×Ａ）＝ Ｃ·（Ａ ×Ｂ）
二重矢量积： Ａ ×（Ｂ ×Ｃ）＝ Ｂ（Ａ·Ｃ）－Ｃ（Ａ·Ｂ）

思考与练习

１􀆰 给出一些标量和矢量的例子。
２􀆰 指出 Ａ·Ｂ＝ ０ 和 Ａ ×Ｂ＝ ０ 的所有条件。
３􀆰 Ａ·Ｂ ×Ｃ＝ ０ 含义是什么？
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４􀆰 化简（Ａ ＋Ｂ）·（Ｂ ＋Ｃ）×（Ｃ ＋Ａ）。
５􀆰 参考矢量 ａ１、ａ２和 ａ３成为正交系统需要什么条件？
６􀆰 简述你对标量场和矢量场概念的理解，并举例说明。
７􀆰 微分元有哪几个？ 在直角、圆柱和球坐标下是如何表示的？
８􀆰 梯度和方向导数有何关系？ 叙述梯度的几何及物理意义，写出梯度在直角坐标下的表

示式。
９􀆰 解释矢量场的通量，通量的正、负和零分别表示什么意义？
１０􀆰 给出散度的定义、物理意义，散度的正、负和零分别表示什么意义？
１１􀆰 什么是矢量场的环量？ 环量的正、负和零分别表示什么意义？
１２􀆰 给出旋度的定义、物理意义，旋度为零和不为零分别表示什么意义？

习　 　 题

１􀆰 已知矢量 Ａ＝ａｘ２ －ａｙ３ ＋ａｚ４，Ｂ＝ａｘ３ ＋ａｙ２ ＋ａｚ，求矢量 Ｃ＝Ｂ－Ａ 的模、方向余弦及单位矢

量。 使用 ＭＡＴＬＡＢ 检查答案。
２􀆰 已知三个矢量分别为：Ａ＝ａｘ＋ａｙ２－ａｚ３；Ｂ＝ －ａｙ４＋ａｚ；Ｃ＝ａｘ５－ａｚ２。 试求：（１） Ａ 、 Ｂ 、

Ｃ ；（２） 单位矢量ａＡ、ａＢ、ａＣ；（３） Ａ·Ｂ、Ａ·Ｃ；（４） Ａ×Ｂ；（５） （Ａ×Ｂ） ×Ｃ 及 Ａ×（Ｂ×Ｃ）；
（６） （Ａ×Ｂ）·Ｃ 及（Ａ×Ｃ）·Ｂ。 使用 ＭＡＴＬＡＢ 检查答案。

３􀆰 证明（Ａ ×Ｂ）·（Ｃ ×Ｄ）＝ （Ａ·Ｃ）（Ｂ·Ｄ）－（Ａ·Ｄ）（Ｂ·Ｃ）。
４􀆰 证明（Ａ ×Ｂ）·（Ｂ ×Ｃ）×（Ｃ ×Ａ）＝ （Ａ·Ｂ ×Ｃ） ２。
５􀆰 已知空间三角形的顶点在坐标为 Ｏ（０，０，０）、Ｐ１（１，４，３）、Ｐ２（４，２，－４）。 试问：（１） 该

三角形是否直角三角形？ （２） 计算该三角形的面积。 使用 ＭＡＴＬＡＢ 检查答案。
６􀆰 已知矢量 Ａ＝ａｘ２ ＋ａｙ３ －ａｚ４；Ｂ＝ －ａｘ６ －ａｙ４ ＋ａｚ；Ｃ＝ａｘ－ａｙ＋ａｚ。 试求：（１） Ａ、Ｂ 之间的夹

角；（２） Ａ×Ｂ 在 Ｃ 上的分量。 使用 ＭＡＴＬＡＢ 检查答案。
７􀆰 求以矢量 Ａ＝ －ａｘ２－ａｙ３＋ａｚ，Ｂ＝ａｘ２－ａｙ５＋ａｚ３ 和 Ｃ＝ａｘ４－ａｙ２＋ａｚ６ 为邻边构成的平行六

面体的体积。 使用 ＭＡＴＬＡＢ 检查答案。
８􀆰 计算在圆柱坐标系中 Ｐ（５，π ／ ６，５）和 Ｑ（２，π ／ ３，４）两点之间的距离。
９􀆰 求球坐标中 Ｐ（１０，π ／ ４，π ／ ３）和 Ｑ（２，π ／ ２，π）两点之间的距离。 并求从点 Ｐ 到点 Ｑ 的

距离矢量。
１０􀆰 求点（６，－４，４）至连接点（２，１，２）与点（３，－１，４）之直线的最短距离。

１１􀆰 若 Ｆ＝ａｘｘ，沿下列三条路径分别计算 ∫
ｌ
Ｆ·ｄｌ ：（１） 在 ｘｙ 平面沿 ｘ 轴从 ｘ ＝ ０ 到 ｘ ＝ １；

（２） 沿半径为 １ 从 φ＝ ０ 到 φ＝π ／ ２ 的圆弧；（３） 沿 ｙ 轴从 ｙ＝ １ 到 ｙ＝ ０。

１２􀆰 若 Ａ＝ａｘｚ＋ａｙｘ－ａｚ３ｙ２ｚ，求通量 ∮
Ｓ
Ａ·ｄＳ 。 其中 Ｓ 为圆柱面 ｘ２＋ｙ２ ＝ １６ 在第一象限中与
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ｘ＝ ０，ｙ＝ ０ 及 ｚ＝ ０ 和 ｚ＝ ５ 平面所围成的闭合面。
１３􀆰 球心在原点半径为 ａ 的球内充满体密度 ρｆ ＝ ｋｒ２（ｋ 为常数）的电荷。 求半径为 ａ ／ ２ 的

球面所包围的电荷量和总电量。
１４􀆰 证明：如果 Ｐ·Ａ＝Ｐ·Ｂ 且 Ｐ ×Ａ＝Ｐ ×Ｂ，则 Ａ＝Ｂ。
１５􀆰 根据算符 的矢量特性，推导下列公式：
（１） （Ａ·Ｂ）＝ Ｂ ×（ ×Ａ） ＋（Ｂ· ）Ａ ＋Ａ ×（ ×Ｂ）＋（Ａ· ）Ｂ；
（２） ·（Ｅ ×Ｈ）＝ Ｈ· ×Ｅ－Ｅ· ×Ｈ。
１６􀆰 证明在圆柱坐标系：

􀆟 ２

􀆟 ｘ２
＋ 􀆟 ２

􀆟 ｙ２
＝ １
ρ２ ρ 􀆟

􀆟 ρ
ρ 􀆟
􀆟 ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ 􀆟 ２

􀆟 φ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

习题 １７ 解答

１７􀆰 求 ｆ＝ ３ｘ２ｙ － ｘｙ ＋ ｚ２ 在（１，－１，１）点沿曲线 Ｃ 的 ｘ 增加一方的方向导数。
已知 Ｃ 的曲线方程为：

ｙ＝ －ｘ２

ｚ＝ ｘ３{
１８􀆰 已知二维标量场 ｆ＝ ｙ２－ｘ。 （１） 问 ｆ 的等值面是何种曲面？ 并在 ｘｙ 平面上画出 ｆ 的等

值线族；（２） 求 ｆ；（３） 任取一个回路 Ｃ，计算 ∮
Ｃ

ｆ·ｄｌ 。

１９􀆰 试求 ∮
Ｓ
ａｒ３ｓｉｎθ·ｄＳ ，式中 Ｓ 为球心位于原点，半径为 ５ 的球面。

２０􀆰 若矢量 Ａ＝ａｒ
ｃｏｓ２φ
ｒ３

， １＜ｒ＜２，试求 ∫ ·Ａｄ ，式中 为 Ａ 所在区域。

２１􀆰 应用斯托克斯定理证明 ∫
Ｓ

Ψ × ｄＳ ＝ － ∮
Ｃ
Ψ ｄｌ 。

２２􀆰 在由坐标面 ρ＝ ５，ｚ ＝ ０，ｚ ＝ ２ 围成的圆柱形区域中，对矢量 Ａ ＝ ａρρ２ ＋ ａｚ２ｚ 验证散度

定理。
２３􀆰 在矢量场 Ａ＝ －ａｘｙ＋ａｙｘ 中有一矩形回路 Ｃ：（０，０）→（３，０）→（３，４）→（０，４）→（０，０）。

对回路 Ｃ 及其围成的矩形面积 Ｓ 验证斯托克斯定理。
２４􀆰 有三个矢量场：

Ａ＝ａｒｓｉｎθｃｏｓφ ＋ａθｃｏｓθｃｏｓφ －ａφｓｉｎφ
Ｂ＝ａρｚ２ｓｉｎφ ＋ａφｚ２ｃｏｓφ ＋ａｚ２ρｚｓｉｎφ
Ｃ＝ａｘ（３ｙ２－ ２ｘ） ＋ａｙｘ２＋ａｚ２ｚ

（１） 其中哪些场可以表示为一个标量场的梯度场？ 哪些场可以表示为一个矢量场的旋

度场？
（２） 求出这些矢量场的源分布。
２５􀆰 已知无限大空间矢量场 ·Ｆ＝ ｑδ（ｒ）， ×Ｆ＝ ０，试求该矢量场。
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研究型拓展题目

矢量场的特性主要用矢量的散度和旋度来描述，深刻理解散度和旋度的物理意义和计算

方法是学好电磁场理论的根本。
在研究标量场的梯度时，定义了一个矢量微分算子———那勃勒算子，它在正交坐标系中的

表达式为：

＝ａ１
􀆟

ｈ１􀆟 ｕ１
＋ａ２

􀆟
ｈ２􀆟 ｕ２

＋ａ３
􀆟

ｈ３􀆟 ｕ３

试由散度和旋度的定义式证明：散度可以表示为 与矢量场 Ａ 的点乘，旋度可以表示为

与矢量场 Ａ 的叉乘，即：

ｄｉｖ Ａ＝ １
ｈ１ｈ２ｈ３

􀆟 （ｈ２ｈ３Ａ１）
􀆟 ｕ１

＋
􀆟 （ｈ１ｈ３Ａ２）

􀆟 ｕ２
＋
􀆟 （ｈ１ｈ２Ａ３）

􀆟 ｕ３

é
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