
 

练习16 罗尔中值定理

理解罗尔(Rolle)中值定理,会构造辅助函数,利用罗尔中值定理证明相关中值问题或

方程解的存在性.

  1.
 

已知①f(x)=x②f(x)=|x|③f(x)=x2④f(x)=x3⑤f(x)=
x2

x
,则上面函数

中在区间[-1,1]上满足罗尔中值定理条件的有 ,存在ξ∈
(-1,1),使得f'(ξ)=0的有 ,任给ξ∈(-1,1),有f'(ξ)≠0
或f'(ξ)不存在的有 .

【答案】 ③,③④,①②⑤.

  2.
 

已知函数f(x)=(x-1)(x-2)(x-3)(x-4),则方程f'(x)=0有 个实

根,这些根从小到大所在区间依次为 .
 

【参考解答】 易知f'(x)=0是一个三元方程,最多只有3个实根.由于

f(1)=f(2)=f(3)=f(4)=0,
由罗尔中值定理可知存在ξ1∈(1,2),ξ2∈(2,3),ξ3∈(3,4),使得

f'(ξ1)=f'(ξ2)=f'(ξ3)=0,
所以方程f'(x)=0有3个实根,分别在区间(1,2),(2,3),(3,4)内.

  3.
 

(1)
 

设函数f(x),g(x)在[a,b]上连续,在(a,b)内可导,且f(a)=f(b)=0,为证

明方程f'(x)g(x)+f(x)g'(x)=0在(a,b)内有解,可构造辅助函数F(x)= ,
则F(x)在区间 上满足罗尔中值定理.
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  (2)
  

设f(x)可导,λ 为实数,为证明f(x)的任意两个零点 m,n(m<n)之间必有

λf(x)+f'(x)的零点,可构造辅助函数F(x)= ,则F(x)在区间 上满足

罗尔中值定理.
(3)

  

设f(x)可导,α>0为实数,f(a)=0,(a>0),为证明存在ξ∈(0,a),使得

f'(ξ)=-
αf(ξ)

ξ
,可构造辅助函数F(x)= ,则F(x)在区间 上满足罗尔

中值定理.
【答案】 (1)

 

f(x)g(x),[a,b] (2)
 

eλxf(x),[m,n] (3)
 

xαf(x),[0,a].
 

【参考解答】 (1)
 

令F(x)=f(x)g(x),则F(x)在[a,b]上连续,(a,b)内可导,

且F(a)=f(a)·g(a)=f(b)·g(b)=F(b)=0,由罗尔中值定理知,存在ξ∈(a,b)使得

F'(ξ)=0,所以f'(x)g(x)+f(x)g'(x)=0在(a,b)内有解.
(2)

 

令F(x)=eλxf(x),则F(x)在[m,n]上连续,(m,n)内可导,且由f(m)=f(n)=0,
有F(m)=F(n)=0,所以至少存在一点ξ∈(m,n),使得 F'(ξ)=0,即λeλξf(ξ)+
eλξf'(ξ)=0,又eλξ≠0,即λf(ξ)+f'(ξ)=0成立,即ξ∈(m,n)为λf(x)+f'(x)的零点.

(3)
  

f'(ξ)=-
αf(ξ)

ξ
即αf(ξ)+ξf'(ξ)=0.令F(x)=xαf(x),则F(x)在[0,a]上连

续,(0,a)内可导,且F(0)=F(a)=0,由罗尔中值定理可知,存在ξ∈(0,a)使得F'(ξ)=

0,即αξα-1f(ξ)+ξαf'(ξ)=0,又ξ≠0,即有f'(ξ)=-
αf(ξ)

ξ
成立.

  4.
 

设a,b,c为实数,求证:
 

方程4ax3+3bx2+2cx=a+b+c在(0,1)内至少有一个根.
 

【参考证明】 令f(x)=ax4+bx3+cx2-(a+b+c)x.显然f(0)=f(1)=0,于

是由罗尔中值定理知,存在ξ∈(0,1),使得f'(ξ)=0,即
4aξ3+3bξ2+2cξ-(a+b+c)=0,

即方程4ax3+3bx2+2cx=a+b+c在(0,1)内至少存在一个根ξ.

  5.
 

设函数f(x)在(a,b)内可导,且f'(x)≠1.试证明f(x)在(a,b)内至多只有一个

不动点,即方程f(x)=x 在(a,b)内至多只有一个实数根.
 

【参考证明】 (反证法) 假设方程f(x)=x 存在两个根m,n(a<m<n<b),令

F(x)=f(x)-x,则F(x)在[m,n]上连续,(m,n)内可导,且F(m)=F(n)=0,于是由罗

尔中值定理知,存在c∈(m,n)⊂(a,b),使得F'(ξ)=f'(ξ)-1=0,即f'(ξ)=1,与已知中

f'(x)≠1矛盾,故假设不成立,所以方程f(x)=x 在(a,b)内至多只有一个实数根.

  6.
 

证明:
 

方程2x=x2+1有且仅有3个实根.
 

【参考证明】 令f(x)=2x-x2-1,则有f(0)=0,f(1)=0,又

f(4)=-1<0, f(5)=6>0,
由零点定理知存在一点c∈(4,5),使得f(c)=0.由此可知方程2x=x2+1至少有3个实

根.假设方程2x=x2+1有4个实根ξ1<ξ2<ξ3<ξ4,即有
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f(ξ1)=f(ξ2)=f(ξ3)=f(ξ4)=0,
则由罗尔中值定理知存在η1∈(ξ1,ξ2),η2∈(ξ2,ξ3),η3∈(ξ3,ξ4),使得

f'(η1)=f'(η2)=f'(η3)=0,
由罗尔中值定理知存在c1∈(η1,η2),c2∈(η2,η3),使得f″(c1)=f″(c2)=0,存在ξ∈(c1,c2),使
得f‴(ξ)=0.又f'(x)=2x(ln2)-2x,f″(x)=2x(ln2)2-2,f‴(x)=2x(ln2)3≠0.所以假

设不成立.综上可得结论成立.

  7.设函数f(x)在区间[0,1]上连续,在(0,1)内可导,f(0)=f(1)=0,f
1
2  =1,试证:

 

(1)
 

存在η∈
1
2
,1  ,使f(η)=η;

 

(2)
 

对任意实数λ,必存在ξ∈(0,η),使得f'(ξ)-λ[f(ξ)-ξ]=1.
  

【参考证明】 (1)
 

令Φ(x)=f(x)-x,则Φ(x)在[0,1]连续,又

Φ(1)=-1<0, Φ
1
2  =12 >0.

故由零点定理知,存在η∈
1
2
,1  ,使得Φ(η)=f(η)-η=0,即f(η)=η.

(2)
 

令F(x)=e-λxΦ(x)=e-λx f(x)-x  ,则F(x)在[0,η]上连续,在(0,η)内可

导,且F(0)=F(η)=e-ληΦ(η)=0,即F(x)在[0,η]上满足罗尔中值定理的条件,故存在

ξ∈(0,η),使得F'(ξ)=0,即
 

e-λξ{f'(ξ)-λ[f(ξ)-ξ]-1}=0.
由于ex>0,故有

 

f'(ξ)-λ[f(ξ)-ξ]=1.

  8.
 

设函数f(x),g(x)在[a,b]上连续,在(a,b)内二阶可导且存在相等的最大值,又

f(a)=g(a),f(b)=g(b),证明:
 

(1)
 

存在η∈(a,b),使得f(η)=g(η);
  

(2)
 

存在ξ∈(a,b),使得f″(ξ)=g″(ξ).
 

【参考证明】 (1)
 

构造辅助函数F(x)=f(x)-g(x),因为f(x),g(x)在(a,b)

内具有相等的最大值M,不妨设f(x1)=M,g(x2)=M.
 

若x1=x2,取η=x1,则F(η)=
0;

 

若x1≠x2,不妨设x1<x2,则F(x)在[x1,x2]上连续,且
F(x1)=f(x1)-g(x1)>0, F(x2)=f(x2)-g(x2)<0,

由零点定理可得存在η∈(x1,x2)⊂(a,b),使F(η)=0,即f(η)=g(η).
 

(2)
 

由已知条件及(1)可知,F(a)=F(η)=F(b)=0.于是函数F(x)分别在区间

[a,η],[η,b]上运用罗尔中值定理可知,存在ξ1∈(a,η),ξ2∈(η,b),使得

F'(ξ1)=F'(ξ2)=0.
再对F'(x)在区间[ξ1,ξ2]上应用罗尔中值定理可知,存在ξ∈(ξ1,ξ2)⊂(a,b),使得

F″(ξ)=0,即f″(ξ)=g″(ξ).

  1.假设函数f(x)和g(x)在[a,b]上存在二阶导数,并且f(a)=f(b)=g(a)=
g(b)=0,g″(x)≠0.试证:

 

(1)在开区间(a,b)内g(x)≠0;
 

(2)在开区间(a,b)内至少存在

一点ξ,使
f(ξ)
g(ξ)

=f
″(ξ)
g″(ξ)

.
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【参考证明】 (1)
 

证明在一个区间上函数值都不等于0,适合考虑反证法.假设存

在一点x0∈(a,b),使得g(x0)=0,则由已知条件g(a)=g(b)=0,分别在[a,x0],[x0,b]上
使用罗尔中值定理,则存在ξ1∈(a,x0),ξ2∈(x0,b),使得g'(ξ1)=g'(ξ2);

 

由于g(x)二
阶可导,于是在[ξ1,ξ2]上由罗尔中值定理知,存在点ξ∈(ξ1,ξ2),使得g″(ξ)=0,与已知条

件g″(x)≠0矛盾.所以在开区间(a,b)内,g(x)≠0成立.

(2)
 

将需要验证的等式变形改写,有f(ξ)
g(ξ)

=f
″(ξ)
g″(ξ)

⇔f(ξ)g″(ξ)-g(ξ)f″(ξ)=0.于是

令F(x)=f(x)g'(x)-g(x)f'(x),显然F(x)在[a,b]上连续,(a,b)可导,且F(a)=
F(b)=0,于是由罗尔中值定理可知,存在ξ∈(a,b),使得F'(ξ)=0,有

f(ξ)g″(ξ)-g(ξ)f″(ξ)=0,即
 f(ξ)
g(ξ)

=f″(ξ)
g″(ξ)

.

  2.设函数f(x)在区间[a,b]上具有二阶导数,且f(a)=f(b)=0,f'+(a)f'-(b)>0.
证明:

 

存在ξ∈(a,b)和η∈(a,b),使f(ξ)=0及f″(η)=0.
  

【参考证明】 不妨设f'+(a)>0,f'-(b)>0,即lim
x→a+

f(x)
x-a>0

,lim
x→b-

f(x)
x-b>0.

于

是由极限的保号性,可知存在0<δ1,δ2<
b-a
2
,当x1∈(a,a+δ1)和x2∈(b-δ2,b)有

f(x1)>0及f(x2)<0.所以在闭区间[x1,x2]上由零点定理知,存在ξ∈(x1,x2)⊂(a,b),使
得f(ξ)=0.

 

由f(a)=f(ξ)=f(b)=0,则f(x)分别在[a,ξ],[ξ,b]上满足罗尔中值定理的条件,
于是,存在ξ1∈(a,ξ)和ξ2∈(ξ,b),使得f'(ξ1)=f'(ξ2)=0.进一步函数f'(x)在区间

[ξ1,ξ2]满足罗尔中值定理的条件,于是存在η∈(ξ1,ξ2)⊂(a,b),使f″(η)=0.
【注】 对于第一问也可以考虑反证法.

 

即假设不存在ξ∈(a,b),使得f(ξ)=0,则在

(a,b)上恒有f(x)>0或f(x)<0.
 

不妨设f(x)>0,则

f'+(a)=lim
x→a+

f(x)-f(a)
x-a =lim

x→a+

f(x)
x-a≥0

,

f'-(b)=lim
x→b-

f(x)-f(b)
x-b =lim

x→b-

f(x)
x-b≤0

,

故f'+(a)f'-(b)≤0与已知f'+(a)f'-(b)>0矛盾,故假设不成立,即存在ξ∈(a,b),使得

f(ξ)=0.

  3.
 

证明达布中值定理:
 

设函数f(x)在[a,b]上可导,且f'+(a)≠f'-(b),η 是介于

f'+(a)与f'-(b)之间的任一实数,则至少存在一点ξ∈(a,b),使得f'(ξ)=η.
 

【参考证明】 设F(x)=f(x)-ηx,则F(x)在[a,b]上可导,且

F'+(a)·F'-(b)=[f'+(a)-η]·[f'-(b)-η]<0.
  【法1】 不妨设F'+(a)>0,F'-(b)<0,则由极限的定义,有

F'+(a)=lim
x→a+

F(x)-F(a)
x-a >0 F'-(b)=lim

x→b-

F(x)-F(b)
x-b <0,

故存在δ>0,当x∈(a,a+δ)时,有F(x)>F(a);
 

当x∈(b-δ,b)时,有F(x)>F(b).
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因为函数F(x)在[a,b]上可导,故F(x)在[a,b]上连续,必有最小值m 及最大值M,且此

时最大值在(a,b)内取得,即存在ξ∈(a,b),使得F(ξ)=M,从而由费马引理可知F'(ξ)=
0,即f'(ξ)-η=0,得所证结论成立.

【法2】 设F(x)=f(x)-ηx,则F(x)在[a,b]上可导.
 

(1)
  

如果F(a)=F(b),则由罗尔中值定理可知,存在ξ∈(a,b),使得

F'(ξ)=f'(ξ)-η=0,
即所证结论成立.

(2)
  

如果F(a)≠F(b),不妨设F(a)>F(b),若F'+(a)>0,则存在δ>0,当x∈(a,

a+δ)时,有F(x)>F(a)>F(b),由闭区间上连续函数的介值定理可知,存在c∈(x,b)⊂
(a,b),使得F(c)=F(a),故由罗尔中值定理可知,存在ξ∈(a,c)⊂(a,b),使得F'(ξ)=
f'(ξ)-η=0.若F'-(b)>0,则存在δ>0,当x∈(b-δ,b)时,有F(x)<F(b)<F(a),由
闭区间上连续函数的介值定理可知,存在c∈(a,x)⊂(a,b),使得F(c)=F(b),故由罗尔

中值定理可知,存在ξ∈(c,b)⊂(a,b),使得F'(ξ)=f'(ξ)-η=0.
综上即得所证结论成立.
【注】 该题结论为“达布中值定理”,也就是通常说的达布定理.如果不是专门需要证

明该结论,一般在说明定理名称的情况下,可以直接应用定理结论验证其他命题.

  4.
 

设函数f(x)在区间[0,1]上具有二阶导数,且f(1)>0,lim
x→0+

f(x)
x <0.证明:

 

(1)
  

方程f(x)=0在区间(0,1)内至少存在一个实根;
 

(2)
  

方程f(x)f″(x)+[f'(x)]2=0在区间(0,1)内至少存在两个不同的实根.
 

【参考证明】 (1)
 

由lim
x→0+

f(x)
x <0和极限保号性可知,存在0<δ<1,当x∈(0,δ)

时有f(x)
x <0,取x0∈(0,δ),则有f(x0)<0.所以f(x)区间[x0,1]连续,且f(x0)f(1)<0,

有零点定理可知,存在ξ∈(x0,1)⊂(0,1),使得f(ξ)=0,即方程f(x)=0在区间(0,1)内
至少存在一个实根.

(2)
  

由lim
x→0+

f(x)
x <0及f(x)在[0,1]连续可知,f(0)=lim

x→0+
f(x)=0,于是f(x)在

[0,ξ]上满足罗尔中值定理,存在η∈(0,ξ),使得f'(η)=0.设F(x)=f(x)f'(x),则有

F(0)=F(η)=F(ξ)=0,在[0,η],[η,ξ]满足罗尔中值定理的条件,存在c1∈(0,η),c2∈
(η,ξ),使得F'(c1)=0,F'(c2)=0,于是方程F'(x)=0,即f(x)f″(x)+[f'(x)]2=0在

区间(0,1)内至少存在两个不同的实根.
【注】 此题的关键是[f(x)f'(x)]'=f(x)f″(x)+[f'(x)]2.与此类似的常用的导

数恒等式有

[xf(x)]'=xf'(x)+f(x), [xnf(x)]'=xn-1[xf'(x)+nf(x)],

f(x)
x

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 '=
xf'(x)-f(x)

x2
, f(x)

xn
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 '=

xf'(x)-nf(x)
xn+1

,

[eλxf(x)]'=eλx[f'(x)+λf(x)], [e-λxf(x)]'=e-λx[f'(x)-λf(x)].
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  5.
 

设函数f(x)在[a,b]上可导,且存在c∈(a,b)使得f'(c)=0,证明:
 

∃ξ∈(a,b)使

得f'(ξ)=
f(ξ)-f(a)

b-a .
 

【参考证明】 令F(x)=e-
x

b-a[f(x)-f(a)],则F(a)=0,且
 

F'(x)=e-
x

b-a f'(x)-f(x)-f(a)
b-a

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , F'(c)=-
F(c)
b-a.

  (1)
 

若F(c)=0,则有F'(c)=0,取ξ=c∈(a,b)有
 

F'(ξ)=e
- ξ
b-a f'(ξ)-

f(ξ)-f(a)
b-a

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0,

即有f'(ξ)=
f(ξ)-f(a)

b-a .

(2)
 

若F(c)≠0,不妨设F(c)>0,则F'(c)=-
F(c)
b-a<0

,即

F'(c)=lim
x→c

F(x)-F(c)
x-c <0,

由极限保号性可知,存在x1∈(c,b),使得
F(x1)-F(c)

x1-c
<0,即有0<F(x1)<F(c),在

[a,c]上由连续函数的介值定理知,存在x2∈(a,c),使得F(x1)=F(x2),于是F(x)在区

间[x1,x2]上满足罗尔中值定理,于是存在ξ∈(x1,x2)⊂(a,b),使得F'(ξ)=e
- ξ

b-a􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 f'(ξ)-

f(ξ)-f(a)
b-a

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 =0.即有f'(ξ)=

f(ξ)-f(a)
b-a .

  6.
 

设f(x)在(a,+∞)内有二阶导数,且f(a+1)=0,lim
x→a+

f(x)=0,lim
x→+∞

f(x)=0,

求证:
 

存在ξ∈(a,+∞),使得f″(ξ)=0.
 

【参考证明】 【法1】 补充f(a)=0,则有f(x)在[a,+∞)上连续.于是f(x)在

[a,a+1]满足罗尔中值定理,存在c1∈(a,a+1),使得f'(c1)=0.
下面证明存在c2∈(a+1,+∞),使得f'(c2)=0.
若f(x)≡0,x∈(a+1,+∞),则可取任意的ξ∈(a+1,+∞),有f″(ξ)=0,结论成

立.否则,不妨设f(b)=m>0,b∈(a+1,+∞),则由介值定理及极限定义知存在x1∈

(a+1,b),x2∈(b,+∞),使得f(x1)=f(x2)=
m
2
,于是f(x)在[x1,x2]上满足罗尔中值

定理的条件,于是存在c2∈(x1,x2)⊂(a+1,+∞),使得f'(c2)=0.因此f'(x)在[c1,c2]满
足罗尔中值定理的条件,于是存在ξ∈(c1,c2)⊂(a,+∞),使得f″(ξ)=0.

【法2】 作变换x=tant,t∈ arctana,
π
2  ,x∈(a,+∞),记

f(x)=f(tant)=g(t), t∈ arctana,π2  ,
并补充 定 义 g (arctana)=g

π
2  =0,则 g (t)在 [arctana,arctan(a +1)]与
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arctan(a+1),
π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 上满足罗尔中值定理的条件,于是存在c1∈(arctana,arctan(a+1))与

c2∈ arctan(a+1),
π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

 

使得g'(c1)=g'(c2)=0,即有f'(tanc1)=f'(tanc1)=0,其中

tanc1∈(a,a+1),tanc2∈(a+1,+∞).于是f'(x)在[tanc1,tanc2]满足罗尔中值定理,存
在ξ∈(tanc1,tanc2)⊂(a,+∞),使得f″(ξ)=0.

 

练习17 拉格朗日中值定理

1.
  

理解拉格朗日中值定理,知道拉格朗日中值定理的有限增量形式.
2.

  

会利用拉格朗日中值定理证明有关中值的等式.
3.

  

会利用拉格朗日中值定理证明不等式.
4.

  

会利用拉格朗日中值定理推论证明函数为常值函数.

  1.
 

若函数f(x)在区间(a,b)内可导,x1,x2 是区间内任意两点,且x1<x2,则至少存

在一点ξ,使得(  ).
(A)

 

f(b)-f(a)=f'(ξ)(b-a),a<ξ<b
(B)

 

f(b)-f(x1)=f'(ξ)(b-x1),x1<ξ<b
 

(C)
 

f(x2)-f(x1)=f'(ξ)(x2-x1),x1<ξ<x2 

(D)
 

f(x2)-f(a)=f'(ξ)(x2-a),a<ξ<x2 

【参考解答】 由于函数在端点处既没有说有定义,更没有说连续,所以以上选项中

所有涉及端点值f(a),f(b)的结论都未必成立,而[x1,x2]⊂(a,b),由f(x)在区间(a,b)
内可导可知,f(x)在区间[x1,x2]连续,在区间(x1,x2)内可导,故由拉格朗日中值定理可

得正确选项为(C).

  2.
 

设f(x)在区间[a,b]上连续,在(a,b)内可导,证明:
 

在(a,b)内至少存在一点ξ,使

得
 bf(b)-af(a)

b-a =f(ξ)+ξf'(ξ).
 

【参考证明】 令F(x)=xf(x),则F(x)区间[a,b]上连续,在(a,b)内可导,由拉

格朗日中值定理有,在(a,b)内至少存在一点ξ,使得F(b)-F(a)
b-a =F'(ξ)=f(ξ)+

ξf'(ξ),即
 bf(b)-af(a)

b-a =f(ξ)+ξf'(ξ).
 

  3.
 

设函数f(x)在闭区间[0,1]上连续,在开区间(0,1)内可导,且f(0)=0,f(1)=
1
3.

证明:
 

存在ξ∈ 0,
1
2  ,η∈ 1

2
,1  ,使得f'(ξ)+f'(η)=ξ2+η2.
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【参考证明】 令F(x)=f(x)-
1
3x

3,于是F(x)在 0,
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,1
2
,1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 满足拉格朗

日中值定理的条件,于是F 1
2  -F(0)=12F'(ξ),ξ∈ 0,

1
2  ,F(1)-F 1

2  =12F'(η),

η∈
1
2
,1  ,两式相加得 F(1)-F(0)=

1
2
[f'(ξ)-ξ2]+

1
2
[f'(η)-η2)]=0,即得

  

f'(ξ)+f'(η)=ξ2+η2.

  4.
 

设不恒为常数的函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,在开区间(a,b)内可导,且

f(a)=f(b).证明:
 

在(a,b)内至少存在一点ξ,使得f'(ξ)>0.
 

【参考证明】 记f(a)=f(b)=m,由于f(x)不恒为常数,故存在c∈(a,b),

f(c)≠m.函数f(x)在区间[a,c],[c,b]上连续,在(a,c),(c,b)上可导,于是由拉格朗日

中值定理,有

f(c)-f(a)
c-a =f'(ξ1), ξ1∈ (a,c), 

f(b)-f(c)
b-c =f'(ξ2), ξ2∈ (c,b),

于是由
 

f'(ξ1)·f'(ξ2)=
-[f(c)-m]2
(c-a)(b-c)<0

,可知f'(ξ1),f'(ξ2)异号,不妨设f'(ξ1)>

0,则取ξ=ξ1∈(a,c)⊂(a,b),有f'(ξ)>0.

  5.
 

设a>b>0,证明:
 a-b
a <ln

a
b<

a-b
b .

 

【参考证明】 令f(x)=lnx,x∈[b,a],则f(x)在[b,a]上满足拉格朗日中值定

理的条件,从而有

f(a)-f(b)=f'(ξ)(a-b)=
a-b
ξ

 (b<ξ<a).

又f(a)-f(b)=ln
a
b
,由0<b<ξ<a,有

 

0<
a-b
a <

a-b
ξ

<
a-b
b
,所以有a-b

a <

ln
a
b<

a-b
b .

  6.
 

(1)
 

证明恒等式:
  

3arccosx-arccos(3x-4x3)=π,|x|≤
1
2  .

(2)
  

证明:
 

若可导函数f(x)满足f'(x)=k(-∞<x<+∞),其中k 为常数,则

f(x)=kx+b,其中b是任意常数.
 

【参考证明】 
 

(1)
 

令f(x)=3arccosx-arccos(3x-4x3),则

f'(x)=-
3

1-x2
+

3(1-4x2)

1-(3x-4x3)2
=0,

所以f(x)为常值函数.又f(0)=3arccos0-arccos0=3·
π
2-

π
2=π

,于是f(x)=

πx∈ -
1
2
,1
2    .又f

1
2  =3arccos12-arccos1=3·π3-0=π,
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f -
1
2  =3arccos-

1
2  -arccos(-1)=3·2π3-π=π,

所以f(x)=πx∈ -
1
2
,1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  ,即恒等式成立.

(2)
  

设函数g(x)=f(x)-kx,则g'(x)=f'(x)-k=0,所以g(x)=b
 

(b为任意常

数)
 

为常值函数,即f(x)=kx+b
 

(b为任意常数).

  7.
 

证明:
 

当x>-1且n≥1时,(1+x)n≥1+nx.
 

【参考证明】 当x=0时,不等式成立.令f(x)=(1+x)n
 

,f(x)在[-1,+∞)上

可导,则任给x∈(-1,+∞),x≠0,由拉格朗日中值定理有

f(x)-f(0)=(1+x)n -1=n(1+ξ)n-1·x, ξ介于0与x 之间.
当x>0时,1+ξ>1,故有(1+x)n-1≥nx.当-1<x<0时,(1+ξ)n<1,于是n(1+ξ)nx>
nx,即有(1+x)n-1=n(1+ξ)n-1·x≥nx.

综上,当x>-1且n≥1时,(1+x)n≥1+nx.

  8.
 

已知函数f(x)在[0,1]上连续,在(0,1)内可导,且f(0)=0,f(1)=1.证明:
 

(1)
  

存在ξ∈(0,1),使得f(ξ)=1-ξ.
(2)

  

存在两个不同的点η,ζ∈(0,1),使得f'(η)f'(ζ)=1.
 

【参考证明】 (1)
 

令F(x)=f(x)-1+x,则F(x)在[0,1]上连续,且

F(0)=-1<0, F(1)=1>0.
于是由零点定理知,存在ξ∈(0,1),使得F(ξ)=0,即f(ξ)=1-ξ.

(2)
  

f(x)在[0,ξ]和[ξ,1]上满足拉格朗日中值定理的条件,于是存在η∈(0,ξ),ζ∈
(ξ,1),使得

f'(η)=
f(ξ)-f(0)

ξ-0
, f'(ζ)=

f(1)-f(ξ)
1-ξ

,

于是
 

f'(η)f'(ζ)=
f(ξ)
ξ
·1-f

(ξ)
1-ξ

=
1-ξ
ξ
· ξ
1-ξ

=1.

  9.
 

设f″(x)<0,f(0)=0,证明:
 

对任何x1>0,x2>0有f(x1+x2)<f(x1)+f(x2).
 

【参考证明】 不妨设0<x1≤x2.f(x)在[0,x1]及[x2,x1+x2]上满足拉格朗日

中值定理条件,故存在ξ1∈(0,x1)和ξ2∈(x2,x1+x2),使得

f(x1)-f(0)=x1f'(ξ1), f(x1+x2)-f(x2)=x1f'(ξ2),
于是

 

f(x1+x2)-[f(x1)+f(x2)]=x1[f'(ξ2)-f'(ξ1)](ξ1<ξ2).
 

于是f'(x)在[ξ1,ξ2]
上满足拉格朗日中值定理条件,故有

f'(ξ2)-f'(ξ1)=f″(ξ)(ξ2-ξ1) [ξ∈ (ξ1,ξ2)].
又f″(x)<0,ξ1<ξ2,x1>0,所以

 

x1[f'(ξ2)-f'(ξ1)]<0,所以
 

f(x1+x2)-[f(x1)+f(x2)]<0, 即f(x1+x2)<f(x1)+f(x2).

  10.
 

设函数f(x)在[a,b]上连续,在(a,b)内可导,且f(a)=f(b)=1,试证:
 

存在

ξ,η∈(a,b),使得eη-ξ f(η)+f'(η)  =1.
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【参考证明】 所证等式等价于eη[f(η)+f'(η)]=eξ.于是令F(x)=exf(x),则

F(x)在[a,b]上满足拉格朗日中值定理条件,故存在η∈(a,b),使得e
bf(b)-eaf(a)

b-a =

eη f(η)+f'(η)  ,即有e
b-ea

b-a =eη f(η)+f'(η)  .

再令φ(x)=ex,则φ(x)在[a,b]上满足拉格朗日中值定理条件,故存在ξ∈(a,b),使

得e
b-ea

b-a =eξ,代入上面的等式即得eη-ξ f(η)+f'(η)  =1成立.

  1.
 

选择题.
(1)

  

设f(x)处处可导,则(  ).
(A)

 

当lim
x→-∞

f(x)=-∞时,必有lim
x→-∞

f'(x)=-∞

(B)
 

当lim
x→-∞

f'(x)=-∞时,必有lim
x→-∞

f(x)=-∞

(C)
 

当lim
x→+∞

f(x)=+∞时,必有lim
x→+∞

f'(x)=+∞

(D)
 

当lim
x→+∞

f'(x)=+∞时,必有lim
x→+∞

f(x)=+∞

(2)
  

设函数y=f(x)在(0,+∞)内有界且可导,则(  ).
(A)

 

当lim
x→+∞

f(x)=0时,必有lim
x→+∞

f'(x)=0

(B)
 

当lim
x→+∞

f'(x)存在时,必有lim
x→+∞

f'(x)=0

(C)
 

当lim
x→0+

f(x)=0时,必有lim
x→0+

f'(x)=0

(D)
 

当lim
x→0+

f'(x)存在时,必有lim
x→0+

f'(x)=0

(3)
 

以下四个命题中,正确的是(  ).
(A)

 

若f'(x)在(0,1)内连续,则f(x)在(0,1)内有界

(B)
 

若f(x)在(0,1)内连续,则f(x)在(0,1)内有界

(C)
 

若f'(x)在(0,1)内有界,则f(x)在(0,1)内有界

(D)
 

若f(x)在(0,1)内有界,则f'(x)在(0,1)内有界
 

【参考解答】 (1)
 

【法1】 排除法.
 

取f(x)=x,则(A)(C)不对,又取f(x)=

e-x,则(B)不对,故正确选项为(D).
 

【法2】 由lim
x→+∞

f'(x)=+∞,对于M>0,存在x0,使得当x>x0 时,f'(x)>M.
 

于

是x>x0 时,由拉格朗日中值定理,有

f(x)=f(x0)+f'(ξ)(x-x0)>f(x0)+M(x-x0)→+∞(x→+∞),
从而有lim

x→+∞
f(x)=+∞,故正确选项为(D).

 

(2)
 

【法1】 令f(x)=
sinx2

x
,则f(x)在(0,+∞)有界,且 lim

x→+∞
f(x)=0,f'(x)=

-
1
x2
sinx2+2cosx2,但lim

x→+∞
f'(x)不存在,则排除(A).
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又lim
x→0+

f(x)=0,但lim
x→0+

f'(x)=1≠0,则排除(C)和(D),故正确选项为(B).

【法2】 反正法证明(B)成立.假设lim
x→+∞

f'(x)=A>0,取ε=
A
2
,则存在X>0,当x>

X 时,f'(x)-A <
A
2
,即A
2<f'(x)<

3A
2
,在区间 x,X  上用拉格朗日中值定理,有

 

f(x)=f(X)+f'(ξ)(x-X)>f(X)+
A
2
(x-X),从而 lim

x→+∞
f(x)=+∞,与题设f(x)

有界矛盾,类似可证当A<0时亦矛盾,故A=0.故正确选项为(B).

(3)
  

【法1】 设f(x)=
1
x
,则f(x)及f'(x)=-

1
x2

均在(0,1)内连续,但f(x)在

(0,1)内无界,排除(A)(B);
  

又f(x)= x在(0,1)内有界,但f'(x)=
1
2 x

在(0,1)内无

界,排除(D);
 

所以正确选项为(C).
【法2】 因为f'(x)在(0,1)

 

内有界,即存在 M>0,f'(x)≤M,(x∈(0,1)),则对

任给的x∈(0,1),由格拉朗日中值定理,有f(x)=f
1
2  +f'(ξ)x-12  ,其中ξ介于x

与1
2

之间,从而
 

f(x)≤ f
1
2  + f'(ξ)· x-

1
2  ≤ f

1
2  +M·

1
2
,即f(x)

在(0,1)内有界,故正确选项为(C).
【注】 拉格朗日中值定理又称为有限增量定理,f(x)可导,则Δy=f'(x0+θΔθ)Δx,

(0<θ<1),或f(x)=f(x0)+f'(ξ)(x-x0)(ξ介于x 与x0 之间),常用来讨论函数的变

化情况与导函数的变化情况之间的关系.

  2.
 

已知f(x)在(-∞,+∞)内可导,且lim
x→∞

x+c
x-c  x

=lim
x→∞

[f(x)-f(x-1)],

lim
x→∞

f'(x)=e.求c的值.
 

【参考解答】 lim
x→∞

x+c
x-c  x

=lim
x→∞

1+
2c

x-c  
x-c
2c ·

2cx
x-c

=e2c,又由拉格朗日中值定

理,有f(x)-f(x-1)=f'(ξ)·1,ξ∈(x-1,x),所以

lim
x→∞

[f(x)-f(x-1)]=lim
ξ→∞

f'(ξ)=e,

于是可得e2c=e,即c=
1
2.

  3.
 

设数列 xn  满足:
 

x1>0,xne
xn+1=e

xn-1(n=1,2,…).证明:
 

xn  收敛,并求

lim
n→∞

xn.
 

【参考证明】 由给出的数列关系式,利用拉格朗日中值定理及ex 和lnx 的严格单

调得到xn+1=ln
e
xn-1
xn

=ln
e
xn-e0

xn-0
=lneξ=ξ,其中ξ在0和xn 之间,于是可知0<xn+1≤

xn≤x1,因此 xn  单调递减且有下界,xn  收敛.于是令a=lim
n→∞

xn,则由递推公式,有
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aea=ea-1⇒(1-a)ea=1.
 

由此可得a=0.

【单调性另证】 考虑差值xn+1-xn=ln
e
xn-1
xn

-xn=ln
e
xn-1
xne

xn

 

的正负性.即判断对

数函数的真数f(x)=
ex-1
xex

<1(x>0),对其求导,则有

f'(x)=
x-ex +1

x2ex
(x>0).

问题可以转换为考虑函数g(x)=x-ex+1(x>0)的正负性.由于

g'(x)=1-ex <0(x>0), g(0)=0,
所以g(x)<g(x)=0(x>0),即

 

f'(x)<0(x<0),所以函数f(x)单调递减,并且有

lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

ex-1
xex

=lim
x→0+

x
xex

=1.
 

即f(x)<1,所以

xn+1-xn =ln
e
xn -1
xne

xn
<0,

即 xn  单调递减.

  4.
 

设函数f(x)在[0,2]上具有连续导数,f(0)=f(2)=0,M= max
x∈[0,2]

{|f(x)|}.证明:
 

(1)
 

存在ξ∈(0,2),使得 f'(ξ)≥M;
 

(2)
  

若对任意的x∈(0,2),f'(x)≤M,则M=0.
 

【参考证明】 (1)
 

当M=0时,f(x)≡0,∀ξ∈(0,2),均有 f'(ξ)≥M;
 

当 M>

0时,不妨设|f(c)|=M,c∈(0,2).若c∈(0,1),由拉格朗日中值定理,存在ξ1∈(0,c)⊂
(0,1),使得

f'(ξ1)= f(c)-f(0)
c-0 =

M
c >M;

 

若c∈(1,2),由拉格朗日中值定理,存在ξ2∈(c,2)⊂(1,2),使得

f'(ξ2)= f(2)-f(c)
2-c =

M
2-c>M;

 

若c=1,由拉格朗日中值定理,存在ξ3∈(0,1),使得 f'(ξ3)= f(1)-f(0)=M.综上

可知存在ξ∈(0,2),使得 f'(ξ)≥M.
(2)

  

【法1】 假设存在c∈(0,2),使得 f(c)=M>0,则由(1)及 f'(x)≤M 可知

c∉(0,1),c∉(1,2),于是 f(1)=M,不妨设f(1)=M,F(x)=f(x)-Mx,于是F'(x)=
f'(x)-M≤0,所以F(x)在[0,2]单调递减,又F(0)=F(1)=0,所以F(x)≡0,x∈[0,2],即
有f(x)=Mx,x∈[0,2],于是f'(1)=M,又由费马定理可知f'(1)=0,所以M=0,与假设

矛盾,假设不成立.即M=0.
【法2】 假设M>0,则c≠0,2,由f(0)=f(2)=0,于是由罗尔中值定理,存在η∈(0,2),使

得f'(η)=0.不妨设η∈(0,c],则

M =|f(c)|=|f(c)-f(0)|=∫
c

0
f'(x)dx ≤∫

c

0
f'(x)dx<Mc,
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又M =|f(c)|=|f(2)-f(c)|=∫
2

c
f'(x)dx ≤∫

2

c
f'(x)dx ≤M(2-c),

于是2M<Mc+M(2-c)=2M 矛盾,所以M=0.

  5.
 

设函数f(x)在闭区间[-2,2]上具有二阶导数,|f(x)|≤1,f2(0)+f'2(0)=4.证
明:

 

存在一点ξ∈(-2,2),使得f(ξ)+f″(ξ)=0.
 

【参考证明】 f(x)在[-2,0]与[0,2]上满足拉格朗日中值定理,于是有
 

f'(a)=f(0)-f(-2)
2 a∈ (-2,0), f'(b)=f(2)-f(0)

2 b∈ (0,2).

因 f(x)≤1,所以由上面两个式子可得
 

f'(a)≤1,f'(b)≤1.
 

令F(x)=f2(x)+f'2(x),则F'(x)=2f'(x)[f(x)+f″(x)],又

F(a)=f2(a)+f'2(a)≤2, F(b)=f2(b)+f'2(b)≤2,
且F(0)=4.于是可知F(x)在(a,b)内有最大值点ξ,F(ξ)≥4,由费马定理可知

F'(ξ)=2f'(ξ)f(ξ)+f″(ξ)  =0,
又由F(ξ)=f2(ξ)+f'2(ξ)≥4,|f(ξ)|≤1知f'(ξ)≠0,于是

 

f(ξ)+f″(ξ)=0.

  6.
 

设f(x)在[0,1]上可导,且f(0)=0,f(1)=1.证明:
 

对任意正数a,b,必存在(0,1)内

的两个不同的数ξ和η,使得 a
f'(ξ)

+
b

f'(η)
=a+b.

 

【参考证明】 因为a,b均为正数,所以0<
a

a+b<1.
又因为f(x)在[0,1]上连续,

由介值定理知存在τ∈(0,1),使f(τ)=
a

a+b.f(x)在[0,τ],[τ,1]上,由拉格朗日中值定

理得,存在ξ∈(0,τ),η∈(τ,1),使得

f'(ξ)=
f(τ)-f(0)

τ-0 =
a

a+b
·1
τ
, f'(η)=

f(1)-f(τ)
1-τ =

b
a+b

· 1
1-τ.

显然f'(ξ)≠0,f'(η)≠0,于是

a
f'(ξ)

+
b

f'(η)
=(a+b)[τ+(1-τ)]=a+b.

  7.
 

设f(x)在(-1,1)内具有二阶连续导数且f″(x)≠0,试证:
 

(1)
 

对于(-1,1)内的任一x≠0,存在唯一的θ(x)∈(0,1),使得f(x)=f(0)+
xf'(θ(x)x)成立;

  

(2)
 

lim
x→0

θ(x)=
1
2.

 

【参考证明】 (1)
 

任给非零x∈(-1,1),则由拉格朗日中值定理,得

f(x)=f(0)+xf'[θ(x)x] (0<θ(x)<1),
因为f″(x)在(-1,1)内连续且f″(x)≠0,所以在(-1,1)内不变号,不妨设f″(x)>0,则

f'(x)在(-1,1)内严格单调增加,故θ(x)唯一.

(2)
  

【法1】 由(1)所得等式,得f'[θ(x)x]=
f(x)-f(0)

x
,改写表达式,得



123  

f'[θ(x)·x]-f'(0)
θ(x)·x

·θ(x)=f(x)-f(0)-f'(0)x
x2

,

两边取极限有lim
x→0

f'[θ(x)·x]-f'(0)
θ(x)·x

·θ(x)=f″(0)lim
x→0

θ(x),

lim
x→0

f(x)-f(0)-f'(0)x
x2

=lim
x→0

f'(x)-f'(0)
2x =

1
2f″

(0),

所以
 

lim
x→0

θ(x)=
1
2.

【法2】 由泰勒公式得
 

f(x)=f(0)+f'(0)x+
1
2f″

(ξ)x2,ξ在0与x 之间,所以

xf'[θ(x)x]=f(x)-f(0)=f'(0)x+
1
2f″

(ξ)x2,于是有

f'[θ(x)x]-f'(0)
θ(x)x θ(x)=

1
2f″

(ξ),

两边取极限得

lim
x→0

f'[θ(x)x]-f'(0)
θ(x)x =f″(0), lim

x→0

1
2f″

(ξ)=
1
2limξ→0

f″(ξ)=
f″(0)
2
,

所以
 

lim
x→0

θ(x)=
1
2.

【法3】 由f(x)=f(0)+f'[θ(x)x]x,将f'[θ(x)x]再展开,有

f'[θ(x)x]=f'(0)+f″(0)[θ(x)x]+o(θ(x)x),
代入上式,得f(x)=f(0)+f'(0)x+f″(0)[θ(x)x2]+o(θ(x)x)x.

 

所以

θ(x)=f(x)-f(0)-f'(0)x-o(θ(x)x)x
f″(0)x2

,

于是lim
x→0

θ(x)=lim
x→0

f(x)-f(0)-f'(0)x
f″(0)x2

=lim
x→0

f'(x)-f'(0)
2f″(0)x

=f″(0)
2f″(0)

=
1
2.

 

练习18 柯西中值定理 洛必达法则

1.
 

了解柯西中值定理,特别注意柯西中值定理的条件.
2.

 

会利用柯西中值定理证明有关中值的等式.
3.

 

熟练掌握洛必达法则求未定式的极限的方法.

  1.
 

下列解答中正确的有(  ).
(A)

 

设函数F(x)在[a,b]上连续,(a,b)内可导,取G(x)=x2,则由柯西中值定

理有
 

F'(ξ)
2ξ

=
F(b)-F(a)

b2-a2
, ξ∈ (a,b)
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(B)
 

设0<a<b,函数y=f(x)在[a,b]上可导,则由柯西中值定理,存在ξ∈(a,b),使
得2ξ[f(b)-f(a)]=(b2-a2)f'(ξ)

(C)
 

利用洛必达法则有lim
x→∞

x-sinx
x+sinx=limx→∞

1-cosx
1+cosx

,因为lim
x→∞

1-cosx
1+cosx

不存在,所

以lim
x→∞

x-sinx
x+sinx

不存在

(D)
 

利用洛必达法则有lim
x→∞

ex+e-x

ex-e-x
=lim

x→∞

ex-e-x

ex+e-x
=lim

x→∞

ex+e-x

ex-e-x
=…,因此,按

这种方式求此极限洛必达法则失效.但如果先整理化简,则有

lim
x→∞

ex +e-x

ex -e-x =lim
x→∞

e2x +1
e2x -1

=lim
x→∞

2e2x

2e2x
=1

  
 

【参考解答】 (A)
 

错误.若0∈(a,b),则有G'(0)=0,不满足柯西中值定理.

(B)
 

正确.f(x),F(x)=x2 在区间[a,b](0<a<b)满足柯西中值定理条件,于是存在

ξ∈(a,b),使得
 f(b)-f(a)

b2-a2
=f

'(ξ)
2ξ

,即
 

2ξ[f(b)-f(a)]=(b2-a2)f'(ξ).

(C)
 

错误.对于未定式0
0

型,∞
∞

型,若lim
x→∞

f'(x)
g'(x)

=A,则lim
x→∞

f(x)
g(x)

=A.但lim
x→∞

f'(x)
g'(x)

不存在,不能说明lim
x→∞

f(x)
g(x)

不存在.事实上,lim
x→∞

x-sinx
x+sinx=limx→∞

1-
sinx
x

1+
sinx
x

=1.

(D)
 

错 误.极 限lim
x→∞

e2x+1
e2x-1

需 要 分 情 况 讨 论,lim
x→+∞

e2x+1
e2x-1

= lim
x→+∞

2e2x

2e2x
=1,但

lim
x→-∞

e2x+1
e2x-1

不是未定式,lim
x→-∞

e2x+1
e2x-1

=-1,所以lim
x→∞

e2x+1
e2x-1

不存在.故正确的只有(D).

  2.
 

设函数f(x)在[a,b](0<a<b)上连续,在(a,b)内可导.证明在(a,b)内存在一点

ξ,使得f(b)-f(a)=ξf'(ξ)ln
b
a.

 

【参考证明】 令g(x)=lnx,则f(x),g(x)两个函数在[a,b](0<a<b)上满足

柯西中值定理的条件,所以由柯西中值定理,存在ξ∈(a,b),使得

f(b)-f(b)
g(b)-g(a)=

f(b)-f(b)
lnb-lna = f'(ξ)

(lnx)'x=ξ
=ξf'(ξ),

即有f(b)-f(a)=ξf'(ξ)ln
b
a

成立.

  3.
 

证明:
 

至少存在一点ξ∈(1,e),使sin1=cos(lnξ).
 

【参考证明】 取F(x)=sin(lnx),G(x)=lnx,则F(x),G(x)在区间[1,e]上满

足柯西中值定理的条件,于是存在ξ∈(1,e),使得:
 F(e)-F(1)
G(e)-G(1)=sin1=

[sin(lnx)]'
(lnx)' x=ξ

=

cos(lnξ).
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  4.
 

设0<a<b,证明:
 

存在ξ∈(a,b),使得aeb-bea=(a-b)(1-ξ)eξ.
 

【参考证明】 所证等式等价于

eb

b-
ea

a
1
b-

1
a

=(1-ξ)eξ,故令f(x)=
ex

x
,F(x)=

1
x.

 

显然f(x),F(x)在[a,b]内连续,在(a,b)内可导且F'(x)≠0,且

f'(x)=
ex(x-1)

x2
, F'(x)=-

1
x2
,

由柯西中值定理可知,存在ξ∈(a,b),使得

f(b)-f(a)
F(b)-F(a)=

aeb -bea

a-b =f'(ξ)
F'(ξ)

=[ex(1-x)]
x=ξ

=eξ(1-ξ),

即aeb-bea=(a-b)(1-ξ)eξ.

  5.
 

用洛必达法则计算下列极限.

(1)
  

lim
x→0

ln(1+x)-x
x2

= .    (2)
 

lim
x→0

ex-e-x

sin3x = .

(3)
 

lim
x→0

arcsin5x-arcsin3x
x = . (4)

 

lim
x→0

tanx-x
x-sinx= .

(5)
 

lim
x→0+

sinxlnx= .  (6)
 

lim
x→+∞

x1/x= .
 

【参考解答】 (1)
 

lim
x→0

ln(1+x)-x
x2

=lim
x→0

1
1+x-1

2x =-lim
x→0

1
2(1+x)=-

1
2.

(2)
  

lim
x→0

ex-e-x

sin3x =lim
x→0

ex-e-x

3x =lim
x→0

ex+e-x

3 =
2
3.

(3)
  

lim
x→0

arcsin5x-arcsin3x
x =lim

x→0

5

1-(5x)2
-

3

1-(3x)2  =2或lim
x→0

arcsin5x-arcsin3x
x =

lim
x→0

arcsin5x
x -

arcsin3x
x  =2.

(4)
 

lim
x→0

tanx-x
x-sinx=limx→0

sec2x-1
1-cosx=limx→0

tan2x
x2/2

=2.

(5)
  

lim
x→0+

sinxlnx=lim
x→0+

lnx
cscx=limx→0+

1/x
-cscxcotx=-limx→0+

sin2x
xcosx=-limx→0+

sinx
cosx=0.

(6)
  

lim
x→+∞

x1/x=lim
x→+∞

e
1
xlnx=e

lim
x→+∞

1
xlnx
=e

lim
x→+∞

1
x

=e0=1.

  6.
 

求下列极限.
 

(1)
  

lim
x→0

ln(sin3x+1)
tan2x .    (2)

 

lim
x→+∞

x(π-2arctanx).

(3)
  

lim
x→+∞

(1+x2)1/x.      (4)
 

lim
x→0

1
x-

1
ex-1  .
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  (5)
  

lim
x→+∞

x-sinx
x+sinx.      (6)

 

lim
x→∞

x-x2ln1+
1
x  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .
 

【参考解答】 (1)
 

lim
x→0

ln(sin3x+1)
tan2x =lim

x→0

sin3x
2x =lim

x→0

3x
2x=

3
2.

(2)
  

lim
x→+∞

x(π-2arctanx)=lim
x→+∞

π-2arctanx
1/x =lim

x→+∞

2x2

1+x2
=2.

(3)
  

lim
x→+∞

(1+x2)1/x=lim
x→+∞

e
ln(1+x2)

x =e
lim

x→+∞

ln(1+x2)
x

=e
lim

x→+∞

2x

1+x2=e0=1.

(4)
  

lim
x→0

1
x-

1
ex-1  =limx→0

ex-x-1
x(ex-1)

=lim
x→0

ex-x-1
x2

=lim
x→0

ex-1
2x =lim

x→0

x
2x=

1
2.

(5)
  

lim
x→+∞

x-sinx
x+sinx=limx→+∞

1-
sinx
x

1+
sinx
x

=1.

(6)
  

令1
x=t

,则

lim
x→∞

x-x2ln1+
1
x  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =lim
t→0

t-ln(1+t)
t2

=lim
t→0

1-
1
1+t
2t =lim

t→0

1
2(1+t)=

1
2.

  7.
 

设函数f(x)在x=x0 的某个邻域内具有二阶导数,试用洛必达法则证明:
 

lim
h→0

f(x0+h)+f(x0-h)-2f(x0)

h2
=f″(x0).

  
 

【参考证明】 

 lim
h→0

f(x0+h)+f(x0-h)-2f(x0)

h2

=lim
h→0

f'(x0+h)-f'(x0-h)
2h =lim

h→0

f″(x0+h)+f″(x0-h)
2

=lim
h→0

1
2

f'(x0+h)-f'(x0)
h

 

+
f'(x0)-f'(x0-h)

h
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=
1
2
[f″(x0)+f″(x0)

 

]=f″(x0).

  8.
 

设函数f(x)具有二阶连续导数,f(0)=0,证明函数
 

g(x)=
f(x)
x
, x≠0

f'(0), x=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 具有一

阶连续导数.
 

【参考证明】 当x≠0
 

时,g'(x)
  

=
xf'(x)-f(x)

x2
,一阶导数在x≠0

 

处连续,且
 

lim
x→0

g'(x)=lim
x→0

xf'(x)-f(x)
x2

=lim
x→0

f'(x)+xf″(x)-f'(x)
2x =f

″(0)
2 .当x=0

 

时,
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g'(0)=lim
x→0

g(x)-g(0)
x =lim

x→0

f(x)
x -f'(0)

x =lim
x→0

f(x)-xf'(x)
x2

=lim
x→0

f'(x)-f'(0)
2x =

1
2limx→0

f'(x)-f'(0)
2 =f″(0)

2
,

即lim
x→0

g'(x)=g'(0),所以g'(x)在x=0
 

处连续,即g(x)具有一阶连续导数.

  9.
 

设f(x)在[a,b]上连续,(a,b)内可导,f'(x)≠0.证明:
 

存在ξ,η∈(a,b),使得
 

f'(ξ)
f'(η)

=
eb-ea

b-a
·e-η.

 

【参考证明】 结论等式等价于f'(ξ)(b-a)=(eb-ea)
f'(η)
eη

.由于f(x)在[a,b]

上连续,(a,b)内可导,由拉格朗日中值定理可知,存在ξ∈(a,b),使得

f(b)-f(a)=f'(ξ)(b-a)       (1)
由g(x)=ex 在[a,b]上连续,(a,b)内可导,且g'(x)≠0,故函数f(x),g(x)在[a,b]上
满足柯西中值定理的条件,于是可知,存在η∈(a,b),使得

f(b)-f(a)
eb -ea

=f'(η)
eη

, 即f(b)-f(a)=(eb -ea)f
'(η)
eη

, (2)

综上式(1)、式(2)可知存在ξ,η∈(a,b),使得
 

f'(ξ)(b-a)=(eb-ea)
f'(η)
eη

.

  10.
 

设函数f(x)在[a,b]上连续,(a,b)内可导(0≤a<b),试证:
 

在(a,b)内存在ξ,η,

使得f'(ξ)=
a+b
2η

f'(η).
 

【参考证明】 f(x)在[a,b]上连续,(a,b)内可导,由拉格朗日中值定理定理知,

存在ξ∈(a,b),使得
 f(b)-f(a)

b-a =f'(ξ).令g(x)=x2,则g'(x)=2x≠0,x∈(a,b),于

是f(x),g(x)满足柯西中值定理条件,可知存在η∈(a,b),使得

f(b)-f(a)
b2-a2

=
f'(x)
(x2)' x=η

=f'(η)
2η

,

综上可知存在ξ,η∈(a,b),使得f'(ξ)=
a+b
2η

f'(η).

  1.
 

设函数f(x)在[1,2]上连续,在(1,2)内可微,且f'(x)≠0,证明存在ξ,η,ζ∈(1,2),

使得f'(ζ)
f'(ξ)

=ξ
η

.
 

【参考证明】 由柯西中值定理可知,存在ξ∈(1,2),使得f(2)-f(1)
ln2-ln1 =f'(ξ)

1
ξ

=
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ξf'(ξ),又由拉格朗日中值定理知,存在ζ∈(1,2),使得f(2)-f(1)=f'(ζ),从而f'(ζ)
ln2 =

ξf'(ξ),取η=
1
ln2∈

(1,2),因为f'(x)≠0,则有f'(ζ)
f'(ξ)

=ξ
η

成立.

  2.
 

求下列极限.

(1)
  

lim
x→+∞

ln1+
1
x  

arccotx .    (2)
 

lim
x→+∞

(x+ 1+x2)
1/x

.

(3)
  

lim
x→0

ex+e2x+…+enx

n  1
/x
,其中n 是给定的非负整数.

(4)
 

lim
n→∞

ntan
1
n  n2

(n 为自然数).
 

(5)
 

lim
x→+∞

x2[arctan(x+1)-arctanx].
 

【参考解答】 (1)
 

lim
x→+∞

ln1+
1
x  

arccotx =lim
x→+∞

1
1+x-

1
x

-
1

1+x2
=lim

x→+∞

1+x2

x(1+x)=1.

(2)
  

记y=(x+ 1+x2)1/x,则lny=
ln(x+ 1+x2)

x
,于是由

lim
x→+∞

ln(x+ 1+x2)
x =lim

x→+∞

x2+1+x

x2+1

x+ 1+x2
=lim

x→+∞

1

x2+1
=0,

有lim
x→+∞

(x+ 1+x2)1/x=e0=1.
 

(3)
  

记y=
ex+e2x+…+enx

n  1
/x
,则lny=

1
xln

ex+e2x+…+enx

n  ,于是由
 

lim
x→0

1
xln

ex +e2x +…+enx

n  =limx→0

ln(ex +e2x +…+enx)-lnn
x

=lim
x→0

ex +2e2x +…+nenx

ex +e2x +…+enx
=
1+2+…+n

n =
n+1
2
,

有lim
x→0

ex+e2x+…+enx

n  1
/x
=e

n+1
2 .

(4)
 

lim
n→∞

ntan
1
n  n2

=lim
t→+∞

ttan
1
t  t

2
1
t =x
􀪅􀪅􀪅􀪅lim

x→0+

tanx
x2  1

/x2

=e
lim

x→0+

1

x2
ln tanx

x  
,其中

lim
x→0+

1
x2
ln tanx

x  = lim
x→0+

lntanx-lnx
x2

= lim
x→0+

sec2x
tanx-

1
x

2x = lim
x→0+

2x-sin2x
2x2sin2x

=

2lim
u→0+

u-sinu
u3

=2lim
u→0+

1-cosu
3u2

=
1
3.

或 lim
x→0+

1
x2
ln tanx

x  = lim
x→0+

1
x2
ln 1+

tanx-x
x  = lim

x→0+

1
x2
·tanx-x

x  =
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lim
x→0+

sec2x-1
3x2

=lim
x→0+

tan2x
3x2

=
1
3.

所以lim
n→∞

ntan
1
n  n2

=lim
x→0+

tanx
x  1

/x2

=e1/3.

(5)
 

【法1】 用洛必达法则求未定式极限.
 

lim
x→+∞

arctan(x+1)-arctanx
1
x2

=lim
x→+∞

1
1+(x+1)2

-
1

1+x2

-2
x3

=
1
2limx→+∞

x3(2x+1)
[1+(x+1)2](1+x2)

=1.

  【法2】 基于换元法的洛必达法则求极限方法.
 

令x=
1
t
,则转换为t→0+,即

lim
x→+∞

x2[arctan(x+1)-arctanx]=lim
t→0+

arctan1+
1
t  -arctan1t
t2

=lim
t→0+

1

1+ 1+
1
t  2

-
1
t2  - 1

1+
1
t2

-
1
t2  

2t

=lim
t→0+

t+2
2(t2+1)(2t2+2t+1)

=1.

  【法3】 借助于拉格朗日中值定理求极限的思路与方法.
 

由拉格朗日中值定理,得

arctan(x+1)-arctanx=
1

1+ξ2
 (x<ξ<x+1),

于是有 x2

1+(x+1)2
<x2[arctan(x+1)-arctanx]<

x2

1+x2
,由于 lim

x→+∞

x2

1+(x+1)2
=

lim
x→+∞

x2

1+x2
=1.

 

因此,由夹逼定理,可得

lim
x→+∞

x2[arctan(x+1)-arctanx]=1.

  【法4】 利用三角函数关系式.arctanx+arctany=arctan
x+y
1-xy

,于是有

lim
x→+∞

x2[arctan(x+1)-arctanx]=lim
x→+∞

x2arctan 1
1+x(x+1)

=lim
x→+∞

x2

1+x(x+1)=
1.

  3.
 

设f(x)=
φ(x)-cosx

x
, x≠0

a, x=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,其中φ(x)具有连续二阶导函数,且φ(0)=1.

(1)
 

确定a 的值,使f(x)在点x=0处可导,并求f'(x);
 

(2)
 

讨论f'(x)在点x=0处的连续性.
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【参考解答】 (1)
 

函数f(x)在点x=0处可导,则f(x)在点x=0处必连续,即要求

lim
x→0

f(x)=lim
x→0

φ(x)-cosx
x =lim

x→0

φ'(x)+sinx
1 =φ'(0),

即当a=φ'(0)=f(0)时,f(x)在点x=0处连续.
 

当x≠0时,f'(x)=
[φ'(x)+sinx]x-[φ(x)-cosx]

x2
.

当x=0时,由导数的定义及洛必达法则,得

f'(0)=lim
x→0

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0

φ(x)-cosx-xφ'(0)
x2

=lim
x→0

φ'(x)+sinx-φ'(0)
2x =lim

x→0

φ″(x)+cosx
2 =φ″(0)+1

2
,

所以f'(x)=

[φ'(x)+sinx]x-[φ(x)-cosx]
x2

, x≠0

φ″(0)+1
2

, x=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

.

(2)
 

由洛必达法则,得

lim
x→0

f'(x)=lim
x→0

[φ'(x)+sinx]x-[φ(x)-cosx]
x2

=lim
x→0

φ'(x)+sinx+x φ″(x)+cosx  -φ'(x)-sinx
2x

 

=lim
x→0

φ″(x)+cosx
2 =φ″(0)+1

2 =f'(0),

所以,f'(x)在点x=0处连续.

  4.
 

已知lim
x→0

ln(1+x)-(ax+bx2)
x2

=2,则(  ).

(A)
 

a=1,b=-
5
2

(B)
 

a=0,b=-2

(C)
 

a=0,b=-
5
2

(D)
 

a=1,b=-2
 

【参考解答】 【法1】 由洛必达法则,由题意得

lim
x→0

ln(1+x)-(ax+bx2)
x2

=lim
x→0

1
1+x-a-2bx

2x

=lim
x→0

(1-a)-(a+2b)x-2bx2

2x(1+x) =2,

于是有
 

1-a=0,-
a+2b
2 =2,所以a=1,b=-

5
2.故正确选项为(A).

【法2】 分式的幂函数次数最高为2,所以将ln(1+x)展开为带皮亚诺余项的麦克劳

林公式,ln(1+x)=x-
x2

2+o
(x2),代入极限式中的函数,得
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lim
x→0

ln(1+x)-(ax+bx2)
x2

=lim
x→0

x-
x2

2 +o(x2)-(ax+bx2)

x2

=lim
x→0

(1-a)x-
1
2+b  x2+o(x2)

x2
=2,

于是有1-a=0,- 1
2+b  =2,解得a=1,b=-

5
2
,所以正确选项为(A).

 

  5.
 

当x→0时,f(x)=x-sinax 与g(x)=x2ln(1-bx)是等价无穷小量,则(  ).

(A)
 

a=1,b=-
1
6

 

(B)
 

a=1,b=
1
6

 

(C)
 

a=-1,b=-
1
6

 

(D)
 

a=-1,b=
1
6

 

【参考解答】 【法1】 由题意有

1=lim
x→0

f(x)
g(x)=

lim
x→0

x-sinax
x2ln(1-bx)

=lim
x→0

x-sinax
-bx3

=lim
x→0

1-acosax
-3bx2

,

于是有lim
x→0
(1-acosax)=1-a=0,所以a=1,于是1=lim

x→0

f(x)
g(x)

=lim
x→0

1-cosx
-3bx2

=

lim
x→0

x2

-6bx2
=-

1
6b
,故b=-

1
6.故正确选项为(A).

【法2】 由三阶麦克劳林公式可得

f(x)=x-sinax=x- ax-
(ax)3

3! +o(x3)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =(1-a)x+
a3

6x3+o(x3),

g(x)=x2ln(1-bx)=x2[-bx+o(x)]=-bx3+o(x3),

当x→0时,f(x)与g(x)是等价无穷小量,从而有
 

1-a=0,
a3

6=-b
,解得a=1,b=-

1
6
,

即正确选项为(A).

  6.
 

证明:
 

当x>0时,不等式1+xln(x+ 1+x2)> 1+x2成立.
 

【参考证明】 【法1】 根据不等式结构,改写不定式,有ln
(x+ 1+x2)

1+x2-1
>
1
x
,构

造辅助函数f(t)=ln(t+ 1+t2),g(t)= 1+t2-1,则有f(0)=g(0)=0.函数f(t),

g(t)在区间[0,x]上满足柯西中值定理的条件,故存在ξ∈(0,x),使得

ln(x+ 1+x2)

1+x2 -1
=f(x)-f(0)
g(x)-g(0)=

f'(ξ)
g'(ξ)

=

1

t2+1
t

t2+1 t=ξ

=
1
ξ
>
1
x.

  【法2】 把所有相关项移到左侧,令f(x)=1+xln(x+ 1+x2)- 1+x2,则f(0)=
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0,且f'(x)=ln(x2+1+x).从而可知,当x>0时,f'(x)>0,故函数单调增加,即f(x)>
f(0)=0,所以原不等式成立.

 

练习19 泰勒公式

1.
  

理解泰勒定理与多项式逼近函数的思想,会直接法求简单函数的泰勒公式.
2.

  

熟悉常见函数的麦克劳林公式,会利用这些公式间接法求函数的泰勒公式.
3.

  

会利用泰勒公式进行极限计算.
4.

  

会利用泰勒公式解决函数不等式问题.
5.

  

会利用泰勒公式做近似计算并进行误差分析.

  1.
 

已知f(x)是4次多项式,且f(2)=-1,f'(2)=0,f″(2)=-2,f‴(2)=-12,

f(4)(2)=24,则f(x)= ,f(-1)= .
 

【参考解答】 由于f(x)是4次多项式,f(n)(x)=0(n>4),于是f(x)在x0=2

的泰勒公式为

f(x)=f(2)+f'(2)(x-2)+f″(2)
2!

(x-2)2+f‴(2)
3!

(x-2)3+f(4)(2)
4!

(x-2)4

=-1-(x-2)2-2(x-2)3+(x-2)4,
令x=-1得

 

f(-1)=125.

  2.
 

写出下列函数的带皮亚诺余项的麦克劳林公式.
(1)

 

xsinx=  .

(2)
 

e-x
2

=  .

(3)
 x2

1+x=  .

(4)
 

ln(2+x)=  .
(5)

 

cos2x=  .

(6)
 1

1-x2
=  .

 

【参考解答】 (1)
 

xsinx=x x-
x3

3!+
x5

5!-
…+(-1)n-1

x2n-1
(2n-1)!+o

(x2n)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=x2-
x4

3!+
x6

5!-
…+(-1)n-1

x2n
(2n-1)!+o

(x2n+1).

(2)
 

e-x
2

=1+(-x2)+
(-x2)2

2! +
(-x2)3

3! +…+
(-x2)n

n! +o((-x2)n)
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=1-x2+
1
2!x

4-
1
3!x

6+…+
(-1)n

n! x2n+o(x2n+1).

(3)
 x2

1+x=x
2[1-x+x2-…+(-1)n-2xn-2+o(xn-2)]

=x2-x3+x4-…+(-1)nxn+o(xn).

(4)
 

ln(2+x)=ln2+ln1+
x
2  

=ln2+
x
2-

1
2

x
2  2+13 x

2  3+…+(-1)
n-1

n
x
2  n

+o(xn)

=ln2+
x
2-

x2

2·22
+

x3

3·23
+…+

(-1)n-1xn

n·2n
+o(xn).

(5)
 

cos2x=
1+cos2x
2

=
1
2+

1
2 1-

(2x)2

2! +
(2x)4

4! +
…+(-1)n

(2x)2n
(2n)! +o

((2x)2n+1)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=1-
2
2!x

2+
23

4!x
4+…+(-1)n

22n-1
(2n)!x

2n+o(x2n+1).

(6)
 1

1-x2
=1+ -

1
2  ·(-x2)+12!· -

1
2  -32  ·(-x2)2+…+

 
1
n!
· -

1
2  -32  … -

2n-1
2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·(-x2)n+o(x2n+1)

=1+
1
2x

2+
1·3
2·4x

4+…+
(2n-1)!!
(2n)!! x2n+o(x2n+1).

  3.
 

根据常见函数的麦克劳林公式,写出下列函数当x→0时关于xn 的等价无穷小.
                           

(1)
 

x-sinx~ . (2)
 

cosx-1+
x2

2~ .

(3)
 

ex-1-x-
x2

2~ . (4)
 

ln(1+x)-x~ .
 

【参考解答】 (1)
 

因为sinx=x-
x3

3!+o
(x4),于是x-sinx=

x3

3!+o
(x4),所以

x-sinx~
x3

6.

(2)
 

因为cosx=1-
x2

2!+
x4

4!+o
(x5),于是cosx-1+

x2

2!=
x4

24+o
(x5),所以cosx-

1+
x2

2~
x4

24.

(3)
 

因为ex=1+x+
x2

2!+
x3

3!+o
(x3),于是ex-1-x-

x2

2=
x3

6+o
(x3)所以ex-1-

x-
x2

2~
x3

6.
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(4)
 

因为ln(1+x)=x-
x2

2+o
(x2),于是ln(1+x)-x=-

x2

2+o
(x2),所以ln(1+

x)-x~-
x2

2.

  4.
 

求函数f(x)=
1
x

在x=-1处的带拉格朗日余项的n 阶泰勒公式.
 

【参考解答】 【法1】 f'(x)=-
1
x2
,f″(x)=

2
x3
,…,f(n)(x)=

(-1)nn!
xn+1 ,于是

f(-1)=-1,f'(-1)=-1,f″(-1)=-2!,…,f(n)(-1)=-n!,所以

f(x)=
1
x =f(-1)+f'(-1)(x+1)+f″(-1)

2!
(x+1)+…+

 f(n)(-1)
n!

(x+1)n +f(n+1)(ξ)
(n+1)!

(x+1)n+1

=-1-(x+1)-(x+1)2-…-(x+1)n +
(-1)n+1

ξn+2
(x+1)n+1 (x<ξ<-1),

  【法2】 由于 1
1-x=1+x+x

2+…+xn+
xn+1

(1-θx)n+2
,0<θ<1,于是

f(x)=
1
x =-

1
1-(x+1)

=-1-(x+1)-(x+1)2-…-(x+1)n -
(x+1)n+1

[1-θ(x+1)]n+2 (0<θ<1).

  5.
 

将函数f(x)=lnx按(x-2)的幂展开成带皮亚诺余项的n阶泰勒公式,并求f(8)(2).
 

【参考解答】 lnx=ln2+ln1+
x-2
2  ,由ln(1+x)=∑

n

k=1

(-1)k-1

k xk +ο(xn)

可得

lnx=ln2+ln1+
x-2
2  =ln2+∑

n

k=1

(-1)k-1

k
x-2
2  k

+ο((x-2)n)

=ln2+∑
n

k=1

(-1)k-1

2kk
(x-2)k +o((x-2)n),

于是
 

a8=
f(8)(2)
8! =

(-1)8-1

8·28
,所以f(8)(2)=-

315
16.

  6.
 

利用泰勒公式证明不等式:
 

ex>1+x+
x2

2+
x3

6
(x≠0).

 

【参考证明】 ex=1+x+
x2

2!+
x3

3!+
eξ

4!x
4(

 

ξ在0与x 之间),由于e
ξ

4!x
4>0,所以

 

ex>1+x+
x2

2+
x3

6
(x≠0).

  7.
 

将函数f(x)=e2x-x
2

展开为三阶带皮亚诺余项的麦克劳林公式.



135  

 

【参考解答】 【法1】 由麦克劳林公式ex=1+x+
x2

2!+
…+

xn

n!+o
(xn),可得

e2x-x2 =1+(2x-x2)+
(2x-x2)2

2! +
(2x-x2)3

3! +o((2x-x2)5)

=1+2x-x2+
4x2-4x3+x4

2! +
8x3-12x4+6x5-x6

3! +o(x3)

=1+2x+x2-
2
3x

3+o(x3).

  【法2】 e2x-x
2

=e2x·e-x
2

= 1+2x+
22x2

2! +
23x3

3! +o
(x3)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 [1-x2+o(x3)]

= 1+2x+
22x2

2! +
23x3

3!  -x2(1+2x)+o(x3)
=1+2x+x2-

2
3x

3+o(x3) (x4 以上的项归到o(x3)).

  8.
 

利用麦克劳林公式求下列极限.

(1)
 

lim
x→0

xex-ln(1+x)
x2

.     (2)
 

lim
x→0

x2

2+1- 1+x2

x2sinx2
.

(3)
 

lim
x→+∞

x-x2ln1+
1
x  􀭠

􀭡
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁􀪁 .
 

【参考解答】 

(1)
  

lim
x→0

xex-ln(1+x)
x2

=lim
x→0

x(1+x+o(x))- x-
x2

2+o
(x2)  

x2

=lim
x→0

3
2x

2+o(x2)

x2
=
3
2.

(2)
  

lim
x→0

x2

2+1- 1+x2

x2sinx2
=lim

x→0

x2

2+1- 1+
1
2x

2-
1
8x

4+o(x4)  
x4

=
1
8.

(3)
  

lim
x→+∞

x-x2ln1+
1
x  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

t=
1
x

􀪅􀪅􀪅􀪅lim
t→0+

1
t-

1
t2
ln(1+t)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=lim
t→0+

t-ln(1+t)
t2

=lim
t→0+

t-t-
t2

2+o
(t2)  

t2
=
1
2.

  9.
 

问当常数a,b为何值时,lim
x→0

ln(1+2x)
x +a+

b
x  =0成立?
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【参 考 解 答】 由 于lim
x→0

ln(1+2x)
x +a+

b
x  =limx→0

2x+o(x)+(b+ax)
x =

lim
x→0

b+(2+a)x+o(x)
x =0,从而可得a=-2,b=0.

  10.
 

设函数f(x)在x=0处的邻域内二次可导,且lim
x→0

sinx
x3

+f
(x)
x2  =0.

(1)
  

求f(0),f'(0),f″(0);     (2)
 

求lim
x→0

1+f(x)
x2

.
 

【参考解答】 (1)
 

由

lim
x→0

sinx
x3

+f(x)
x2  =limx→0

x-
x3

3! +o(x3)+xf(x)

x3
=lim

x→0

1+f(x)-
x2

3!
x2

=0,

可知1+f(x)-
x2

3!=o
(x2),所以f(x)=-1+

x2

3!+o
(x2),又f(x)=f(0)+f'(0)x+

f″(0)
2 x2+o(x2),对应可知f(0)=-1,f'(0)=0,f″(0)=

1
3.

(2)
 

lim
x→0

1+f(x)
x2

=lim
x→0

1+ -1+
1
3!x

2+o(x2)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

x2
=
1
6.

  11.
 

设函数f(x)在[0,1]上二次可微,且f(0)=f(1),f″(x)≤2,证明:
  

f'(x)≤1, x ∈ [0,1].

  
 

【参考证明】 任给t∈[0,1],由泰勒公式f(x)=f(t)+f'(t)(x-t)+

f″(ξ)
2!

(x-t)2(其中ξ介于x 与t之间),分别取x=0和x=1有

f(0)=f(t)+f'(t)(-t)+
f″(ξ1)
2!

(-t)2 (0<ξ1<t),

f(1)=f(t)+f'(t)(1-t)+
f″(ξ2)
2!

(1-t)2 (t<ξ2<1),

由f(1)=f(0)两式相减得f'(t)=
f″(ξ1)
2 t2-

f″(ξ2)
2

(1-t)2,于是t∈[0,1]时有

|f'(t)|=
f″(ξ1)
2 t2-

f″(ξ2)
2

(1-t)2 ≤
1
2|f″(ξ1)|t

2+
1
2 f″(ξ2)(1-t)2

≤t2+(1-t)2=2t-
1
2  2+

1
2 ≤1.

即 f'(x)≤1,x∈[0,1].

  1.
 

设函数f(x)=x+aln(1+x)+bxsinx,g(x)=kx3,若f(x)与g(x)在x→0时是

等价无穷小,求a,b,k值.
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【参考解答】 由函数ln(1+x),sinx 的麦克劳林公式有

f(x)=x+a x-
x2

2 +
x3

3 +o(x3)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +bx[x+o(x2)]

=(1+a)x+ -
a
2+b  x2+

a
3x

3+o(x3)~kx3(x→0),

所以满足1+a=0,-
a
2+b=0

,a
3=k

,解得a=-1,b=-
1
2
,k=-

1
3.

  2.
 

求极限
 

(1)
 

lim
x→0

1+2sinx-x-1
xln(1+x) .

 

(2)
 

lim
x→0
(cos2x+2xsinx)1/x

4

.
 

【参考解答】 (1)
 

【法1】 由二阶带皮亚诺余项的麦克劳林公式,得

1+2sinx =1+
1
2
(2sinx)+

1
2
1
2-1  
2!

(2sinx)2+o(sin2x)

=1+sinx-
1
2sin

2x+o(sin2x),

代入极限式得

lim
x→0

1+2sinx -x-1
xln(1+x) =lim

x→0

1+sinx-
1
2sin

2x+o(sin2x)-x-1

x2

=lim
x→0

sinx-x
x2

-
1
2
sin2x
x2  =0-

1
2=-

1
2.

  【法2】 由等价无穷小、分子有理化和极限四则运算法则,得

lim
x→0

1+2sinx -x-1
xln(1+x) =lim

x→0

(1+2sinx)-(x+1)2

x2(1+2sinx +x+1)
,

=lim
x→0

(1+2sinx)-(x+1)2

2x2
=
1
2limx→0

2(sinx-x)-x2

x2
=-

1
2.

  【法3】 由等价无穷小和洛必达法则,得

lim
x→0

1+2sinx -x-1
xln(1+x) =lim

x→0

1+2sinx -x-1
x2

=lim
x→0

cosx
1+2sinx

-1

2x =lim
x→0

cosx- 1+2sinx
2x 1+2sinx

=lim
x→0

cosx- 1+2sinx
2x =lim

x→0

-sinx-
cosx
2sinx+1
2 =-

1
2.

  (2)
  

由函数ex 的连续性,有lim
x→0
(cos2x+2xsinx)

1

x4=e
lim
x→0

1

x4
ln(cos2x+2xsinx)

,其中

lim
x→0

1
x4
ln(cos2x+2xsinx)=lim

x→0

cos2x+2xsinx-1
x4
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=lim
x→0

1-2x2+
2
3x

4+2x x-
x3

6 +o(x3)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1

x4

=lim
x→0

1
3x

4+o(x4)

x4
=
1
3.

所以lim
x→0
(cos2x+2xsinx)

1

x4=e
1
3.

  3.
 

设函数f(x)在x=0的某个领域内有二阶连续导函数,且f(0)≠0,f'(0)≠0,

f″(0)≠0.证明:
 

存在唯一的一组实数λ1,λ2,λ3,使得当h→0时,λ1f(h)+λ2f(2h)+

λ3f(3h)-f(0)是比h2 高阶的无穷小.
 

【参考证明】 【法1】 由函数的二阶带皮亚诺余项的麦克劳林公式

f(x)=f(0)+f'(0)x+f″(0)
2 x2+ox2  ,

分别代入x=h,x=2h,x=3h,有

f(h)=f(0)+f'(0)h+
1
2f″

(0)h2+ο(h2),

f(2h)=f(0)+2f'(0)h+2f″(0)h2+ο(h2),

f(3h)=f(0)+3f'(0)h+
9
2f″

(0)h2+ο(h2),

于是

λ1f(h)+λ2f(2h)+λ3f(3h)-f(0)= (λ1+λ2+λ3-1)f(0)+(λ1+2λ2+3λ3)f'(0)h+

 (λ1+4λ2+9λ3)
f″(0)
2 h2+o(h2),

为满足题目要求,实数λ1,λ2,λ3 应该满足方程组

λ1+λ2+λ3-1=0

λ1+2λ2+3λ3=0

λ1+4λ2+9λ3=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,其系数行列式

1 1 1
1 2 3
1 4 9

=2≠0,所以存在唯一的一组解满足题设要求.

【法2】 要证存在唯一的一组实数λ1,λ2,λ3,使得

lim
h→0

λ1f(h)+λ2f(2h)+λ3f(3h)-f(0)

h2
=0,

则必有lim
h→0

λ1f(h)+λ2f(2h)+λ3f(3h)-f(0)  =0.由于f(x)在x=0处连续,则有

f(0)(λ1+λ2+λ3)-f(0)=0,由f(0)≠0知λ1+λ2+λ3=1.

将原极限运用洛必达法则,得lim
h→0

λ1f'(h)+2λ2f'(2h)+3λ3f'(3h)
2h =0,由极限的四

则运算法则知lim
h→0

λ1f'(h)+2λ2f'(2h)+3λ3f'(3h)  =0,由于f'(x)在x=0处连续,则
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有
 

f'(0)(λ1+2λ2+3λ3)=0,又f'(0)≠0,知λ1+2λ2+3λ3=0;
 

再次运用洛必达法则,得

lim
h→0

λ1f″(h)+4λ2f″(2h)+9λ3f″(3h)
2 =

1
2
(λ1+4λ2+9λ3)f″(0),

由f″(0)≠0,故应有λ1+4λ2+9λ3=0.综上可得关于实数λ1,λ2,λ3 的方程组

λ1+λ2+λ3=1

λ1+2λ2+3λ3=0

λ1+4λ2+9λ3=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 .

该方程组的系数行列式

1 1 1
1 2 3
1 4 9

=2≠0,故存在唯一的一组解满足题设要求.

  4.
 

设函数y=f(x)二阶可导,且f″(x)>0,f(0)=0,f'(0)=0.求lim
x→0

x3f(u)
f(x)sin3u

,其

中u 是曲线y=f(x)上点P(x,f(x))处切线在x 轴上的截距.
【参考答案】 y=f(x)上点P(x,f(x))处切线方程为Y-f(x)=f'(x)(X-x),令

Y=0,X=x-f(x)
f'(x)

,由此得u=x-f(x)
f'(x)

且有

lim
x→0

u=lim
x→0

x-f(x)
f'(x)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0-lim
x→0

f(x)-f(0)
x

f'(x)-f'(0)
x

=f'(0)
f″(0)=

0.

由f(x)在x=0处的二阶麦克劳林公式,

f(x)=f(0)+f'(0)x+f″(0)
2 x2+o(x2)=f″(0)

2 x2+o(x2),

可得

lim
x→0

u
x =1-lim

x→0

f(x)
xf'(x)=

1-lim
x→0

f″(0)
2 x2+o(x2)

xf'(x)

=1-
1
2limx→0

f″(0)+
o(x2)
x2

f'(x)-f'(0)
x

=1-
1
2

f″(0)
f″(0)=

1
2.

所以x→0时,u~
x
2
,sin3u~u3,从而有

lim
x→0

x3f(u)
f(x)sin3u

=lim
x→0

x3 f″(0)
2 u2+o(u2)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

u3 f″(0)
2 x2+o(x2)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=lim
x→0

x
u =2.

  5.
 

求方程x2sin
1
x=2x-501

的近似解,精确到0.001.
 

【参考解答】 由麦克劳林公式sint=t-
sin(θt)
2 t2(0<θ<1).令t=

1
x

得
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sin1x =
1
x -

1
2sin

θ
x  1

x  2,
代入原方程,得

 

x-
1
2sin

θ
x  =2x-501,即x=501-

1
2sin

θ
x  .

由此知x>500时,0<
θ
x<

1
500
,所以有

x-501 =
1
2 sin

θ
x  ≤

1
2

θ
x <

1
1000=0.001,

即x=501为满足题设条件的解.

  6.
 

设函数f(x)在(x0-δ,x0+δ)上有n 阶连续导数,且

f(k)(x0)=0(k=2,3,…,n-1), f(n)(x0)≠0

当0<|h|<δ时,有f(x0+h)-f(x0)=hf'(x0+θh),0<θ<1.证明:
  

lim
h→0

θ=
1

n-1n
.

 

【参考证明】 由函数f(x)的n-1阶泰勒公式,有

f(x0+h)=f(x0)+f'(x0)h+…+
f(n-1)(x0)
(n-1)!

hn-1+f(n)(ξ)
n! hn

=f(x0)+f'(x0)h+f(n)(ξ)
n! hn,

其中ξ介于x0 与x0+h 之间.
 

由函数f'(x)的n-1阶泰勒公式,有

f'(x0+θh)=f'(x0)+f″(x0)θh+…+
f(n-1)(x0)
(n-2)!

(θh)n-2+ f(n)(η)
(n-1)!

(θh)n-1

=f'(x0)+
f(n)(η)
(n-1)!

(θh)n-1,

其中η介于x0 与x0+θh 之间.
 

将以上两个表达式代入已知等式,化简整理得

f'(x0)h+f(n)(ξ)
n! hn =h f'(x0)+

f(n)(η)
(n-1)!

(θh)n-1􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

故f(n)(ξ)
n =f(n)(η)·θn-1.

 

令h→0,则ξ→x0,η→x0,由f(n)(x0)的连续性得
f(n)(x0)

n =

f(n)(x0)(lim
h→0

θ)n-1.由于f(n)(x0)≠0,所以lim
h→0

θ=
1

n-1n
.

 

练习20 函数的单调性与极值

1.
 

理解函数的单调性,极值的概念.
2.

 

掌握利用导数判定函数单调性和求极值的方法.
3.

 

会利用函数单调性与极值证明不等式.
4.

 

掌握函数最大值和最小值的求法及其应用.
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  1.
 

指出下列函数的单调区间及极值点.(若没有相应的区间或点则填“无”)
(1)

 

函数y=x-2sinx(0≤x≤2π)的单调递增区间为 ,单调递减区间为

,在点x= 处取极小值,在点x= 处取极大值.

(2)
 

函数y=2-
3(x-1)2的单调递增区间为 ,单调递减区间为 ,在

点x= 处取极小值,在点x= 处取极大值.
(3)

 

函数y=x+ sinx 的单调递增区间为 ,单调递减区间为 ,在点

x= 处取极小值,在点x= 处取极大值.
(4)

 

函数y=excosx 在点x= 处取极小值,在点x= 处取极大值.

【答案】 (1)
 π
3
,5π
3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,0,
π
3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ∪ 5π
3
,2π􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,π
3
,5π
3
;

  

(2)
 

(-∞,1),(1,+∞),无,1;
 

(3)
 

(-∞,+∞),无,无,无;
  

(4)
 

x=(2k+1)π+
π
4
(k∈ZZ),x=2kπ+

π
4
(k∈ZZ).

 

【参考解答】 (1)
 

y'=1-2cosx,y'
π
3  =y'5π3  =0,当x∈ π

3
,5π
3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 时,y'(x)≥

0,当x∈ 0,
π
3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ∪ 5π
3
,2π􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 时,y'(x)≤0,于是,π
3
,5π
3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 为函数单调递增区间,0,
π
3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

5π
3
,2π􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 为单调递减区间,在x=
π
3

处取极小值,在x=
5π
3

处取极大值.

(2)
  

函数定义域为(-∞,+∞),y'=-
2
3

1
3x-1

,在x=1处函数不可导.当x∈

(-∞,1)时,y'(x)≥0,当x∈(1,+∞)时,y'(x)≤0,于是,(-∞,1)为函数单调递增区

间,(1,+∞)为单调递减区间,在x=1处取极大值,没有极小值点.

(3)
 

y=
x+sinx, x∈[2nπ,π+2nπ]

x-sinx, x∈[2nπ+π,2π+2nπ]  (n∈ZZ),

y'=
1+cosx, x∈(2nπ,π+2nπ)

1-cosx, x∈(2nπ+π,2π+2nπ)  (n∈ZZ),

于是函数在x=nπ处不可导,y'(x)>0,(x≠nπ),所以函数在(-∞,+∞)单调递增,
无极值点.

(4)
  

函数定义域为(-∞,+∞),y'=ex(cosx-sinx),令y'=0得x=kπ+
π
4
(k∈ZZ).

y″=-2exsinx,于是

y″2kπ+
π
4  =- 2e2kπ+

π
4 <0, y″ (2k+1)π+

π
4

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 = 2e
(2k+1)π+

π
4 >0,

所以函数在x=2kπ+
π
4
(k∈ZZ)处取极大值;

 

在x=(2k+1)π+
π
4
(k∈ZZ)处取极小值.

  2.
 

证明下列不等式.

(1)
  

sinx+tanx>2x,0<x<
π
2
;

 

 (2)
 

tanx>x+
x3

3
,0<x<

π
2.
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【参考证明】 (1)
 

【法1】 令f(x)=(sinx+tanx)-2x,则f(x)在 0,
π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  连

续,且

f(0)=0, f'(x)=cosx+sec2x-2>cosx+secx-2>0x∈ 0,π2    ,
所以f(x)在 0,

π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  严格单调递增,于是f(x)>f(0)=0,x∈ 0,
π
2  ,即sinx+tanx>

2x,0<x<
π
2.

或f'(x)=cosx+sec2x-2,f'(0)=0,

f″(x)=-sinx+2sec2xtanx=sinx(2sec3x-1)>0,

所以f'(x)在 0,
π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  单调递增,于是f'(x)>f'(0)=0,x∈ 0,
π
2  ,所以f(x)在 0,

π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  单

调递增,于是f(x)>f(0)=0,x∈ 0,
π
2  ,即sinx+tanx>2x,0<x<π2.

【法2】 令f(x)=(sinx+tanx)-2x,则f(0)=0,

f'(x)=cosx+sec2x-2, f'(0)=0,

f″(x)=-sinx+2sec2xtanx=sinx(2sec3x-1),
于是由f(x)在处x=0的2阶麦克劳林公式有

 

f(x)=f(0)+f'(0)x+f″(ξ)
2! x2=

sinξ
2
(2sec3ξ-1)x2>0, 0<ξ<x<

π
2
,

即sinx+tanx>2x,0<x<
π
2.

(2)
  

令f(x)=tanx-x-
x3

3
,则f(x)在 0,

π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  连续,且f(0)=0,f'(x)=sec2x-

1-x2=tan2x-x2>0,故函数在 0,
π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  上严格递增.从而当x∈ 0,
π
2  时,f(x)>f(0)=

0,即不等式
  

tanx>x+
x3

3
,0<x<

π
2

成立.

  3.
 

设0<a<b,求证ln
b
a>

2(b-a)
a+b .

 

【参考证明】 【法1】 令f(x)=lnx-
2(x-1)
1+x

,f(x)∈C[1,+∞),f(1)=0,

f'(x)=
1
x-

4
(1+x)2

=
(1-x)2

x(1+x)2
>0,所以函数f(x)在[1,+∞)上单调递增,从而f(x)>

f(1)=0(∀x>1),由0<a<b知b
a>1

,故f
b
a  >0,即结论成立.

【法2】 令f(b)=ln
b
a -

2(b-a)
a+b

,f(b)∈C[a,+∞),f(a)=0,f'(b)=
1
b -

4a
(a+b)2

=
(b-a)2

b(a+b)2
>0(b>a),所以函数f(b)在[a,+∞)上单调递增,从而f(b)>f(a)=
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0,即结论成立.

  4.
 

证明下列不等式.

(1)
 

(x2-1)lnx≥(x-1)2,x>0;
 

 (2)
 ln(1+x)
lnx >

x
1+x

,x>1.
 

【参考证明】 (1)
 

当x=1时,结论成立.令f(x)=xlnx+lnx-x+1,f(x)∈

C(0,+∞),f(1)=0,f'(x)=lnx+
1
x=

1
x-ln

1
x>0

,所以f(x)在(0,+∞)单调递增,于

是,当0<x<1时,f(x)=xlnx+lnx-x+1<f(1)=0,即有(x+1)lnx+lnx<x-1,又

x-1<0,所以(x2-1)lnx>(x-1)2;
 

当x>1时,于是f(x)=xlnx+lnx-x+1>
f(1)=0,即有(x+1)lnx+lnx>x-1,又x-1>0,所以

 

(x2-1)lnx>(x-1)2.
综上,不等式(x2-1)lnx≥(x-1)2,x>0成立.
(2)

 

由x>1知lnx>0,原式等价于(1+x)ln(1+x)≥xlnx.
【法1】 令f(x)=xlnx,f(x)∈C[1,+∞),f(1)=0,则f'(x)=1+lnx>0,所以

f(x)在[1,+∞)上递增,而1+x>x>1,故f(1+x)>f(x),结论得证.
【法2】 令f(t)=tlnt,f'(t)=1+lnt>0,在区间[x,x+1]上满足拉格朗日中值定

理,于是有
 

(1+x)ln(1+x)-xlnx=1+lnξ>0(1<x<ξ<x+1),所以ln
(1+x)
lnx >

x
1+x

,

x>1.

  5.
 

已知f(x)=
x2x, x>0

xex+1, x≤0 ,求f(x)的单调区间与极值.
 

【参考解答】 函数定义域为(-∞,+∞),由于f(0)=f(0-0)=lim
x→0-

(xex+1)=

1,f(0+0)=lim
x→0+

x2x=lim
x→0+

e2xlnx=e0=1,所以f(0-0)=f(0)=f(0+0),所以f(x)在

分段点x=0处连续,由初等函数连续性可知f(x)在(-∞,+∞)上连续.

又
 

f'(x)=
2x2x(lnx+1), x>0

ex(x+1), x<0 ,令f'(x)=0,可得x=
1
e
,x=-1,所以可能的极

值点为x=
1
e
,x=0,x=-1.

于是可得下表:
 

x (-∞,-1) -1 (-1,0) 0 0,
1
e  1

e
1
e
,+∞  

y' - 0 + 不存在 - 0 +
y 递减 极小 递增 极大 递减 极小 递增

所以f(x)的单调递增区间为(-1,0),1e
,+∞  ,单调递减区间为(-∞,-1),0,

1
e  .函
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数极小值分别为f(-1)=1-
1
e
,f
1
e  =e

-2
e ,极大值为f(0)=1.

  6.
 

设函数f(x)=nx(1-x)n,n∈NN,试求函数f(x)在[0,1]上的最大值 M(n)及
lim
n→∞

M(n).
 

【参考解答】 显然f(x)在闭区间[0,1]上连续,且f(0)=f(1)=0.又

f'(x)=n(1-x)n -nx·n(1-x)n-1=n(1-x)n-1[1-(n+1)x],

  令f'(x)=0,得区间(0,1)内唯一驻点x=
1

n+1.

当x<
1

n+1
时,f'(x)>0,函数单调递增;

 

当x>
1

n+1
时,f'(x)<0,函数单调递减;

 

函数在x=
1

n+1
取得区间内唯一极大值点,即为最大值点,对应最大值

M(n)=f
1

n+1  = n
n+1  n+1

= 1-
1

n+1  n+1
,

于是lim
n→∞

M(n)=lim
n→∞

1-
1

n+1  n+1
=lim

n→∞
1-

1
n+1  -

(n+1)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1=e-1.

  7.
 

证明方程 1
(1+x)n

-1+nx-
n(n+1)
2 x2=0无正根.

 

【参考证明】 令f(x)=
1

(1+x)n
-1+nx-

n(n+1)
2 x2,则f(x)在[0,+∞)上连

续,且f(0)=0.对其求一阶、二阶导数,得

f'(x)=-
n

(1+x)n+1+n-n(n+1)x=n 1-(n+1)x-
1

(1+x)n+1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

f″(x)=n -(n+1)+
n+1

(1+x)n+2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =n(n+1)

1
(1+x)n+2-1􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 <0 (x>0),

从而可知f'(x)在(0,+∞)内单调递减.由f'(0)=0,故f'(x)<0,即f(x)在(0,+∞)内
严格单调递减,又f(0)=0,故f(x)<0(x>0),即方程无正根.

  8.
 

证明方程x2=xsinx+cosx 恰好只有两个不同的实数根.
 

【参考证明】 令f(x)=x2-xsinx-cosx,则

f'(x)=2x-xcosx-sinx+sinx=2x-xcosx,
令f'(x)=0,得x=0为唯一驻点,且x<0时,f'(x)<0,f(x)严格单调递减,x>0时,

f'(x)>0,f(x)严格单调递增,所以唯一极值点x=0处取得极小值f(0)=-1<0,也为

最小值点.又因为f(±π)=π2+1>0,由零点定理知,f(x)在(-π,0)与(0,π)内分别至少

有一个零点,又f(x)在(-∞,0)与(0,+∞)严格单调,在两区间内分别至多有一个零点,
所以f(x)在(-∞,+∞)恰有两个不同的零点,即方程x2=xsinx+cosx 恰好只有两个不

同的实数根.

  9.
 

设e<a<b,证明ab>ba.
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【参考解答】 【法1】 因为e<a<b,故原不等式等价于blna>alnb.
 

令f(x)=xlna-alnx(e<a<x),则f(x)在[a,+∞)连续,且f(a)=0,由e<a<

x,有lna>1,
a
x<1

,于是f'(x)=lna-
a
x>0

,所以f(x)严格单调递增.由于e<a<b,所

以f(b)>f(a)=0(e<a<b),从而可得

f(b)=blna-alnb>0, 即ab >ba.

  【法2】 因为e<a<b,故原不等式等价于lna
a >

lnb
b .令f(x)=

lnx
x
(x>e),则f'(x)=

1-lnx
x2

,当x>e时,f'(x)<0,所以f(x)严格单调递减.由于e<a<b,于是可得f(b)<

f(a),即
lnb
b <

lna
a

成立.

  10.
 

在地面上建有一座圆柱形水塔,水塔的内部直径为d,并且在地面处开了一个高为

H 的小门.现在要对水塔进行维修施工,施工方案要求把一根长度为L(L>d)的水管运到

水塔内部,试问水塔的门为多高时,才有可能成功地把水管搬进水塔内?
 

第10题图

 

【参考解答】 如图所示.H(θ)=(Lcosθ-d)tanθ=Lsinθ-

dtanθ,θ∈ 0,
π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,令 H'(θ)=Lcosθ-dsec2θ=0,得唯一驻点:
 

cosθ=

3d/L,θ=arccos3d/L.由问题可知最小值存在,在唯一驻点取到,对
应最小值为

Hmin=L 1-cos2θ-d sec2θ-1=(L2/3-d2/3)3/2.

  1.
 

选择题.

(1)
  

设lim
x→a

f(x)-f(a)
(x-a)2

=-1,则在x=a 处(  ).

                           (A)
 

f(x)的导数存在,且f'(a)≠0 (B)
 

f(x)取得极大值

(C)
 

f(x)取得极小值 (D)
 

f(x)的导数不存在

(2)
  

设函数f(x),g(x)具有二阶导数,且g″(x)<0,若g(x0)=a 是g(x)的极值,则
f(g(x))在x0 取极大值的一个充分条件是(  ).

(A)
 

f'(a)<0  (B)
 

f'(a)>0  (C)
 

f″(a)<0  (D)
 

f″(a)>0
 

(3)
  

设函数f(x)在区间[-2,2]上可导,且f'(x)>f(x)>0,则(  ).

(A)
 f(-2)
f(-1)

>1  (B)
 f(0)
f(-1)

>e  (C)
 f(1)
f(-1)

<e2  (D)
 f(2)
f(-1)

<e3

(4)
  

若3a2-5b<0,则方程x5+2ax3+3bx+4c=0(  ).
 

(A)
 

无实根  (B)
 

有唯一实根  
(C)

 

有3个不同实根  (D)
 

有5个不同实根
 

【参考解答】 (1)
 

【法1】 lim
x→a

f(x)-f(a)
(x-a)2

=-1<0,则由极限的保号性可知,存



146  

在a 的某去心邻域内,f
(x)-f(a)
(x-a)2

<0,又(x-a)2>0,所以f(x)-f(a)<0,即f(x)<

f(a),所以f(x)取得极大值.
 

所以正确选项为(B).
【法2】 排除法,或特殊法.取f(x)=-(x-a)2,函数满足条件,且f'(a)=0,则(A)

和(D)不能选.
 

又f(x)=-(x-a)2 在x=a 处取到极大值,所以(C)不能选,答案只能

是(B).
(2)

  

由已知条件可得[f(g(x))]' x=x0 =f'(g(x0))g'(x0)=0,故 要 想 x0 为

f(g(x))的极大值点,只需[f(g(x))]″ x=x0<0即可.
 

于是由

[f(g(x))]″ x=x0 =f″(g(x0))g'
2(x0)+f'(g(x0))g″(x0)=f'(a)g″(x0)<0,

可知结论成立只需要f'(a)>0,所以正确选项为(B).

(3)
  

因为f'(x)>f(x)>0,所以f'(x)-f(x)>0,令F(x)=f(x)
ex

,则F(x)在

(-2,2)单调递增,所以F(0)>F(-1)>0.所以正确选项为(B).
(4)

  

令f(x)=x5+2ax3+3bx+4c,则f'(x)=5x4+6ax2+3b,令t=x2,f'(x)=
5x4+6ax2+3b=5t2+6at+3b,其判别式

Δ=(6a)2-4·5·3b=12(3a2-5b)<0,
所以f'(x)无实根,即f'(x)>0,所以函数f(x)=x5+2ax3+3bx+4c 在x∈(-∞,

+∞)上单调递增.又

lim
x→-∞

f(x)=lim
x→-∞

(x5+2ax3+3bx+4c)=-∞,

lim
x→+∞

f(x)=lim
x→+∞

(x5+2ax3+3bx+4c)=+∞,

所以由连续函数的介值定理可知,在(-∞,+∞)内至少存在一点x0 使得f(x0)=0,又因

为y=f(x)是严格的单调函数,故x0 是唯一的,故方程f(x)=0有唯一实根,因此正确选

项为(B).

  2.
 

设y=y(x)由x3+3x2y-2y3=2所确定,求y(x)的极值.
 

【参考解答】 方 程 两 边 对 x 求 导,得 3x2+6xy+3x2y'-6y2y'=0⇒

y'=
x(x+2y)
2y2-x2

,令y'(x)=0⇒x=0,x=-2y.将x=0,x=-2y 代入所给方程,得

x=0,y=-1;
 

x=-2,y=1.

又y″=
(2y2-x2)(2x+2xy'+2y)-(x2+2xy)(4yy'-2x)

(2y2-x2)2
,从而有

y″ x=0
y= -1
y'=0

=-1<0, y″ x= -2
y=1
y'=0

=1>0.

所以,y(0)=-1为极大值,y(-2)=1为极小值.

  3.
 

讨论曲线y=4lnx+k与y=4x+ln4x 的交点个数.
 

【参考解答】 问题等价于讨论函数φ(x)=(ln4x+4x)-(4lnx+k)在区间(0,+∞)
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内的零点个数.

令
 

φ'(x)=
4ln3x
x -

4
x+4=

4
x
(ln3x-1+x)=0,得x=1.当0<x<1

 

时,ln3x<0,则

ln3x-1+x<0,而
4
x>0

,由此可得φ'(x)<0,即φ(x)单调递减;
 

当x>1时,ln3x>0,则

ln3x-1+x>0,而
4
x>0

,有φ'(x)>0,即φ(x)单调递增,故φ(1)=4-k 为函数φ(x)的

唯一极小值即最小值.
①

  

当φ(1)=4-k>0,即当k<4时,φ(x)≥φ(1)>0,φ(x)无零点,两曲线没有交点;
 

②
  

当φ1  =4-k=0,即当k=4时,φ(x)≥φ(1)=0,φ(x)有且仅有一个零点,即两

曲线仅有一个交点;
 

③
 

当φ(1)=4-k<0,即当k>4时,由于
 

lim
x→0+

φ(x)=lim
x→0+

[(ln3x-4)lnx+4x-k]=+∞,

lim
x→+∞

φ(x)=lim
x→+∞

[(ln3x-4)lnx+4x-k]=+∞,

由连续函数的介值定理,在区间(0,1)与(1,+∞)内各至少有一个零点,又因在区间(0,1)
与(1,+∞)内分别是严格单调的,故φ(x)分别至多有一个零点.于是φ(x)有两个零点.

综上所述,当k<4时,两曲线没有交点;
 

当k=4时,两曲线仅有一个交点;
 

当k>4
时,两曲线有两个交点.

  4.
 

设0<a<b,证明不等式:
 2a
a2+b2

<
lnb-lna
b-a <

1
ab

.
 

【参考证明】 (1)
 

证明:
  2a
a2+b2

<
lnb-lna
b-a .

【法1】 设函数f(x)=lnx(x>a>0),由拉格朗日中值定理可知

lnb-lna
b-a =(lnx)' x=ξ=

1
ξ
, 0<a<ξ<b,

而1
ξ
>
1
b>

2a
a2+b2

,其中a2+b2>2ab(0<a<b),所以不等式 2a
a2+b2

<
lnb-lna
b-a

成立.

【法2】 令φ(x)=lnx-lna-
2a(x-a)
a2+x2

,φ(x)在[a,+∞)(a>0)上连续,φ(a)=0,

且x∈(a,+∞)时,

φ'(x)=
1
x -

2a
a2+x2

+
4ax(x-a)
(a2+x2)2

=
(x-a)2

x(a2+x2)
+
4ax(x-a)
(a2+x2)2

>0,

所以当x∈(a,+∞)时φ(x)单调递增,所以b>a 时,

φ(b)-φ(a)=lnb-lna-
2a(b-a)
a2+b2

>0,

即不等式 2a
a2+b2

<
lnb-lna
b-a

成立.

(2)
 

证明:
 lnb-lna
b-a <

1
ab

.
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【法1】 令g(x)=lnx-lna-
1
ax
(x-a),则g(x)在[a,+∞)(a>0)上连续,

g(a)=0,且x∈(a,+∞)时,

g'(x)=
1
x -

1
a

1
2 x

+
a

2x x  =-
(x - a)2

2x ax
<0,

所以当x∈(a,+∞)时g(x)单调递增,所以当b>a 时,

g(b)-g(a)=lnb-lna-
1
ab
(b-a)<0 即lnb-lna

b-a <
1
ab

.

  【法2】 令ψ(x)=2lnx-x+
1
x
,则ψ(x)在[1,+∞)上连续,ψ(1)=0,且x∈

(1,+∞)时,

ψ'(x)=
2
x -1-

1
x2
, ψ'(1)=0, ψ″(x)=-

2
x2

+
2
x3

=
2
x3
(1-x)<0,

所以当x∈(1,+∞)时,ψ'(x)单调递减,于是ψ'(x)<ψ'(1)=0,于是ψ(x)单调递减,于是

ψ(x)<ψ(1)=0.当b>a 时,取x=
b
a ∈(1,+∞),于是有

ψ
b
a  =lnb

a -
b
a +

a
b =(lnb-lna)-

1
ab
(b-a)<0,

即不等式lnb-lna
b-a <

1
ab

 

成立.综上可知原双侧不等式成立.

  5.
 

设整数n>1,证明不等式 1
2ne<

1
e- 1-

1
n  n

<
1
ne.

 

【参考解答】 
 

(1)
 

证明左侧不等式.

1
2ne<

1
e- 1-

1
n  n

⇔ 1nln1-
1
2n  -ln1-

1
n  -1n >0.

令1
n=x

,构造辅助函数f(x)=xln1-
x
2  -ln(1-x)-x,函数在[0,1)上连续,f(0)=

0.则当x∈(0,1)时,

f'(x)=ln1-
x
2  - x

2-x+
1

1-x-1, f'(0)=0,

f″(x)=-
1

2-x-
2

(2-x)2
+

1
(1-x)2

=
x(x2+5x+5)
(2-x)2(1-x)2

>0,

所以f'(x)在(0,1)上单调增加,由于f(x),f'(x)在[0,1)上连续,由此可知

f'(x)>f'(0)=0, x∈ (0,1).
所以f(x)在(0,1)上严格单调增加,即f(x)>f(0)=0,x∈(0,1),即

f
1
n  =1nln1-12n  -ln1-1n  -1n>0.

(2)
  

证明右侧不等式.
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1
e- 1-

1
n  n

<
1
ne⇔ 1-

1
n  ln1-

1
n  +1n >0.

令1
n=x

,构造辅助函数g(x)=(1-x)ln(1-x)+x,函数在[0,1)上连续,g(0)=0.则当

x∈(0,1)时,g'(x)=-ln(1-x)>0.由于g(x)在[0,1)上连续,由此可知g(x)在(0,1)

上严格单调递增,于是g(x)>g(0)=0,x∈(0,1),因此g
1
n  = 1-1n  ln1-1n  +

1
n>0.

综上可知原不等式成立.

  6.
 

求使得e< 1+
1
n  n+β

对一切正整数n 都成立的最小的β的值.
 

【参考解答】 由于e< 1+
1
n  n+β

⇔
1

ln1+
1
n  
-n<β,记xn=

1

ln1+
1
n  
-n,问

题即求数列 xn  的最小上界.于是令x=
1
n
,考察函数f(x)=

1
ln(1+x)-

1
x
(x∈(0,1)),

f'(x)=
(1+x)[ln(1+x)]2-x2

x2(1+x)[ln(1+x)]2
,再令g(x)=(1+x)[ln(1+x)]2-x2,g(0)=0,且

g'(x)=2ln(1+x)+[ln(1+x)]2-2x, g'(0)=0,

g″(x)=
2

1+x+
2ln(1+x)
1+x -2=

2
1+x

[ln(1+x)-x],

由不等式ln(1+x)<x
 

可知
 

g″(x)<0(x∈(0,1]),得g'(x)单调递减,g'(x)<g'(0)=0,
得g(x)单调递减,g(x)<g(0)=0.于是f'(x)<0,所以当x∈(0,1]时f(x)严格单调递

减.又n→∞时,x→0+,所以数列 xn  严格单调递增,且

lim
n→∞

xn =lim
x→0+

x-ln(1+x)
xln(1+x) =lim

x→0+

1-
1

1+x
2x =lim

x→0+

1
2(1+x)=

1
2.

即任给ε>0,存在N∈ZZ+,当n>N 时,有 xn-
1
2 <ε成立,即1

2-ε<xn<
1
2+ε

,于是

由ε的任意性及xn 单调递增,可知1
2

为xn 的最小上界,于是β=
1
2.

 

练习21 函数曲线的凹凸性与拐点

1.
 

理解函数的凹凸性,函数曲线的凹凸性的定义.
2.

 

掌握利用导数判定函数图形的凹凸性的方法,会求函数图形的拐点.
3.

 

会利用凹凸性的定义证明简单的不等式.
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  1.
 

已知y=f(x)在RR上连续,下面给出了其导函数f'(x)的图形.试根据f'(x)的图

形信息指出函数f(x)的单调区间、极值点及y=f(x)图形的凹凸区间与曲线拐点的横

坐标.
(1)

  

如图(1)所示,函数f(x)在区间 单调递增,在区间 单调递

减,在点x= 处取极小值点,点x= 处取极大值;
 

y=f(x)的图形在区间

为凸弧,在区间 为凹弧,曲线拐点的横坐标为x= .
(2)

  

如图(2)所示,函数f(x)在区间 单调递增,在区间 单调递减,在
点x= 处取极小值,点x= 处取极大值;

 

y=f(x)的图形在区间

为凸弧,区间 为凹弧,曲线拐点的横坐标为x= .

第1题图(1) 第1题图(2)

【答案】 (1)
 

(-∞,-1],[1,+∞),[-1,1],1,-1;
 

(-∞,0),(α,2),(0,α),(2,

+∞),0,α,2.
 

(2)
 

(-1,0],[1,+∞),(-∞,-1],[0,1),-1,1,0,(α,2),(-∞,0),(0,

α),(2,+∞),α,2.
 

【参考解答】 f'(x)≥0对应单调递增区间,f'(x)≤0对应单调递减区间,f'(x)

由正变负对应极大值点,f'(x)由负变正对应极小值点.f'(x)单调递增,对应f″(x)≥0,对
应函数曲线为凹弧,f'(x)单调递减,对应f″(x)≤0,对应函数曲线为凸弧,f'(x)单调性发

生改变的点对应函数曲线上的拐点.注意,第(2)问中f(x)在x=0处连续,但是不可导,取
极大值,为尖点,两侧为两段凹弧.

  2.
 

已知y=f(x)在RR上连续,其二阶导数y=f″(x)的图形如图所示,则函数曲线y=
f(x)在区间 为凸弧,区间 为凹弧,曲线拐点的横坐标为x=

.

第2题图

【答案】 (-∞,1),(6,+∞),(1,6),1或6.
 

【参考解答】 
 

由y=f″(x)图形可知,在区间(-∞,1),

(6,+∞)上f″(x)<0,函数曲线为凸弧,在区间(1,6)上f″(x)≥
0,函数曲线为凹弧,函数曲线的凹凸性在x=1,6两侧发生改变,
故曲线y=f(x)的拐点的横坐标为x=1,6(在x=3两侧凹凸性

没发生改变,不对应拐点).
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  3.
 

若点(1,3)为曲线y=ax3+bx2 的拐点,则a= ,b= .
 

【参考解答】 y'=3ax2+2bx,y″=6ax+2b,由 题 意 y″(1)=0.从 而 有

6a+2b=0
a+b=3 解得a=-

3
2
,b=

9
2.

  4.
 

求下列函数图形的凹凸区间与拐点.

(1)
 

y=x+36x2-2x3-x4;   (2)
 

y=e-x
2
;

 

(3)
 

y= 1+x2;         (4)
 

y=ln(x2+1).
 

【参考解答】 (1)
 

y'=1+72x-6x2-4x3,y″=72-12x-12x2,令y″=0得x=

-3,2,于是在[-3,2]上y″≥0,[-3,2]为函数图形的凹区间,在(-∞,-3],[2,+∞)上

y″≤0,(-∞,-3],[2,+∞)为函数图形的凸区间;
 

拐点为(-3,294),(2,114).

(2)
 

y'= -2xe-x
2
,y″= -2e-x

2

+4x2e-x
2
,令 y″=0 得 x= ±

2
2
,于 是 在

-
2
2
,2
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 上y″≤0, -

2
2
,2
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 为函数图形的凸区间,在 -∞,-

2
2 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 , 2

2
,+∞

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁  上

y″≥0,-∞,-
2
2 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 , 2

2
,+∞

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁  为函数图形的凹区间;

 

拐点为 ±
2
2
,e-1/2  .

(3)
 

y'=
x

1+x2
,y″=

1
(1+x2)1+x2

>0(∀x∈RR),所以函数图形在(-∞,+∞)上

是凹的,没有拐点.

(4)
 

y'=
2x
1+x2

,y″=
2(1-x2)
(1+x2)2

,令y″=0得x=±1,于是在[-1,1]上y″≥0,[-1,1]

为函数图形的凹区间,在(-∞,-1],[1,+∞)上y″≤0,(-∞,-1],[1,+∞)为函数图形

的凸区间;
 

拐点为(±1,ln2).

  5.
 

证明不等式1+xln(x+ 1+x2)≥ 1+x2,x∈(-∞,+∞).
 

【参考证明】 令f(x)=1+xln(x+ 1+x2)- 1+x2,f(x)在(-∞,+∞)上

连续,且f(0)=0,f'(x)=ln(x+ 1+x2),f'(0)=0,f″(x)=
1

1+x2
>0,于是可知函数

曲线在(-∞,+∞)为凹弧,函数为(-∞,+∞)上单谷函数,在极小值点x=0处取得最小

值f(0)=0,故有x∈(-∞,+∞)时,f(x)≥0,即有不等式1+xln(x+ 1+x2)≥

1+x2,x∈(-∞,+∞)成立.

  6.
 

试确定y=k(x2-3)2 中k的值,使曲线的拐点处的法线通过原点.
  

【参考解答】 求函数的一阶、二阶、三阶导数,得y'=4kx(x2-3),

y″=4k(x2-3)+8kx2=12k(x-1)(x+1), y‴=24kx,
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令y″=0,得x1=-1,x2=1.由题意可知k≠0,故y‴ ±1  ≠0,所以(-1,4k),(1,4k)都
为曲线的拐点.

由y'(-1)=8k可知,过点(-1,4k)的法线方程为
 

y-4k=-
1
8k
(x+1),要使该法线

过原点,则(0,0)应满足该方程,将(0,0)代入该法线方程得k=±
2
8.

由y'(1)=-8k可知,过点(1,4k)的法线方程为
 

y-4k=
1
8k
(x-1),要使该法线过原

点,则(0,0)应满足该方程,将(0,0)代入该法线方程得k=±
2
8.

综上,当k=±
2
8

时,该曲线的拐点处的法线通过原点.

  7.
 

证明:
 

对于任意实数a,b,有e
a+b
2 ≤

1
2
(ea+eb).

 

【参考证明】 令f(x)=ex,则f″(x)=ex>0,x∈(-∞,+∞),即函数曲线为严

格凹弧,由凹弧的定义有f
a+b
2  ≤f(a)+f(b)2

,即有不等式e
a+b
2 ≤

1
2
(ea+eb)成立.

  8.
 

已知f(x)二阶可导,且f(x)>0,f″(x)f(x)-[f'(x)]2≥0,x∈RR.

(1)
 

证明:
 

f(x1)f(x2)≥f
2 x1+x2

2  ,∀x1,x2∈RR.

(2)
 

若f(0)=1,证明f(x)≥ef'(0)x,x∈RR.
 

【参考证明】 (1)
 

所证不等式两边取对数等价于

lnf(x1)+lnf(x2)
2 ≥lnf

x1+x2
2  , ∀x1,x2∈RR,

于是证明F(x)=lnf(x)是(-∞,+∞)上凸函数(函数曲线在(-∞,+∞)为凹弧)即可.

F'(x)=[lnf(x)]'=f'(x)
f(x)

, F″(x)= f'(x)
f(x)  '=f(x)f″(x)-[f'(x)]2

f2(x)
≥0,

所以F(x)=lnf(x)是(-∞,+∞)上凸函数(函数曲线为凹弧),即结论成立.
(2)

 

由函数F(x)的一阶带拉格朗日余项的泰勒公式,有

F(x)=F(0)+F'(0)x+
F″(ξ)
2 x2

=lnf(0)+f'(0)
f(0)

x+f(ξ)f″(ξ)-[f'(ξ)]2

2f2(ξ)
x2≥f'(0)x,

故得f(x)≥ef'(0)x,x∈RR.

  1.
 

选择题.
(1)

  

设函数f(x)满足关系式f″(x)+[f'(x)]2=x,且f'(0)=0,则(  ).
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                           (A)
 

f(0)是f(x)的极大值

(B)
 

f(0)是f(x)的极小值

(C)
 

点(0,f(0))是曲线y=f(x)的拐点

(D)
 

f(0)不是f(x)的极值,点(0,f(0))不是曲线y=f(x)的拐点

(2)
  

曲线y=(x-1)2(x-3)2 的拐点个数为(  ).
(A)

 

0   (B)
 

1   (C)
 

2   (D)
 

3
(3)

  

设f'(x0)=f″(x0)=0,f‴(x0)>0则下列选项正确的是(  ).
(A)

 

f'(x0)是f'(x)的极大值    
(B)

 

f(x0)是f(x)的极大值

(C)
 

f(x0)是f(x)的极小值  
(D)

 

(x0,f(x0))是曲线y=f(x)的拐点
  

【参考解答】 (1)
 

改写原等式f″(x)=x-[f'(x)]2.因为f'(0)=0,则由已知等

式可知f″(0)=0.并且f‴(x)=1-2f'(x)f″(x),代入x=0,得f‴(0)=1>0,所以点

(0,f(0))是曲线y=f(x)的拐点,即导函数的极值点.故正确选项为(C).
【注】 也可以由极限的保号性说明结论为(C).

 

由导数定义,有

f‴(0)=lim
x→0

f″(x)-f″(0)
x-0 =lim

x→0

f″(x)
x =1>0,

所以在x=0的一个去心邻域内f″(x)变号,故为拐点.
(2)

  

由可微函数的拐点判定方法,有y'=4(x-1)(x-2)(x-3),

y″=4(3x2-12x+11), y‴=24(x-2).

令y″=0,即3x2-12x+11=0,得x1,2=
6± 3
3 .从而可知y‴(x1,2)≠0,故两个点都是曲

线的拐点,故正确选项为(C).
(3)

  

取f(x)=x3,x0=0,则可知(A)(B)(C)都不正确,所以(D)为正确选项.

或由已知条件有f‴(x0)=lim
x→x0

f″(x)-f″(x0)
x-x0

=lim
x→x0

f″(x0)
x-x0

>0,于是由极限的保号

性,在x0 的一个邻域内,f″(x)在x0 左右两侧异号,即(x0,f(x0))是曲线y=f(x)的拐

点,故正确选项为(D).

  2.
 

设函数y=y(x)由方程ylny-x+y=0确定,试判断曲线y=y(x)在点(1,1)附
近的凹凸性.

 

【参考解答】 方程两边对x 求导得
 

y'lny+2y'-1=0,解得y'=
1

lny+2
.再对x

求导可得
 

y″=
-1

(lny+2)2
·y'
y
=-

1
y(lny+2)3

.代入x=1,y=1可得y″=-
1
8.因为二阶

导函数y″在点x=1附近是连续函数,且y″(1)=-
1
8<0

,故由连续函数性质可知在x=1

的附近有y″<0,从而曲线y=y(x)在点(1,1)附近是凸的.
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  3.
 

设函数y=y(x)由参数方程
x=

1
3t

3+t+
1
3

y=
1
3t

3-t+
1
3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

所确定,求y=y(x)的极值和曲线

y=y(x)的凹凸区间及拐点.
 

【参考解答】 因为y'(x)=
y'(t)
x'(t)=

t2-1
t2+1

,

y″(x)=
dy'(t)
dt

· 1
dx
dt

=
2t(t2+1)-(t2-1)·2t

(t2+1)2
· 1
t2+1

=
4t

(t2+1)3
,

令y'(x)=0得t=±1,当t=1时,x=
5
3
,y=-

1
3
,此时,y″>0,所以y=-

1
3

为极小值.

当t=-1时,x=-1,y=1,此时y″<0,所以y=1为极大值.

令y″(x)=0得t=0,x=y=
1
3
,当t<0时,x<

1
3
,此时y″<0;

 

当t>0时,x>
1
3
,此

时y″>0.所以曲线的凸区间为 -∞,
1
3  ,凹区间为 1

3
,+∞  ,拐点为 1

3
,1
3  .

【注】 也可以直接根据以上y',y″的取值列表:
 

t (-∞,-1) -1 (-1,0) 0 (0,1) 1 (1,+∞)

x (-∞,-1) -1 -1,
1
3  1

3
1
3
,5
3  5

3
5
3
,+∞  

y' + 0 - - - 0 +
y″ - - - 0 + + +

由表可以直接得到以上结论:
 

y
5
3  =-13为极小值,y(-1)=1为极大值;

 

函数曲线

凸区间为 -∞,
1
3  ,凹区间为 1

3
,+∞  ,拐点为 1

3
,1
3  .

  4.
 

设函数f(x)在(-∞,+∞)上具有二阶导数,并且f″(x)>0,lim
x→+∞

f'(x)=α>0,

lim
x→-∞

f'(x)=β<0,且存在一点x0,使得f(x0)<0.证明:
 

方程f(x)=0在(-∞,+∞)

恰有两个实根.
 

【参考证明】 由于lim
x→+∞

f'(x)=α>0,于是存在X1>0,当x>X1 时有f'(x)>

0,取a=max{X1,x0},则有f'(a)>0.又由f″(x)>0可知y=f(x)对应的图形为凹弧,
于是当x→+∞时,f(x)>f(a)+f'(a)(x-a)→+∞,故存在b>a,使得

 

f(b)>f(a)+
f'(a)(b-a)>0.

由于lim
x→-∞

f'(x)=β<0,于是存在 X2>0,当x<-X2 时有f'(x)<0,取c=

min{-X2,x0},则有f'(c)<0.又由f″(x)>0可知y=f(x)对应的图形为凹弧,于是当x→
-∞时,f(x)>f(c)+f'(c)(x-c)→+∞,故存在d<c,使得f(d)>f(c)+f'(c)(d-c)>0.

在[x0,b]和[d,x0]由零点定理,知存在x1∈(x0,b),x2∈(d,x0)使得f(x1)=



155  

f(x2)=0,故方程f(x)=0在(-∞,+∞)至少有两个实根.
下面证明方程y=f(x)只有两个实根.
用反证法.假设f(x)=0在(-∞,+∞)内有三个实根,不妨设为x1,x2,x3 且x1<

x2<x3.对f(x)在区间[x1,x2],[x2,x3]上分别用罗尔中值定理,则各至少存在一点

ξ1∈(x1,x2),ξ2∈(x2,x3),使得f'(ξ1)=f'(ξ2)=0.再由f'(x)在[ξ1,ξ2]上应用罗尔中

值定理,则至少存在一点η∈(ξ1,ξ2),使得f″(η)=0,与已知条件f″(x)>0矛盾,所以方

程不能多于两个实根.

  5.
 

已知函数f(x)在区间[a,+∞)上具有二阶导数,f(a)=0,f'(x)>0,f″(x)>0.
设b>a,曲线y=f(x)在点(b,f(b))处的切线与x 轴的交点是(x0,0),证明:

  

a<x0<b.
 

【参考证明】 曲线y=f(x)在点(b,f(b))处的切线方程为y=f(b)+f'(b)(x-b),

令y=0得x0=b-
f(b)
f'(b)

.因为f'(x)>0(x∈[a,+∞)),所以f(x)在[a,+∞)单调递

增,由此可得f(b)>f(a)=0;
 

同样由f'(b)>0,可得x0=b-
f(b)
f'(b)

<b.

由f″(x)>0(x∈[a,+∞)),可知y=f(x)在[a,+∞)内是凹曲线,所以对任意的

x∈(a,b),均有f(x)>f(b)+f'(b)(x-b).
特别地,f(x0)>f(b)+f'(b)(x0-b)=0,于是由拉格朗日中值定理可得x0-a=

f(x0)-f(a)
f'(η)

=
f(x0)
f'(η)

>0,所以x0>a.综上可知a<x0<b.

  6.
 

证明(詹森(Jensen)不等式):
 

如果f(x)是区间[a,b]上二阶可导的凸函数(函数曲

线为凹曲线),则对任意的xi∈[a,b],λi>0(i=1,2,…,n),∑
n

i=1
λi=1,有

f ∑
n

i=1
λixi ≤∑

n

i=1
λif(xi).

  
 

【参考证明】 【法1】 用数学归纳法证明.当n=2时,由定义可知不等式成立.

设n=k时命题成立,当n=k+1时,任给x1,x2,…,xk,xk+1∈[a,b],∑
k+1

i=1
λi =1,

λi >0(i=1,2,…,k+1),记Xk=
λ1x1+…+λkxk

1-λk+1
,由

λ1+λ2…+λk

1-λk+1
=
1-λk+1

1-λk+1
=1可知

Xk∈[a,b],于是

f(λ1x1+…+λkxk +λk+1xk+1)=f (1-λk+1)
λ1x1+…+λkxk

1-λk+1
+λk+1xk+1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=f[(1-λ1+k)Xk +λk+1xk+1]
≤ (1-λk+1)f(Xk)+λk+1f(xk+1)

=(1-λk+1)f
λ1x1+…+λkxk

1-λk+1  +λk+1f(xk+1)

≤ (1-λk+1)
λ1f(x1)
1-λk+1

+…+
λkf(xk)
1-λk+1  +λk+1f(xk+1)

=λ1f(x1)+…+λkf(xk)+λk+1f(xk+1),
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于是由数学归纳法得不等式成立.
【法2】 由于f(x)是区间[a,b]上二阶可导的凸函数,故f″(x)≥0,x∈(a,b).

记∑
n

i=1
λixi=x0,则函数f(x)在x0 处的二阶带拉格朗日余项的泰勒公式为

f(x)=f(x0)+f'(x0)(x-x0)+
f″(ξ)
2
(x-x0)

2≥f(x0)+f'(x0)(x-x0),

其中ξ位于x,x0 之间.代入xi,有λif(xi)≥λif(x0)+f'(x0)(λixi-λix0)对i=1,

2,…,n相加得∑
n

i=1
λif(xi)≥f(x0)∑

n

i=1
λi+f'(x0)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 ∑

n

i=1
λixi-x0∑

n

i=1
λi
􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 ,由于∑

n

i=1
λi=1,

∑
n

i=1
λixi=x0,代入得

 

∑
n

i=1
λif(xi)≥f(x0)=f ∑

n

i=1
λixi .

【注1】 特别有

f
x1+x2+…+xn

n  ≤f(x1)+f(x2)+…+f(xn)
n

, x1,x2,…,xn ∈ (a,b),

其中等号当且仅当x1=x2=x3=…=xn 时成立.
【注2】 如果f(x)为凹函数,则不等式反向.

  

练习22 分析法作图与曲率

1.
 

会利用函数的一阶导数、二阶导数判断函数的性态,并绘制函数图形.
2.

 

理解曲率、曲率半径与曲率圆的概念.
3.

 

掌握曲率与曲率半径的计算公式.

  1.
 

描绘下列函数的图形.
 

(1)
 

y=x2e-x;    (2)
 

y=
(x+1)3

(x-1)2
.

 

【参考解答】 (1)
 

函数定义域为(-∞,+∞).

y'=(2x-x2)e-x,令y'=0得x=0,x=2,y″=(x2-4x+2)e-x,令y″=0得x=2±2,
列表如下:

 

x (-∞,0) 0 (0,2- 2) 2- 2 (2- 2,2) 2 (2,2+ 2)2+ 2 (2+ 2,+∞)

y' - 0 + + + 0 - - -
y″ + + + 0 - - - 0 +

f(x) 凹减 0 凹增 0.1910 凸增 0.5413 凸减 0.3835 凹减

因为lim
x→+∞

x2e-x=lim
x→+∞

x2

ex
=0,所以有水平渐近线y=0,其图形如图(1)所示.

(2)
  

函数定义域为(-∞,1)∪(1,+∞).
 

用对数求导法,得
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y'=
(x+1)2(x-5)
(x-1)3

, y″=
24(x+1)
(x-1)4

.

令y'=0得x=-1,x=5,令y″=0得x=-1,因为lim
x→1

f(x)=∞,所以有铅直渐近线x=

1,又因为lim
x→∞

f(x)
x =1,lim

x→∞
(f(x)-x)=5,所以有斜渐近线y=x+5,补充f(0)=1,

f(-5)=-
16
9
,列表如下,其图形如图(2)所示.

x (-∞,-1) -1 (-1,1) 1 (1,5) 5 (5,+∞)

y' + 0 +
y″ - 0 +

f(x) 凸增 0 凹增

无

定

义

- 0 +
+ + +

凹减 27
2

凹增

第1题图(1) 第1题图(2)

  2.
 

(1)
 

曲线y=tanx 在点 π
4
,1  处的曲率K= ,曲率半径R= .

(2)
  

曲线x2+xy+y2=3在点(1,1)处的曲率K= ,曲率半径R= .

(3)
  

星形线
x=acos3t
y=asin3t (a>0)在t=

π
4

对应的点处的曲率 K= ,曲率半径

R= .
 

【参考解答】 (1)
 

y'=sec2x,y″=2sec2xtanx.在点 π
4
,1  处的曲率

K = |y″|
(1+y'2)3/2 x=π/4

=
4
55

=
45
25
, R=

1
K =

55
4 .

  (2)
  

方程x2+xy+y2=3两边对x 求导得2x+y+xy'+2yy'=0,上式两边继续对x

求导得2+2y'+xy″+2y'2+2yy″=0,将(1,1)代入以上两式得y'(1)=-1,y″(1)=-
2
3
,

于是在点(1,1)处的曲率

K = y″
(1+y'2)3/2 x=1

=
2
6
, R=

1
K =32.

  (3)
 dy
dx t=π/4

=
3asin2tcost
-3acos2tsint t=π/4

= -tant t=π/4 = - 1,
d2y
dx2 t=π/4

=

-sec2x
-3acos2tsint t=π/4

=
42
3a .在t=

π
4

对应的点处的曲率
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K =
y″

(1+y'2)3/2 x=π/4
=

42
3a
22

=
2
3a
, R=

1
K =

3a
2.

  3.
 

用分析作图法描绘曲线y=
cosx
cos2x

的图形.
 

【参考解答】 
 

(1)
 

所给函数定义域为D= x|x≠
nπ
2+

π
4
,n∈ZZ  .

由于函数是以2π为周期的偶函数,其图形关于y轴对称,因此先考察[0,π]部分的图形.
(2)

 

求函数的一阶、二阶导数,得

y'=
(3-2sin2x)sinx
cos2(2x)

, y″=
(3+12sin2x-4sin4x)cosx

cos3(2x)
.

  (3)
 

令y'=0,在[0,π]内,得x=0,x=π;
 

令y″=0得x=
π
2
;

 

且函数在点x=
π
4

及

x=
3π
4

处无定义.

(4)
 

分割区间判定f'(x)及f″(x)的符号和函数的单调性、凹凸性和拐点、极值点,如表所示.

x 0 0,
π
4  π

4
π
4
,π
2  π

2
π
2
,3π
4  3π

4
3π
4
,π  π

y' 0 +
y″ + +

f(x) 极小 凹增

无

定

义

+ + +
- 0 +

凸增 拐点 凹增

无

定

义

+ 0
- -

凸增 极大

(5)
 

由于函数为周期函数,故没有水平渐近线与斜渐近线.由

lim
x→π/4

f(x)=∞, lim
x→3π/4

f(x)=∞,

可知图形在[0,π]有两条铅直渐近线:
 

x=
π
4

及x=
3
4π.

(6)
 

由f(0)=1,f
π
2  =0得图形上的点(0,1),π2

,0  .
(7)

 

利用图形对称性及函数的周期性,作图如下:
 

第3题图
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  4.
 

求曲线y=ex 在点(0,1)处的曲率圆方程.
  

【参考解答】 y'(0)=y″(0)=ex x=0=1.在(0,1)处曲率半径R=
(1+y'2)3/2

y″
=

22.曲 线 在(0,1)处 的 法 线 方 程 为 y=1-x,曲 率 圆 圆 心 在 法 线 上,设 其 坐 标 为

M(a,1-a),则M 到切点(0,1)的距离d2=2a2=R2=8,所以a=±2,又因为曲线为凹

弧,所以a=-2,对应曲率圆圆心M(-2,3),曲率圆的方程(x+2)2+(y-3)2=8.
或直接用曲率圆圆心M(ξ,η)公式,

ξ=x-y'(1+y'2)
y″ =-2, η=y+

1+y'
y″ =3.

  5.
 

求对数螺线ρ=eθ 在(ρ,θ)= eπ
/2,π
2  处的曲率.

 

【参考解答】 将极坐标化为参数方程为
x=eθcosθ

y=eθsinθ ,于是

y'=
dy
dx=

eθ(sinθ+cosθ)dθ
eθ(cosθ-sinθ)dθ

=
sinθ+cosθ
cosθ-sinθ

,

y″=
d2y
dx2

=
2

(cosθ-sinθ)2
· 1
eθ(cosθ-sinθ)

=
2

eθ(cosθ-sinθ)3
,

将θ=
π
2

得y' θ=π/2=-1,y″ θ=π/2=-2e
-π/2,于是

K = y″
(1+y'2)3/2

=
2
2e

-π/2.

  6.
 

证明曲线y=
a
2
(ex/a+e-x/a)(a>0)上任意一点M(x,y)处的曲率半径为y2

a .
 

【参考证明】 由已知得y'=
a
2
1
ae

x/a-
1
ae

-x/a  =12(ex/a-e-x/a),
1+y'2=1+

1
4
(ex/a -e-x/a)2=

1
4
(ex/a +e-x/a)2=y2

a2
,

y″=
1
2
1
ae

x/a+
1
ae

-x/a  =12a(ex/a+e-x/a)=y
a2
,所以

R=
1
K =

(1+y'2)3/2

y″ =y3/a3

y/a2
=y2

a .

  7.
 

对数曲线y=lnx 上哪一点的曲率半径最小? 求出该点处的曲率半径.
 

【参考解答】 曲线方程求导得y'=
1
x
,y″=-

1
x2
,于是

K = y″
(1+y'2)3/2

=
1

x2(1+x-2)3/2
, R=

1
K =(x4/3+x-2/3)3/2.

设φ(x)=x4
/3+x-2/3,则φ'(x)=

4
3x

1/3-
2
3x

-5/3=
2
3x

-5/3(2x2-1).
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令φ'(x)=0得唯一驻点x=
1
2.且0<x<

1
2

时φ'(x)<0,x>
1
2

时φ'(x)>0,

可知φ(x)在(0,+∞)为单谷函数,在x=
1
2

得极小值即为最小值,此时R=
33
2 .所以,

曲线y=lnx 上点 2
2
,-
1
2ln2  处曲率半径最小为R=

33
2 .

  8.
 

求圆滚线C:
 

x=a(t-sint),y=a(1-cost),(0<t<2π,a>0)上任意一点的曲率,
并问当t为何值时,曲率最小? 将所得结论与你的直觉认识相对照.

 

【参考解答】 圆滚线确定函数y 对x 求导有

y'=
dy
dx=

asintdt
a(1-cost)dt=

sint
1-cost

, y″=
d2y
dx2

=-
1

a(1-cost)2
,

所以K= y″
(1+y'2)3/2

=
1

22a 1-cost
,又因为t∈(0,2π),所以当t=π时,K=

1
4a

为

最小.

  9.
 

飞机俯冲拉起时,飞行员处于超重状态,此时座位对飞行员的支持力大于所受的重

力,这种现象叫过载.一飞机沿抛物线路径y=
x2

1000
(y 轴垂直向上,单位为m)作俯冲飞行,

在坐标原点O 处飞机的速度为v0=200m/s,飞行员体重G=70kg,求飞机俯冲至最低点即

原点O 处拉起时座椅对飞行员的支持力(取g=10m/s2)?
  

【参考解答】 由题意有y'(0)=
1
500x x=0

=0,y″(0)=
1
500
,所以在原点处

K = y″
(1+y'2)3/2

=
1
500
, R=

1
K =500.

于是此刻所受向心力为F=m
v2

R=70
·40000
500 =5600

,座椅对飞行员的支持力为
 

N=F+

mg=5600+700=6300(N),即飞机俯冲至最低点,即原点处座椅对飞行员的支持力

为6300N.

  1.
 

分析法绘制函数f(x)=
x|x|
1+x

的图形.
 

【参考解答】 函数的定义域为(-∞,-1)∪(-1,+∞),可写成分段函数为

f(x)=

x2

1+x
, x≥0

-
x2

1+x
, x<0,x≠-1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

在两个开区间内对函数求一阶、二阶导数



161  

f'(x)=
-
x(x+2)
(x+1)2

, x<0,x≠-1

x(x+2)
(x+1)2

, x>0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

, f″(x)=
-

2
(x+1)3

, x<0,x≠-1

2
(x+1)3

, x>0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

令f'(x)=0得驻点x=-2,且f'(0)=lim
x→0

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0

|x|
1+x=0.

没有f″(x)=0的点.用x=-2,x=-1,x=0划分(-∞,+∞),通过y'、y″在区间内

的符号判断函数性态,列表如下:
 

x (-∞,-2) -2 (-2,-1) -1 (-1,0) 0 (0,+∞)

y' - 0 +
y″ + + +

f(x) 凹减 极小 凹增

没

定

义

+ 0 +
- 不存在 +

凸增 拐点 凹增

由于lim
x→-1

f(x)=lim
x→-1

x|x|
1+x=∞

故存在铅直渐近线x=-1.

由于lim
x→∞

f(x)=∞故曲线无水平渐近线.

又lim
x→-∞

f(x)
x =lim

x→-∞

-x
1+x=-1

,lim
x→-∞

[f(x)+x]=lim
x→-∞

x
1+x=1

;
 

lim
x→+∞

f(x)
x = lim

x→-1-

x
1+x=1

,lim
x→+∞

[f(x)-x]=- lim
x→-∞

x
1+x=-1

,故曲线有斜渐

近线y=-x+1,y=x-1.且f(-2)=4,f(0)=0,f(1)=
1
2.故可以绘制函数描述的曲

线图形大致如图所示.

第1题图

  2.
 

选择题.

(1)
  

曲线
x=t2+7

y=t2+4t+1 上对应于t=1的点处的曲率半径是(  ).

(A)
 10
50

 

(B)
 10
100

(C)
 

10 10 (D)
 

5 10

(2)
  

设函数fi(x)(i=1,2)具有二阶连续导数,且f″i(x0)<0(i=1,2),若两条曲线

y=fi(x)(i=1,2)在点(x0,y0)处具有公切线y=g(x),且在该点处曲线y=f1(x)的曲

率大于曲线y=f2(x)的曲率,则在x0 的某个邻域内,有(  ).
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(A)
 

f1(x)≤f2(x)≤g(x)    (B)
 

f2(x)≤f1(x)≤g(x)
(C)

 

f1(x)≤g(x)≤f2(x)   (D)
 

f2(x)≤g(x)≤f1(x)

(3)
  

已知f(x),g(x)二阶可导且在x=a 处连续,则lim
x→a

f(x)-g(x)
(x-a)2

=0是两条曲线

y=f(x),y=g(x)在x=a 对应的点相切且曲率相等的(  ).
(A)

 

充分非必要条件
 

(B)
 

充要条件

(C)
 

必要非充分条件 (D)
 

既非充分也非必要条件

(4)
  

若f″(x)不变号,且曲线y=f(x)在点(1,1)处的曲率圆为x2+y2=2,则函数

f(x)在区间(1,2)内(  ).
(A)

 

有极值点,无零点    (B)
 

无极值点,有零点

(C)
 

有极值点,有零点     (D)
 

无极值点,无零点

【答案】 (1)
 

(C) (2)
 

(A) (3)
 

(A) (4)
 

(B).
 

【参考解答】 (1)
 

对应于t=1曲线上的点坐标为(8,6).由参量函数求导公式,得

dy
dx=

y't
x't

=
2t+4
2t =1+

2
t
, d

2y
dx2

=
1
x't
dy
dx  't=12t -

2
t2  =-

1
t3
,

代入t=1,得dydx t=1
=3,
d2y
dx2 t=1

=-1.
 

于是由曲率公式可得曲线在点(8,6)处的曲率为

K= y″
(1+y'2)3/2 t=1

=
1

(1+32)3
=

1
10 10

,所以所求曲率半径为R=
1
K=10 10.故正

确选项为(C).
(2)

  

直观画图,两曲线在(x0,f(x0))附近为凸弧,公共切线在两曲线上方,且曲率越

大,曲线弯曲越厉害.故正确答案为(A).

(3)
 

已知f(x),g(x)二阶可导且在x=a 处连续,于是由lim
x→a

f(x)-g(x)
(x-a)2

=0知,

lim
x→a
[f(x)-g(x)]=f(a)-g(a)=0,所以f(a)=g(a).

由洛必达法则有lim
x→a

f(x)-g(x)
(x-a)2

=lim
x→a

f'(x)-g'(x)
2(x-a) =0,因此lim

x→a
[f'(x)-g'(x)]=

f'(a)-g'(a)=0,所以f'(a)=g'(a);
 

再由洛必达法则有lim
x→a

f(x)-g(x)
(x-a)2

=lim
x→a

f'(x)-g'(x)
2(x-a) =lim

x→a

f″(x)-g″(x)
2 =0,因

此lim
x→a
[f″(x)-g″(x)]=f″(a)-g″(a)=0,所以f″(a)=g″(a),所以,lim

x→a

f(x)-g(x)
(x-a)2

=0

是两条曲线y=f(x),y=g(x)在x=a 对应的点相切且曲率相等的充分条件.
反之,若f(a)=g(a),f'(a)=g'(a),f″(a)=-g″(a)≠0,则两条曲线y=f(x),

y=g(x)在x=a 对应的点相切且曲率相等,但是

lim
x→a

f(x)-g(x)
(x-a)2

=lim
x→a

f'(x)-g'(x)
2(x-a) =lim

x→a

f″(x)-g″(x)
2 =f″(a)≠0,

所以,lim
x→a

f(x)-g(x)
(x-a)2

=0不是两条曲线y=f(x),y=g(x)在x=a 对应的点相切且曲
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率相等的必要条件.综上,正确选项为(A).
【注】 对必要性的否定也可以直接举例,如取a=0,f(x)=x2,g(x)=-x2.
(4)

  

曲线y=f(x)与其曲率圆x2+y2=2在点(1,1)处相切,且有相同曲率及凹凸性,
所以f(1)=1,f'(1)=-1,f″(1)=-2<0.

因为f″(x)不变号,所以应有f″(x)<0.于是可得f'(x)在[1,2]上单调递减;
 

f'(x)<f'(1)=-1<0,在[1,2]上严格单调递减,因此f(x)在(1,2)内无极值点.
 

又曲线y=f(x)在[1,2]上为凸弧,即曲线y=f(x)(1≤x≤2)位于点(1,1)处切线的

下方,即f(x)<2-x(1<x<2),故f(2)<0.
 

因为f(x)在[1,2]上连续,且f(1)=1>0,

f(2)<0,所以由零点定理可知y=f(x)在(1,2)内有零点.
 

所以正确选项为(B).

  3.
 

如图所示,设曲线L 的方程为y=f(x),且f″(x)>0,又MT,MP 分别为该曲线在

点M(x0,y0)处的切线和法线,已知线段MP 的长度为
[1+f'2(x0)]

3/2

f″(x0)
.

试推导出点P(ξ,η)的坐标表达式(点P(ξ,η)即为曲线在M(x0,y0)处的曲率圆的圆心).

第3题图

 

【参考解答】 【法1】 由|MP|=
[1+f'2(x0)]

3/2

f″(x0)
,得

(ξ-x0)
2+(η-y0)

2=
[1+f'2(x0)]

3

f″2(x0)
,

又f'(x0)=-
ξ-x0
η-y0

,代入上式,消去(ξ-x0)
2,得到(η-y0)

2=

[1+f'2(x0)]
2

f″2(x0)
由f″(x)>0,知曲线是向上凹的,所以η>y0,于是

可得η=y0+
1+f'2(x0)

f″(x0)
,且ξ-x0=-f'(x0)(η-y0)=-

f'(x0)(1+f'
2(x0))

f″(x0)
,从而

可以推得ξ=x0-
f'(x0)
f″(x0)

(1+f'2(x0)),η=f(x0)+
1

f″(x0)
(1+f'2(x0)).

【法2】 点P(ξ,η)即为曲线在M(x0,y0)处的曲率圆的圆心.
设曲率圆方程为(x-ξ)2+(y-η)2=R2,方程两边对x 求一阶、二阶得到

(x-ξ)+(y-η)
dy
dx=0,1+

dy
dx  2+(y-η)

d2y
dx2

=0,

由于在点M(x0,y0)处曲率圆与曲线y=f(x)相切且曲率相等,于是(x0-ξ)+(f(x0)-

η)f'(x0)=0,1+f'
2(x0)+(f(x0)-η)f″(x0)=0,所以

η=f(x0)+
1+f'2(x0)

f″(x0)
, ξ=x0+(f(x0)-η)f'(x0)=x0-

f'(x0)(1+f'2(x0))
f″(x0)

.

  4.
 

曲线的对称点问题.如图所示,设平面曲线L 上一点M 处的曲率半径为ρ,曲率中心

为A.AN 是L 在点M 处的法线,法线上的两点P 与P*分居于L 的两侧,即P 位于AM
上,P*位于MN 上,如果P 与P*满足 AP AP* =ρ2,称点P 与P*关于曲线L 是对

称的.现设L 的方程为y=
x2

2
,有点P 1

2
,1  . 
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  (1)
 

求点M,使得L 在M 处的法线经过点P,并写出法线的参数方程;
 

(2)
 

求点P 关

于曲线L 的对称点P*.

第4题图

 

【参考解答】 (1)
 

曲线y=
x2

2
上点M(x,y)处切线

斜率为k=x,则法线PM 斜率满足

x2

2-1

x-
1
2

=-
1
x
,解得x=

1,所 以 M 1,
1
2  .法 线 方 程 为 y-

1
2 = -

(x -1),

即
x=1-t

y=
1
2+t

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 .

(2)
 

曲 线 y=
x2

2
在 点 M 1,

1
2  处,y'(1)=1,y″(1)=1,于 是 曲 率 半 径ρ=

(1+y'2(1))3/2

y″(1)
=22,曲率中心A -1,

5
2  .

设P* 1-t,
1
2+t  ,由 AP AP* =ρ2 有32

2
(2-t)2+(t-2)2=(22)2,解得

t1=-
2
3
,t2=

14
3
,对应点 5

3
,-
1
6  ,-113,316  ,由所求点与 P 点在曲线的两侧,故取

P* 5
3
,-
1
6  . 

第三单元 中值定理与导数的应用测验(A)

一、
 

填空题(每小题3分,共15分)

1.
 

曲线y=(x+1)e-x 的拐点坐标为 .
 

2.
 

设f(1)=10,且当1≤x≤4时f'(x)≥2,则f(4)可能取得的最小值是 .
3.

 

抛物线y=4x-x2 在它顶点处的曲率半径R= .
 

4.
 

函数y=x1/x 在[1,e2]上的值域为 .
 

5.
 

lim
x→+∞

2
πarctanx  x

= .
  

二、
 

选择题(每小题3分,共15分)

6.
 

设函数f(x)=x2sinx,则f(x)的六阶带皮亚诺余项的麦克劳林公式为(  ).
                           (A)

 

x3-
1
6x

5+o(x5)         (B)
 

x3-
1
3x

5+o(x5)

(C)
 

x3-
1
6x

5+o(x6)         (D)
 

x3-
1
3x

5+o(x6)

7.
 

设k>0为常数,若方程ex=k(2-x)在(0,1)内有唯一解,则k 的最大取值范围是
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(  ).

(A)
 

k≤
1
2  

(B)
 1
2<k<e 

(C)
 1
2<k≤e  

(D)
 

k>e

 第8题图

8.
 

函数y=f(x)的图形如图所示,则f(0),f'(-2),

f'(-1),f'(1)的值的大小顺序是(  ).
(A)

 

f'(1)<f(0)<f'(-2)<f'(-1)
(B)

 

f'(1)<f(0)<f'(-1)<f'(-2) 
(C)

 

f'(-2)<f'(-1)<f(0)<f'(1)
(D)

 

f'(-1)<f'(-2)<f(0)<f'(1)

9.
 

设函数y=f(x)具有二阶导数,且f'(x)<0,

f″(x)<0,Δx 为自变量x 在点x0 处的增量,Δy
 

与dy
分别为f(x)在点x0 处的增量与微分,若Δx>0,则(  ).

(A)
 

0<dy<Δy   (B)
 

0<Δy<dy 
(C)

 

Δy<dy<0  (D)
 

dy<Δy<0

10.
 

设f(x)在x=0的某邻域内连续,lim
x→0

f(x)
1-cosx=2

,则f(x)在x=0处(  ).

(A)
 

不可导  (B)
 

可导且f'(0)≠0  
(C)

 

取极大值   (D)
 

取极小值

三、
 

解答题(共70分)

11.
 

(6分)lim
x→0

1
x2
-

1
xtanx  .

12.
 

(6分)求函数f(x)=(1-x)ln(1+x2)的七阶带皮亚诺余项的麦克劳林公式.

13.
 

(6分)设函数f(x)在[0,1]上具有二阶连续导数,且f(0)=f(1)=1,f
1
2  =0.

证明:
 

存在ξ∈(0,1),使得f″(ξ)=8.

14.
 

(6分)求曲线
x=arctant

y=ln 1+t2 上曲率最大的点的坐标,并求最大曲率.

15.
 

(6分)证明当x>0时,不等式arctanx+
1
x>

π
2

成立.

16.
 

(8分)设函数f(x)=x3+ax2+bx 在x=1处取极值-2,试确定a,b的值,并指

出在x=1处取极值是极大值还是极小值,函数f(x)的凹凸区间.

17.
 

(8分)设f(x)在x=0的某邻域内二阶可导,且lim
x→0

sin6x+xf(x)
x3

=0,(1)求

f(0),f'(0),f″(0);
 

(2)求lim
x→0

6+f(x)
x2

.

18.
 

(8分)设函数f(x)在[0,1]上连续,f(0)=f(1)=0,f″(x)在(0,1)存在,且满足

f″(x)+2f'(x)+f(x)>0.证明:
 

f(x)<0(0<x<1).
19.

 

(8分)设f(x),g(x)在[a,b]上连续,且g(a)=g(b)=1,在(a,b)内f(x),g(x)

可导,且 g(x)+g'(x)≠0,f'(x)≠0,证 明:
 

存 在ξ,η∈(a,b),使 得f'(ξ)
f'(η)

=
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eξ[g(ξ)+g'(ξ)]
eη

.

20.
 

(8分)设f(x)在x0 的某邻域内有直到n 阶导数,且

f'(x0)=f″(x0)=…=f(n-1)(x0)=0, f
(n)(x0)≠0,

证明:
 

(1)
 

当n为偶数时,x0为极值点,且当f(n)(x0)>0时,x0为极小值点;
 

当f(n)(x0)<
0时,x0 为极大值点;

  

(2)
 

当n 为奇数时,x0 不是极值点.
 

第三单元 中值定理与导数的应用测验(A)参考解答

一、
 

填空题

1.
 

1,
2
e   2. 

16 3.
 1
2 4.

 

[1,e
1
e] 5.

 

e-2/π

【参考解答】 1.
 

函数的一阶和二阶导数分别为y'=-xe-x,y″=(x-1)e-x,令y″=

0得x=1,于是拐点坐标为 1,
2
e  .

2.
 

导数f'(x)>0,表明函数f(x)严格单调递增,导数f'(x)的大小表示函数f(x)升
降的快慢,取f'(x)=2是函数递增最慢的情况,此时f(x)=2x+C,由f(1)=10得C=
8,故f(4)可能取得的最小值是16.

3.
 

求函数的一阶和二阶导数,得y'=4-2x,y″=-2,在顶点(2,4)处,y' x=2=0,则

该点处的曲率为K= y″
(1+y'2)3/2

=2,曲率半径R=
1
2.

4.
 

将函数两端取对数,有lny=
lnx
x
,两端再求导,得y'

y
=
1-lnx
x2

,即y'=y
1-lnx
x2

=

x
1
x-2(1-lnx),因为x∈[1,e2],有

1
x-2∈

1
e2
-2,-1􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,所以x

1
x-2>0.

令y'=0,得x=e.
 

当x∈[1,e]时,y'>0,当x∈[e,e2]时,y'<0,则x=e为函数的极

大值点,极大值为f(e)=e
1
e.

 

在端点处,f(1)=1,f(e2)=e
2

e2,故函数的值域为[1,e
1
e].

5.
 

因为lim
x→+∞

2
πarctanx  x

=lim
x→+∞

e
xln 2

πarctanx  ,又

lim
x→+∞

xln 2πarctanx  =limx→+∞

ln 2πarctanx  
1
x

=lim
x→+∞

π
2arctanx

·2
π

1
1+x2

-
1
x2

=-lim
x→+∞

1
arctanx=-

2
π.

  

所以lim
x→+∞

2
πarctanx  x

=lim
x→+∞

e
xln 2

πarctanx  =e-2/π.

二、
 

选择题

6.
 

(C)  7.
 

(B)  8.
 

(B)  9.
 

(C)  10.
 

(D)
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【参考解答】 6.
 

因为sinx=x-
x3

3!+
x5

5!-
…+(-1)n-1

x2n-1
(2n-1)!+o

(x2n),则有

x2sinx=x2 x-
x3

3!+
x5

5!-
…+(-1)n-1

x2n-1
(2n-1)!+o

(x2n)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,故f(x)的六阶带皮亚诺

余项的麦克劳林公式为x3-
1
6x

5+o(x6),答案选(C).

7.
 

令f(x)=ex-k(2-x),则f'(x)=ex+k>0,函数严格单调增加,故只需满足

f(0)f(1)<0保证函数有零点即可,即f(0)f(1)= 1-2k  e-k  <0,解得1
2<k<e

,故

正确选项为(B).
8.

 

依据函数的图形可知,f(0)=0,f'(-2)>0,f'(-1)>0,f'(1)<0,并从曲线的倾

斜程度可以看到,f'(-2)>f'(-1),所以
 

f'(-2)>f'(-1)>f(0)>f'(1),所以正确选

项为(B).
9.

  

当Δx>0时,有
Δy=f(x0+Δx)-f(x0)=f'(ξ)Δx, x0<ξ<x0+Δx,

由f'(x)<0,f″(x)<0,得f'(ξ)<f'(x0)<0,所以Δy=f'(ξ)Δx<f'(x0)Δx=dy<0,
从而选(C).

10.
 

由lim
x→0

f(x)
1-cosx=2

,则lim
x→0

f(x)=0,又因为f(x)在x=0处连续,所以有lim
x→0

f(x)=

0=f(0).
 

从而

lim
x→0

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0

f(x)
x =lim

x→0

f(x)
1-cosx

·1-cosx
x =2lim

x→0

1-cosx
x

=2lim
x→0

sinx
1 =0,

排除选项(A)和(B).

由lim
x→0

f(x)
1-cosx=2

,根据函数极限的定义,对ε=
1
2>0

,∃δ>0,当0< x-0 <δ 时,

恒有 f(x)
1-cosx-2 <

1
2

成立,即3
2<

f(x)
1-cosx<

5
2
,所以f(x)>

3
2
(1-cosx)>0=f(0),

从而排除选项(C),选(D).
三、

 

解答题

11.
 

【解】 lim
x→0

1
x2
-

1
xtanx  =limx→0

tanx-x
x2tanx

=lim
x→0

tanx-x
x3

=lim
x→0

sec2x-1
3x2

lim
x→0

tan2x
3x2

=
1
3.

12.
 

【解】 利用ln(1+t)=t-
t2

2+
t3

3+o
(t3)(t→0)可得

f(x)=(1-x)ln(1+x2)=(1-x)x2-
x4

2 +
x6

3 +o(x7)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

= x2-
x4

2 +
x6

3 +o(x7)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -x x2-
x4

2 +
x6

3 +o(x5)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁
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=x2-x3-
x4

2 +
x5

2 +
x6

3 -
x7

3 +o(x7), x→0.

  13.
 

【证明】 由泰勒公式f(x)=f
1
2  +f' 1

2  x-
1
2  +12f″(ξ)x-12  2,ξ介于

x 与1
2

之间,可知存在ξ1∈ 0,
1
2  ,ξ2∈ 1

2
,1  ,使得

1=f(0)=f
1
2  +f'

1
2  0-

1
2  +12f″(ξ1)0-

1
2  2=-

1
2f'

1
2  +18f″(ξ1),

1=f(1)=f
1
2  +f'

1
2  1-

1
2  +12f″(ξ2)1-

1
2  2=

1
2f'

1
2  +18f″(ξ2),

两式相加整理可得
f″(ξ1)+f″(ξ2)

2 =8.

又由已知可知f″(x)在 ξ1,ξ2  ⊂(0,1)连续,由介值定理可知,存在ξ∈ ξ1,ξ2  ⊂(0,1),

使得f″(ξ)=
f″(ξ1)+f″(ξ2)

2 =8.

14.
 

【解】 
dy
dx=

y'(t)
x'(t)=

t
1+t2

1
1+t2

=t,
d2y
dx2

=

d
dt
dy
dx  

x't
=
(t)'

x'(t)=1+t2,则 K =

y″(x)
(1+y'2(x))3/2

=
1+t2

(1+t2)3/2
=

1

1+t2
,于是当t=0时,对应曲线上点(0,0)处曲率最大,

Kmax=1.

15.
 

【解】 记f(x)=arctanx+
1
x-

π
2
,x>0,则f(x)在(0,+∞)上连续,且f'(x)=

1
1+x2

-
1
x2
<0,所以函数f(x)在区间(0,+∞)上严格单调递减.

又lim
x→0+

f(x)=+∞,lim
x→+∞

f(x)=0,所以当x>0时,arctanx+
1
x>

π
2.

16.
 

【解】 函数f(x)在(-∞,+∞)连续,且有任意阶连续导数.且f'(x)=3x2+
2ax+b,因为函数 f(x)在 x=1处取极值-2,所以 f(1)=-2,f'(1)=0,即有

1+a+b=-2
3+2a+b=0 ,解得a=0,b=-3.于是f″(x)=6x+2a=6x,f″(1)=6>0,所以f(x)在

x=1处取极小值.
令f″(x)=6x=0得x=0,当x<0,f″(x)<0,所以曲线y=f(x)的凸区间为(-∞,0);

 

当x>0时,f″(x)>0,所以曲线y=f(x)的凹区间为[0,+∞).

17.
 

【解】 【法1】 (1)
 

由lim
x→0

sin6x+xf(x)
x3

=0可知sin6x+xf(x)=o(x3),所以

f(x)=-
sin6x
x +o(x2)=

-6x+
1
3!
(6x)3

x +o(x2)=-6+36x2+o(x2),又f(x)的二阶
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的麦克劳林公式为f(x)=f(0)+f'(0)x+
f″(0)
2! x2+o(x2),所以f(0)=-6,f'(0)=0,

f″(0)=72.

(2)
  

lim
x→0

6+f(x)
x2

=lim
x→0

6+[-6+36x2+o(x2)]
x2

=lim
x→0

36x2+o(x2)
x2

=36.

【法2】 (1)
 

由lim
x→0

sin6x+xf(x)
x3

=0,及 洛 必 达 法 则 有lim
x→0

sin6x+xf(x)
x3

=

lim
x→0

6cos6x+f(x)+xf'(x)
3x2

=0,于是有lim
x→0
[6cos6x+f(x)+xf'(x)]=6+f(0)=0,所

以f(0)=-6;
 

继续用洛必达法则有lim
x→0

sin6x+xf(x)
x3

=lim
x→0

-36sin6x+2f'(x)+xf″(x)
6x

,于是有

lim
x→0
[-36sin6x+2f'(x)+xf″(x)]=2f'(0)=0,所以f'(0)=0;

 

又(由于没有f(x)三阶

可导的条件,不能继续用洛必达法则)

lim
x→0

-36sin6x+2f'(x)+xf″(x)
6x =lim

x→0

-36sin6x
6x +

[f'(x)-f'(0)]
3(x-0) +f″(x)

6
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=-36+f″(0)
3 +f″(0)

6 =-36+f″(0)
6 =0,

所以f″(0)=72.

(2)
  

lim
x→0

6+f(x)
x2

=lim
x→0

f'(x)
2x =lim

x→0

f″(x)
2 =f

″(0)
2 =36.

18.
 

【证明】 令F(x)=exf(x),则F(x)在[0,1]上连续,F″(x)在(0,1)存在,

F'(x)=ex[f(x)+f'(x)]  F″(x)=ex[f″(x)+2f'(x)+f(x)],

F(0)=f(0)=0, F(1)=ef(1)=0,
故由罗尔中值定理,存在c∈(0,1),使得F'(c)=ec(f(c)+f'(c))=0.

由题设可知 F″(x)>0,故 F'(x)在(0,1)内严格单调递增.于是当0≤x≤c 时,

F'(x)<F'(c)=0,F(x)严格单调递减,所以
 

F(x)<F(0)=0(0<x≤c);
  

当c≤x≤1时,

F'(x)>F'(c)=0,F(x)严格单调递增,所以
 

F(x)<F(1)=0(c<x<1).
综上有不等式F(x)<0(0<x<1)成立,又ex>0,所以f(x)<0(0<x<1).
19.

 

【证明】 构建辅助函数F(x)=ex,G(x)=exg(x),x∈[a,b],因为f(x),g(x)
在[a,b]上连续,在(a,b)内可导,则G(x)在[a,b]上连续,在(a,b)内可导,且G'(x)=
ex[g(x)+g'(x)],又f'(x)≠0,于是F(x)与f(x),G(x)与f(x)在[a,b]上,由柯西中

值定理知

至少存在一点η∈(a,b),使得F(b)-F(a)
f(b)-f(a)

=
eb-ea

f(b)-f(a)
=
eη

f'(η)
,至少存在一点ξ∈

(a,b),使得

G(b)-G(a)
f(b)-f(a)=

ebg(b)-eag(a)
f(b)-f(a) =

eb -ea

f(b)-f(a)=
eξ[g(ξ)+g'(ξ)]

f'(ξ)
.

综上有,存在ξ,η∈(a,b),使得
 f'(ξ)
f'(η)

=
eξ[g(ξ)+g'(ξ)]

eη
.
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20.
 

【证明】 由题设可知,f(x)在x0 处的n 阶带皮亚诺余项的麦克劳林公式为

f(x)=f(x0)+
f(n)(ξ)
n!

(x-x0)
n, ξ介于x 与x0 之间.

  (1)
  

当n 为偶数时,若f(n)(x0)>0,由保号性可知存在x0 的某邻域U(x0),当x∈
U(x0)时有f'(x)>0,不妨设x∈U(x0),则有f'(ξ)>0,于是有f(x)=f(x0)+

f(n)(ξ)
n!

(x-x0)
n≥f(x0),此时x0 为极小值点.

 

同理若f(n)(x0)<0,则f(x)=f(x0)+
f(n)(ξ)

n!
(x-x0)

n≤f(x0),此时x0 为极大

值点.

(2)
  

当n 为奇数时,由f(x)=f(x0)+
f(n)(ξ)

n!
(x-x0)

n 有f(x)-f(x0)=

f(n)(ξ)
n!

(x-x0)
n,可知若f(n)(x0)>0,f(x)-f(x0)与x-x0 同号,f(x)在U(x0)严格

单调,于是在x0 处不取极值,x0 不是极值点.
 

第三单元 中值定理与导数的应用测验(B)

一、
 

填空题(每小题3分,共15分)

1.
 

lim
x→0

xe-x-sinx
x2

= .
 

2.
 

已知f(x)=x(x-a)3 在x=1处取极值,则a= .
 

3.
 

曲线y=1+31+x的拐点坐标为 .
 

4.
 

设f(x)=x4+cx3+12x2-5x+2,若一直线与曲线y=f(x)相交于4个不同的

点,则c的最大取值范围是 .
 

5.
 

函数f(x)=exsin2x,则f(x)的4阶带皮亚诺余项的麦克劳林公式为f(x)= .
二、

 

选择题(每小题3分,共15分)

6.
  

设f(x)是定义在(-∞,+∞)内的连续的奇函数,下表中给出了它的二阶导函数f″
(x)在(0,+∞)内的符号信息,则曲线y=f(x)(-∞<x<+∞)的拐点个数为(  ).

(A)
 

1    (B)
 

2      (C)
 

3     (D)
  

4

x (0,1) 1 (1,2) 2 (2,+∞)

f″(x) + 0 - 不存在 -

7.
 

设多项式函数f(x)恰有2个极大值点和1个极小值点.则下述论断不正确的是(  ).
(A)

 

f(x)至多有4个零点 (B)
 

f(x)至多有2个拐点

(C)
 

f(x)必是偶次多项式 (D)
 

f(x)至少有1个零点

8.
  

设函数y=f(x)二阶可导,其图形在(0,1)处的曲率圆的方程为(x-1)2+y2=2,
则函数f(x)的二阶带皮亚诺余项的麦克劳林公式为(  ).

(A)
 

f(x)=1-x+x2+o(x2)        (B)
 

f(x)=1+x-x2+o(x2)
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(C)
 

f(x)=1+x-2x2+o(x2)        (D)
 

f(x)=1-x-2x2+o(x2)

9.
 

设函数f(x)二阶可导,F(x)=f(cosx),则F(x)在x=0处取得极小值的一个充

分条件是(  ).
(A)

 

f'(1)<0    (B)
 

f'(1)>0      
(C)

 

f″(1)<0     (D)
 

f″(1)>0
10.若函数y=f(x)满足条件:

 

对所有x 有f'(x)<0,当|x|>1时有f″(x)>0,当

|x|<1时有f″(x)<0,并且lim
x→∞

[f(x)+x]=0.则在下列图形中,满足上述条件的函数图

形是(  ).

  (A)       (B)   (C)       (D)
三、

 

解答下列各题(共70分)

11.
 

(6分)求极限lim
x→0

1-(cosx)tanx

x3
.

12.
 

(6分)试写出函数f(x)=xln(2+x)+cosx 的4阶带皮亚诺余项的麦克劳林公

式,并求函数图形在点(0,1)处的曲率.
13.

 

(6分)要造一个壁和底厚为a、容积为V、上端开口的圆柱形容器,问:
 

当容器端口

内半径尺寸r为何值时,所用材料最省?

14.
 

(6分)求使不等式ax≥xa(a>0)在(0,+∞)上恒成立的常数a 的最大值.
15.

 

(6分)设函数f(x)在[0,1]上具有二阶连续导数,f″(x)≤1且f(0)=f(1)=

1.
 

证明:
 

在[0,1]上必有 f'(x)≤
1
2.

16.
 

(8分)设数列 xn  满足0<x1<π,xn+1=sinxn(n=1,2,…).
 

(1)
 

证明lim
n→∞

xn 存在,并求之.
 

(2)
 

计算lim
n→∞

xn+1

xn  1
/x2n

.

17.
 

(8分)设f(x)在[a,b]上二阶可导,若f(a)=f(b)=0,且存在c∈(a,b),使得

f(c)<0,试证:
 

至少存在一点ξ∈(a,b),使得f″(ξ)>0.

18.
 

(8分)就K 的不同取值情况,确定方程x-
π
2sinx=K 在开区间 0,

π
2  内的根的

个数,并证明你的结论.

19.
 

(8分)设整数n>1,证明不等式 1
2ne<

1
e- 1-

1
n  n

<
1
ne.

20.
 

(8分)设函数f(x)在[a,b]上连续,在(a,b)上二阶可导,且 f″(x)≥m>0
 

(m

为常数),又f(a)=f(b)=0.
 

证明:
 

max
x∈[a,b]

f(x)≥
m
8
(b-a)2.
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第三单元 中值定理与导数的应用测验(B)参考解答

一、
 

填空题

1.
 

-1 2.
 

4 3.
 

(-1,1) 4.
 

c >42 5.
 

2x+2x2-
x3

3-x
4+o(x4)

【参考解答】 

1.
 

lim
x→0

xe-x-sinx
x2

=lim
x→0

e-x-xe-x-cosx
2x lim

x→0

-2e-x+xe-x+sinx
2 =-1.

2.
 

函数的导数为f'(x)=(x-a)3+3x(x-a)2=(x-a)2(4x-a),令f'(x)=0,得

x=
a
4.当x<

a
4

时,f'(x)<0,当x>
a
4

时,f'(x)>0,故x=
a
4

为极小值点,又已知f(x)

在x=1处取极值,则a
4=1

,即a=4.

3.
 

函数的一阶、二阶导数为y'=
1

3
3(1+x)2

,y″=
-2

9(1+x)
3(1+x)2

,二阶导数没有

零点,但x=-1时,二阶导数y″不存在,当x<-1时,y″>0,函数图形在(-∞,-1)上是

凹的,当x>-1时,y″<0,函数图形在(-1,+∞)上是凸的,故(-1,1)为拐点.
4.

 

依题意必须保证f″(x)=6cx+12x2+24=0有两个零点,故
Δ=36c2-4×12×24>0,

解得 c >42.

5.
 

因为ex=1+x+
x2

2!+
x3

3!+o
(x4),sinx=x-

x3

3!+o
(x4),所以

f(x)=exsin2x= 1+x+
x2

2! +
x3

3! +o(x4)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2x-
(2x)3

3! +o(x4)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=2x+2x2-
x3

3 -x4+o(x4).

二、
 

选择题

6.
 

(C) 7.
 

(D) 8.
 

(B) 9.
 

(A) 10.
 

(A)
【参考解答】 6.

 

由题意,函数f(x)图形在(0,1)上是凹的,在(1,+∞)上是凸的,所以

x=1对应一个拐点.
 

又因为f(x)是连续的奇函数,所以f″(x)也是奇函数,在(-1,0)内,

f″(x)取负号,函数f(x)图形在(-1,0)上是凸的,则x=0对应一个拐点.
 

由奇函数关于

原点对称,可知x=-1也对应一个拐点,答案选(C).
7.

 

由题设可知f'(x)恰有3个零点,故f'(x)是3次多项式,从而可知f(x)是4次多

项式.
  

所以lim
x→∞

f(x)=+∞,故f(x)不一定有零点,所以正确选项为(D).
 

8.
  

由题意,曲率半径为R= 2,曲率为K=
2
2.因曲线y=f(x)和曲率圆在点(0,1)处

斜率相同,所以f'(0)=1,该点处的曲率K= f″(0)

[1+f'2(0)]
3
2
=
2
2
,得 f″(0)=2,又由曲线
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在点(0,1)处向上凸,则有f″(0)<0,故f″(0)=-2,答案选(B).
9.

 

等式两边关于x 求导,F'(x)=-f'(cosx)sinx,F'(0)=0,再对x 求导,F″(x)=
f″(cosx)sin2x-f'(cosx)cosx,F″(0)=-f'(1),要使F(x)在x=0处取得极小值,则要

求F″(0)>0,即f'(1)<0,答案选(A).
10.

 

由对所有x,f'(x)<0,可知函数严格单调递减,排除答案(B)(D).
 

当|x|>1时,

f″(x)>0,函数f(x)向下凸,当|x|<1时,f″(x)<0,函数f(x)向上凸,排除答案(C).
 

又

lim
x→∞

[f(x)+x]=0,有lim
x→∞

f(x)
x +1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0,即lim
x→∞

f(x)
x =-1,函数f(x)有斜渐近线y=

-x,答案选(A).
三、

 

解答题

11.
 

【解】 lim
x→0

1-(cosx)tanx

x3
=lim

x→0

1-etanxlncosx

x3
=lim

x→0

-tanxlncosx
x3

=lim
x→0

-ln(1-(1-cosx))
x2

=lim
x→0

(1-cosx)
x2

=
1
2.

或由lim
x→0
(cosx)tanx=lim

x→0
etanxlncosx=1可知极限为0

0
型,由洛必达法则有

lim
x→0

1-(cosx)tanx

x3
=lim

x→0

-(cosx)tanx(sec2xlncosx-tan2x)
3x2

=-lim
x→0

lncosx
3x2

+lim
x→0

tan2x
3x2

=lim
x→0

sinx
6xcosx+

1
3=

1
6+

1
3=

1
2.

  12.
 

【解】 由ln(2+x)=ln2+ln1+
x
2  =ln2+x

2-
x2

8+
x3

24+ο
(x3)及cosx=1-

x2

2+
x4

24+ο
(x4)得函数f(x)的4阶带皮亚诺余项的带麦克劳林公式为

f(x)=xln2+
x
2-

x2

8 +
x3

24+ο(x3)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 + 1-
x2

2 +
x4

24+ο(x4)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=1+xln2-
1
8x

3+
1
12x

4+ο(x4).

由此可知f'(0)=ln2,f″(0)=0.
 

函数图形在点(0,1)处的曲率为

K = |f″(0)|
(1+f'2(0))3/2

=
0

(1+ln22)3/2
=0.

  13.
 

【解】 设容器的半径为r,高为h,所用材料的体积为M.由于V=πr2h,故M(r)=

π(r+a)2
V
πr2
+a  -V,(0<r<+∞).于是

M'(r)=2π(r+a)
V
πr2

+a  -(r+a)V
πr3

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =2πa(r+a)1-

V
πr3  .

唯一驻点为r1=
3V/π,此时容器高为h1=r1=

3V/π.
当0<r<r1 时,M'(r)<0;

 

当r1<r时,M'(r)>0,因此r=r1 是 M(r)的极小值点,

也是最小值点.故当容器底内半径为r1=
3V/π时,所用材料最省.
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14.
 

【解】 由题意知,ax≥xa 等价于lnx
x ≤

lna
a
,问题转化为求lnx

x
在(0,+∞)上的最

大值点问题.构造辅助函数f(x)=
lnx
x
,x∈(0,+∞),则f'(x)=

1-lnx
x2

.

令f'(x)=0,解得x=e.
 

当x∈(0,e)时f'(x)>0,f(x)严格单调递增;
 

当x∈(e,+∞)
时f'(x)<0,即f(x)在 e,+∞  上严格单调递减.因此f(x)在x=e处取得唯一极大值,

也是最大值f(e)=
1
e.

 

因此,当且仅当a=e时ax≥xa 在(0,+∞)上恒成立.

15.
 

【证明】 ∀x∈(0,1),f(t)在x 处的泰勒公式为f(t)=f(x)+f'(x)(t-x)+
1
2f″

(η)(t-x)2,其中η介于t与x 之间.

于是对应t=0与t=1分别有:
 

存在η1∈(0,x),η2∈(x,1),使得

1=f(0)=f(x)+f'(x)(0-x)+
1
2f″

(η1)(0-x)2,

1=f(1)=f(x)+f'(x)(1-x)+
1
2f″

(η2)(1-x)2,

两式相减并整理可得f'(x)=
1
2f″

(η1)x
2-
1
2f″

(η2)(1-x)
2.

于是 f'(x)≤
1
2 f″(η1)x2+

1
2 f″(η2)(1-x)2≤

1
2
[x2+(1-x)2]=

x-
1
2  2+14≤12.

显然,当x=0或x=1时,不等式仍成立,因此在[0,1]上必有 f'(x)≤
1
2.

16.
 

【证明】 (1)
 

因为0<x1<π,xn+1=sinxn,所以0<x2=sinx1<1,且

0<xn+1=sinxn ≤xn <π (n=1,2,…),
即 xn  单调递减且有下界,由单调有界准则可得 xn  收敛.设lim

n→∞
xn=a,则在xn+1=

sinxn 中令n→∞可得a=sina,故a=0,即lim
n→∞

xn=0.

(2)
 

由于lim
n→∞

xn+1

xn  
1

x2n=e
lim
n→∞

1

x2n
ln

xn+1
xn ,考察lim

n→∞

1
x2n
ln

xn+1

xn
.

【法1】 利用等价无穷小及麦克劳林公式

lim
n→∞

1
x2n
ln

xn+1

xn
=lim

n→∞

1
x2n
ln
sinxn

xn
=lim

n→∞

1
x2n

sinxn

xn
-1  

=lim
n→∞

sinxn -xn

x3n
=lim

n→∞

xn -
1
3! x

3
n +o(x3)  -xn

x3n
=-

1
6
,

于是lim
n→∞

xn+1

xn  
1

x2n=e-1/6.

【法2】 利用等价无穷小及洛必达法则,由海涅定理知
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lim
n→∞

1
x2n
ln

xn+1

xn
=lim

t→0

1
t2
lnsintt =lim

t→0

1
t2
sint
t -1  

=lim
t→0

sint-t
t3

=lim
t→0

cost-1
3t2

=-
1
6
,

于是lim
n→∞

xn+1

xn  1
/x2n
=e-1/6.

17.
 

【证明】 由条件知f(x)在[a,c],[c,b]上满足拉格朗日中值定理的条件,于是有

f(c)-f(a)
c-a =f'(ξ1),ξ1∈ (a,c), 

f(b)-f(c)
b-c =f'(ξ2),ξ2∈ (c,b),

因为f(a)=f(b)=0,f(c)<0,所以f'(ξ1)<0,f'(ξ2)>0.
又因为f'(x)在[ξ1,ξ2]⊂[a,b]上满足拉格朗日中值定理的条件,于是有

f'(ξ2)-f'(ξ1)

ξ2-ξ1
=f″(ξ), ξ∈ (ξ1,ξ2),

由于f'(ξ1)<0,f'(ξ2)>0,ξ2>ξ1,所以f″(ξ)>0,ξ∈(a,b).

18.
 

【解】 设f(x)=x-
π
2sinx

,则f(x)在 0,
π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 上连续,由f'(x)=1-
π
2cosx=

0,解得f(x)在 0,
π
2  内有唯一驻点x0=arccos

2
π
,且x∈(0,x0)时f'(x)<0,f(x)单调

递减,x∈ x0,
π
2  时f'(x)>0,f(x)单调递增,因此f(x)在x0 取最小值,最小值为m=

f(x0)=x0-
π
2sinx0

,又因f(0)=f
π
2  =0,故在 0,

π
2  内f(x)的取值范围为[m,0).

令g(x)=K-f(x),则:
 

当K∉[m,0)时,g(x)没有零点,原方程在 0,
π
2  内没有根;

 

当K=m 时,g(x)仅有g(x0)=0,原方程在 0,
π
2  内有唯一根x0;

 

当K∈(m,0)时,g(0)<0,g
π
2  <0,g(x0)>0,由连续函数的零点定理知g(x)在

(0,x0)和 x0,
π
2  内至少各有一个零点,又因函数g(x)在(0,x0)和 x0,

π
2  内均单调,故

原方程在 0,
π
2  内恰有两个不同的根.

19.
 

【证明】 (1)
 

左侧不等式⇔
1
nln1-

1
2n  -ln1-1n  -1n>0,视1n=x,令f(x)=

xln1-
x
2  -ln(1-x)-x,f(x)∈C[0,1),f(0)=0,则当x∈(0,1)时,

f'(x)=ln1-
x
2  - x

2-x+
1

1-x-1,f'(x)∈C[0,1),f'(0)=0,

f″(x)=-
1

2-x-
2

(2-x)2
+

1
(1-x)2

=
x(x2-5x+5)
(2-x)2(1-x)2

>0,
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所以f'(x)在(0,1)上严格单调递增,于是f'(x)>f'(0)=0,x∈(0,1).

所以f(x)在(0,1)上严格单调递增,于是f(x)>f(0)=0,x∈(0,1),由于1
n∈

(0,1),所

以有f
1
n  =1nln1-12n  -ln1-1n  -1n>0.

(2)
  

右侧不等式⇔ 1-
1
n  ln1-1n  +1n>0,视1n=x,令f(x)=(1-x)ln(1-x)+

x,f(x)∈C[0,1),f(0)=0,则当x∈(0,1)时,f'(x)=-ln(1-x)>0,x∈(0,1),于是

f(x)>f(0)=0,x∈(0,1),由于1
n∈

(0,1),所以有f
1
n  = 1-1n  ln1-1n  +1n>0.

综上可知原不等式成立.
20.

 

【证明】 因为 f″(x)≥m>0,所以f(x)在[a,b]内不为常数,所以存在ξ∈(a,b),
使得 f(ξ)= max

x∈[a,b]
f(x)>0.由费马定理可知f'(ξ)=0.

于是f(x)在x=ξ的泰勒公式为

f(x)=f(ξ)+f'(ξ)(x-ξ)+
f″(η)
2
(x-ξ)2=f(ξ)+

f″(η)
2
(x-ξ)2,

其中η介于x,ξ之间.
 

(1)
 

若ξ<
a+b
2
,把x=b 代入,则有

 

0=f(b)=f(ξ)+
f″(η1)
2

(b-ξ)2,即-f(ξ)=

f″(η1)
2

(b-ξ)2,所以有

max
x∈[a,b]

f(x)= f(ξ)=
f″(η1)
2

(b-ξ)2≥
m
2

b-a
2  2=

m
8
(b-a)2.

  (2)
 

若ξ≥
a+b
2
,把x=a 代入,则得-f(ξ)=

f″(η2)
2

(a-ξ)2,所以有

max
x∈[a,b]

f(x)= f(ξ)=
f″(η2)
2

(a-ξ)2≥
m
2

b-a
2  2=

m
8
(b-a)2.


