
在实际应用中,我们常常需要考虑多个因素对目标变量的影响,而此时简单的一元线性

回归模型已无法满足我们的需求。为了更准确地描述变量之间的复杂关系,我们引入多元

线性回归模型。多元线性回归模型是一种用于分析多个解释变量(也称为自变量)与一个因

变量之间线性关系的统计模型。本章将深入探讨多元线性回归模型的基本概念和原理,以
及其在经济学和其他领域中的应用。通过学习本章,读者将全面了解多元线性回归模型的

建模过程和推导方法。

3.1 多元线性回归模型

3.1.1 多元线性回归模型

  令{(Xi1,Xi2,…,Xik,Yi)(i=1,2,…,n)}表示从总体中抽取的容量为n 的随机样本,

多元线性回归模型的一般形式为

Yi=β0+β1X1i+β2X2i+…+βkXki+μi (3-1)

其中k为解释变量的数目,βj(j=0,1,…,k)称为回归参数(regression
 

coefficient)。习惯

上把常数项看成一个虚变量的参数,在参数估计过程中该虚变量的样本观测值始终取1。
这样,模型中解释变量的数目为(k+1)。同一元回归分析一样,式(3-1)也被称为总体回归

模型(population
 

regression
 

model)。它的非随机表达式称为总体回归函数(population
 

regression
 

function),表达式为

E(Yi|X1i,X2i,…,Xki)=β0+β1X1i+β2X2i+…+βkXki (3-2)

  可见,多元回归分析是以多个解释变量的固定值为条件的回归分析,方程表示各变量

X 值固定时Y 的平均响应。βj 也被称为偏回归系数(partial
 

regression
 

coefficient),表示

在其他解释变量保持不变的情况下,Xj 每变化1个单位时,Y 的均值E(Y)的变化,或者说

βj 给出Xj 的单位变化对Y 均值的“直接”或“净”(不含其他变量)影响。
由式(3-1)表示的n 个随机方程的矩阵表达式为

Y=Xβ+μ (3-3)

其中
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︙
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  同一元回归分析相仿,在给出总体中的一个样本时,我们估计样本回归函数(sample
 

regression
 

function),并让它近似代表未知的总体回归函数。
样本回归函数可表示为

Y莠i=β莠0+β莠1X1i+β莠2X2i+…+β莠kiXki (3-4)

  样本回归模型为

Yi=β莠0+β莠1X1i+β莠2X2i+…+β莠kiXki+ei (3-5)
其中ei 称为残差或剩余项(residuals),可看成总体回归函数中随机误差项μi 的近似替代。

同样地,式(3-4)与式(3-5)中样本回归函数的矩阵表达式分别为

Y莠=Xβ莠 (3-6)

Y=Xβ莠+e (3-7)
其中
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︙

Y莠n
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3.1.2 多元线性回归模型的基本假定

为了使参数估计量具有良好的统计性质,对多元线性回归模型式(3-1)或式(3-3)的随

机误差项可作出与一元回归分析类似的若干基本假定。
假定1,解释变量X1,X2,…,Xk 是非随机的或固定的,且各X 之间互不相关,即各X

间无多重共线性(no
 

multicollinearity)。
假定2,随机误差项具有零均值。

E(μi)=0 (i=1,2,…,n)
  假定3,随机误差项具有同方差。

Var(μi)=E(μ
2
i)=σ2 (i=1,2,…,n)

  假定4,随机误差项不序列相关。

Cov(μi,μj)=E(μiμj)=0 (i≠j;
 

i,j=1,2,…,n)
  假定5,解释变量与随机误差项不相关。

Cov(Xji,μi)=0 (j=1,2,…,k;
 

i=1,2,…,n)
  假定6,随机误差项满足正态分布。

μi ~N(0,σ2)
  假定1~假定4以及假定6可用矩阵表示如下。
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假定1,n×(k+1)矩阵X 是非随机的,且X 的秩ρ(X)=k+1,即X 列满秩。

假定2,E(μ)=E
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︙

μn
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假定3和假设4可以合并为

E(μμ')=E
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=σ2I

  假定6,向量μ 服从多维正态分布,即

μ~N(0,σ2I)

3.2 多元线性回归模型的参数估计

同一元回归模型的估计一样,多元回归模型参数估计的目标仍有两项:
 

一是求得变量

之间数量关系的结构参数的估计量β莠j(j=1,2,…,k);
 

二是求得随机误差项的方差估计σ莠 2。
式(3-1)或式(3-2)在满足3.1节所列的基本假定的情况下,可以采用普通最小二乘法进行

参数估计。

3.2.1 普通最小二乘估计

随机抽取被解释变量和解释变量的n 组样本观测值
(Yi,Xji) (i=1,2,…,n;

 

j=0,1,2,…,k)
  如果样本函数的参数估计值已经得到,则有

Y莠i=β莠0+β莠1X1i+β莠2X2i+…+β莠kiXki (i=1,2,…,n) (3-8)
那么,根据普通最小二乘原理,参数估计值应该是下列方程组的解

∂
∂β莠0

Q=0

∂
∂β莠1

Q=0

∂
∂β莠2

Q=0

︙

∂
∂β莠k

Q=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-9)
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其中

Q=∑
n

i=1
e2i =∑

n

i=1
(Yi-

 

Y莠i)2

=∑
n

i=1
[Yi-(β莠0+β莠1X1i+β莠2X2i+…+β莠kXki)]

2 (3-10)

  于是得到关于待估参数估计值的正规方程组

∑Yi-β莠0-β莠1X1i-β莠2X2i+…-β莠kXki=0

∑(Yi-β莠0-β莠1X1i-β莠2X2i+…-β莠kXki)X1i=0

∑(Yi-β莠0-β莠1X1i-β莠2X2i+…-β莠kXki)X2i=0

         ︙

∑(Yi-β莠0-β莠1X1i-β莠2X2i+…-β莠kXki)Xki=0
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􀪁
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(3-11)

式(3-11)也可以表示为

∑ei=0

∑eX1i=0

∑eX2i=0

  ︙
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􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-12)

或用矩阵表示为
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  求解式(3-11)(k+1)个方程组成的线性代数方程组,即可得到(k+1)个待估参数的估

计值β莠j(j=0,1,2,…,k)。

因为样本回归模型为Y=Xβ莠+e,两边左乘X'可以得到

X'Y=X'Xβ莠+X'e (3-13)

  由于X'e=0
因此式(3-13)可变为

X'Y=X'Xβ莠

  结合基本假定1,X 列满秩,因此有X'X 满秩,从而可以推出X'X 可逆。
因此参数β的普通最小二乘估计结果可以表示为

β莠=(X'X)-1X'Y (3-14)

  当k=2时,可以得到二元线性回归模型参数的普通最小二乘估计结果为
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β莠0=Y-β莠1􀭿X1-β莠2􀭿X2 (3-15)

β莠1=
 ∑yix1i  ∑x22i - ∑yix2i  ∑x1ix2i 

 ∑x21i  ∑x22i - ∑x1ix2i 2
(3-16)

β莠2=
 ∑yix2i  ∑x21i - ∑yix1i  ∑x1ix2i 

 ∑x21i  ∑x22i - ∑x1ix2i 2
(3-17)

  在第2章得到一元线性回归参数的普通最小二乘估计结果为

β莠0=Y-β莠1􀭿X (3-18)

β莠1=∑xiyi

∑x2i
(3-19)

  可以把二元线性回归参数的估计结果与一元线性回归参数的估计结果进行对比。通过

对比可以发现,当增加一个解释变量时,普通最小二乘估计结果的表达式复杂了很多。因

此,对于多元线性回归,采用矩阵的形式表示其估计结果能带来很大的方便。
最后,可以证明(证明过程略),随机误差项μ 的方差的无偏估计量为

σ莠 2= ∑e2i
n-k-1=

e'e
n-k-1

(3-20)

3.2.2 参数估计量的性质

在多元线性回归模型满足基本假定的情况下,其参数的普通最小二乘估计仍具有线性、
无偏性和有效性。

1.
 

线性

由于

β莠=(X'X)-1X'Y=CY
其中,C=(X'X)-1X'为仅与给定的X 有关的矩阵。可见,参数估计量是被解释变量Y 的

线性组合。

2.
 

无偏性

参数估计量β莠 的无偏性证明如下。

E(β莠)=E((X'X)-1X'Y)

=E((X'X)-1X'(Xβ+μ))

=β+(X'X)-1X'E(μ)

=β

(3-21)

这里利用了随机误差项均值为零的假设,即E(μ)=0。

3.
 

有效性

首先给出参数估计量β莠 的方差-协方差矩阵
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Cov(β莠)=E(β莠-E(β莠))(β莠-E(β莠))'

=E(β莠-β)(β莠-β)'

=E((XX')-1X'μμ'X(X'X)-1)

=(X'X)-1X'E(μμ')X(X'X)-1

=E(μμ')(X'X)-1

=σ2I(X'X)-1

=σ2(X'X)-1

(3-22)

其中利用了

β莠=(X'X)-1X'Y
=(X'X)-1X'(Xβ+μ)

=β+(X'X)-1X'μ
和

E(μμ')=σ2I
I为单位矩阵。

根据高斯-马尔可夫定理,式(3-22)表示的方差在所有无偏估计量的方差中是最小的。
所以该参数估计量具有有效性。

3.3 多元线性回归模型的统计检验

在多元线性回归模型的参数估计出来后,即求出样本回归函数后,还需进一步进行统计

检验,以判断该样本回归函数估计的可靠程度。统计检验包括对模型拟合优度的检验、回归

方程的显著性检验、参数的显著性检验以及参数的置信区间等方面。

3.3.1 拟合优度

在一元线性回归模型中,可以使用可决系数R2 来衡量样本回归线对样本观测值的拟

合程度。在多元线性回归模型中,也可以采用可决系数R2 来判断样本回归线对样本观测

值的拟合程度。

记TSS=∑(Yi -Y)2 为总离差平方和,ESS=∑(Y莠i -Y)2 为回归平方和,RSS=

∑(Yi-
 

Y莠i)2 为剩余平方和,则有

TSS=∑(Yi-Y)2

=∑((Yi-
 

Y莠i)+(Y莠i-Y))2

=∑(Yi-
 

Y莠i)2+2∑(Yi-
 

Y莠i)(Y莠i-Y)+∑(Y莠i-Y)2

  由于
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∑(Yi-
 

Y莠)(Y莠i-Y)=∑ei(Y莠i-Y)

=β莠0∑ei+β莠1∑eiX1i+…+β莠k∑eiXki+Y∑ei

=0
所以有

TSS=∑(Yi-
 

Y莠i)2+∑(Y莠i-Y)2=RSS+ESS (3-23)

  即总离差平方和可分解为剩余平方和与回归平方和两部分。回归平方和反映了总离差

平方和中可由样本回归线解释的部分,它越大,剩余平方和越小,表明样本回归线与样本观

测值的拟合程度越高。因此,可用回归平方和占总离差平方和的比重来衡量样本回归线对

样本观测值的拟合程度,即

R2=
ESS
TSS=1-

RSS
TSS

(3-24)

该统计量越接近1,模型的拟合优度越高。
剩余平方和有一个显著特点,即当在模型里增加一个解释变量,然后用修改后的模型重

新估计时,剩余平方和的值会减小,或者严格地说,至少不会增大。在实际应用中,我们会发

现,如果在模型里增加一个解释变量,那么拟合优度R2 往往会随之增大。这就导致一种情

况:
 

只要不断增加模型中解释变量的数量,就能增大拟合优度R2 的值。因此容易给人造成

一种错误认知,即若想让模型拟合效果好,单纯增加解释变量的个数就可以了。但实际情况

并非如此,增加解释变量个数导致的拟合优度R2 增大,与模型真正的拟合优劣并没有实质

关联。所以,在对多元回归模型的可靠程度进行比较时,拟合优度R2 并非一个恰当的衡量

指标,必须对其进行相应的调整,才能更准确地评估模型的可靠性。
在样本容量固定的前提下,每增加一个解释变量,模型的自由度就会相应减少。鉴于

此,为了更准确地衡量模型的拟合效果,避免因变量个数的变化对拟合优度评估产生干扰,
我们需要对拟合优度的计算方式进行调整。具体的调整思路是,将剩余平方和除以它对应

的自由度,同时把总离差平方和也除以其对应的自由度,通过这种方式来剔除变量个数对拟

合优度的影响,从而得到更具参考价值的拟合优度指标,以便更科学地评估模型的拟合效

果。记􀭺R2 为调整的可决系数(adjusted
 

coefficient
 

of
 

determination),则有

􀭺R2=1-
RSS/(n-k-1)
TSS/(n-1)

(3-25)

式(3-25)中(n-k-1)为剩余平方和的自由度,(n-1)为总离差平方和的自由度。可以看

到,当增加一个解释变量时,如果新增加的解释变量并没有解释能力,对剩余平方和(RSS)
的减小就不能提供贡献,而增加待估参数的个数,将使得􀭺R2 有较大幅度的下降。

调整的可决系数与未经调整的可决系数之间的关系为

􀭺R2=1-(1-R2) n-1
n-k-1

(3-26)

  需要注意的是,可决系数R2 必定非负,但按照式(3-26)所计算的调整的可决系数􀭺R2

有可能为负值。解决办法:
 

若计算的
 􀭺R2<0,规定􀭺R2 取值为0。

在实际运用中,判断一个模型拟合程度􀭺R2 是否良好,并没有一个绝对标准。模型的拟

合优度数值达到多少才算是拟合程度较好,往往因具体的应用场景、研究目的和数据特征等
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因素而异。另外,拟合优度虽然是衡量模型表现的一个重要指标,但它绝非判断模型质量的

唯一依据。在某些特定情况下,尤其是当模型的经济意义与拟合优度发生冲突时,为确保模

型能够准确反映经济理论和实际经济关系,我们可能会适当降低对拟合优度的要求,牺牲一

定的拟合优度。

3.3.2 回归方程的显著性检验(F 检验)

方程的显著性检验,其核心目的是推断模型里被解释变量和解释变量之间的线性关系

是否显著成立。
通过拟合优度知识可知,对于一个回归函数而言,拟合优度越高,表明解释变量对被解

释变量的解释力度越强。基于此,可以初步推测模型的总体线性关系是成立的;
 

反之,若拟

合优度较低,那么模型总体线性关系成立的可能性就较小。
然而,在判断拟合优度时,并没有一个确切的标准值可供参考,这种判断更多的是基于

经验的模糊推测,无法从统计学意义上给出严谨且确凿的结论。为弥补这一不足,需要进行

方程的显著性检验。方程的显著性检验采用的依旧是数理统计学领域中的假设检验方法,
以此来对模型中被解释变量与解释变量之间的线性关系在总体上是否显著成立进行科学

判断。

1.
 

方程显著性的F 检验

方程显著性的F 检验是要检验模型

Yi=β0+β1X1i+β2X2i+…+βkXki+μi (i=1,2,…,n)
中参数是否显著不为零。按照假设检验的原理与程序,原假设与备择假设分别为

H0:β1=0, β2=0,…,βk =0

H1:βi(i=1,2,…,k)不全为零

  F 检验的思想来自总离差平方和的分解式
 

TSS=ESS+RSS (3-27)

  由于回归平方和ESS=∑y莠2i 是解释变量X 的联合体对被解释变量Y的线性作用的结

果,考虑比值
 

ESS/RSS=∑y莠2i ∑e2i (3-28)

如果这个比值较大,则X 的联合体对Y 的解释程度高,可认为总体存在线性关系,反之总体

上可能不存在线性关系。因此,可通过该比值的大小对总体线性关系进行推断。
根据数理统计学知识,在原假设 H0 成立的条件下,统计量

F=
ESS/k

RSS/(n-k-1)
(3-29)

服从自由度为(k,n-k-1)的F 分布。
给定一个显著性水平α,可得到一个临界值Fα(k,n-k-1),根据样本在求出F 统计

量的数值后,如果F>Fα(k,n-k-1),则拒绝原假设 H0:β1=0,β2=0,…,βk=0,说明回

归模型有显著意义,即所有解释变量联合起来对Y 确有显著影响;
 

如果F≤Fα(k,n-k-1),则
不能拒绝原假设 H0:β1=0,β2=0,…,βk=0,说明回归模型没有显著意义,即所有解释变

量联合起来对Y 没有显著影响。



48   

2.
 

拟合优度检验与方程显著性检验关系

目前,我们已经掌握了对模型拟合优度的检验和方程显著性检验相关知识。这两类检

验基于不同原理,前者以估计出的模型为起点,检验模型对样本观测值的拟合程度;
 

而后者

从样本观测值出发,判断模型总体线性关系是否显著。
虽然它们的检验角度和方法有所不同,但二者存在内在联系。在通常情况下,如果模型

对样本观测值的拟合程度较高,那么模型总体线性关系的显著性也会更强。在实际应用中,
我们能够探寻出这两个检验统计量之间的数量关系,通过相互验证,进一步提升模型回归结

果的可靠性和准确性,这对于提升模型回归的质量和效果具有重要意义。
根据式(3-29),分别用式(3-30)和式(3-31)表示的两个统计量之间存在下列关系:

 

R2=
kF

n-k-1+kF
(3-30)

或

F=
R2/k

(1-R2)/(n-k-1)
(3-31)

  由式(3-31)可知,F 与R2同向变化:
 

当R2=0时,F=0;
 

R2越大,F 值也越大;
 

当R2=1
时,F 为无穷大。因此,F 检验是所估计回归的方程总体显著性的度量,也是R2 的显著性

检验。也就是说,检验原假设 H0:β1=0,β2=0,…,βk=0,等价于检验R2=0这一虚拟假

设。F 检验实际上也是判定系数的显著性检验。如果模型对样本有较高的拟合优度,F 检

验一般都能通过。
在应用中不必苛求R2,重要的是需考察模型的经济关系是否合理。例如n=20,k=2,

n-k-1=17,取显著性水平α=0.01时,由F 分布查得临界值F0.01(2,17)=6.11;
 

因此只

要F 统计量的值大于6.11,就能以99%的置信度认为模型的线性关系是显著的。由F 统

计量与R2 的关系可以计算出

R2=
kF

n-k-1+kF=
2×6.11

17+2×6.11=0.418

也就是说,只要R2>0.418,模型线性关系显著的概率就达到99%。

3.
 

一般线性约束的检验

对于多元线性回归模型,可以设置更一般的线性约束。例如,β1+β2=1。把这个约束

条件代入式(3-1),可以得到

Y=β0+β1X1+(1-β1)X2+…+βk-1Xk +μ (3-32)

Y* =β0+β1X
*
1 +β3X3+…+βkXk +μ* (3-33)

其中,Y*=Y-X2,X
*
1 =X1-X2。

对模型(3-33)进行估计,可以得到受约束样本回归模型的剩余平方和RSSR,对式(3-1)
所作的回归可以得到无约束回归模型的剩余平方和RSSU。可以证明,当式(3-1)参数受到

约束时,模型所得的剩余平方和变大,因此RSSR≥RSSU。
但是,如果约束条件为真,则受约束回归模型与无约束回归模型具有相同的解释能力,

从而使得RSSU 与RSSR 的差异变小。于是,可用RSSR-RSSU 的大小来检验约束条件的

真实性。
根据数理统计学的知识,RSS/σ2~χ2(n-k-1),其中k 为回归模型中解释变量的个



49   

数,σ2 为回归模型随机误差项的方差。于是有

RSSU/σ
2 ~χ2(n-kU -1) (3-34)

RSSR/σ
2 ~χ2(n-kR -1) (3-35)

(RSSR -RSSU)/σ
2 ~χ2(kU -kR) (3-36)

其中,kU、kR 分别为无约束与受约束回归模型的解释变量的个数。
由式(3-34)与式(3-36),可进一步得到F 统计量

F=
(RSSR -RSSU)/(kU -kR)
RSSU/(n-kU -1) ~F(kU -kR,n-kU -1) (3-37)

  根据式(3-37),如果约束条件无效,则RSSR 与RSSU 的差异较大,计算的F 值也较大。
于是,可用计算的F 统计量的值与所给定的显著性水平下的临界值作比较,来对约束条件

的真实性进行检验。需注意的是,kU-kR 恰为约束条件的个数。
例3-1 柯布和道格拉斯于1928年使用美国1899—1922年制造业产出(Y)、资本(K)

与劳动力(L)的数据,估计生产函数为Y=AKβ1Lβ2eμ,两边取对数得到

ln(Y)=log(A)+β1ln(K)+β2ln(L)+μ。

  利用柯布和道格拉斯提供的原始数据进行回归,可以得到回归结果式(3-38)。

ln(Y)
∧

=-0.1773+0.2331ln(K)+0.8073ln(L)

  se=(0.4343) (0.0635)   (0.1451)

 RSS=0.0710

(3-38)

  如果限制条件β1+β2=1成立,则可以得到估计结果式(3-39)。

ln(Y/L)
∧

=0.0145+0.2541ln(K/L)

 
 

 
 

 se=(0.0120) (0.1412)

 RSS=0.0716

(3-39)

式(3-38)和式(3-39)括号中的数字表示各参数估计的标准差。

根据式(3-38)与式(3-39)估计结果可以得到F=
(0.0716-0.0710)/1

0.0710/20 =0.1690。

根据上面计算得到的F 值可以看出,约束条件成立。

3.3.3 参数的显著性检验(t检验)

对于多元线性回归模型来说,通过回归方程的显著性检验,可以检测出方程的总体线性

关系是否显著,但实际上,方程的总体线性关系是显著的并不能代表每个解释变量对被解释

变量的影响都是显著的,因此必须对每个解释变量进行显著性检验。通过检验,如果发现某

个变量对被解释变量的影响并不显著,那么就应该将它剔除,以建立更为简单和精确的模

型。在对变量进行显著性检验中应用最为普遍的是t检验,在目前常用的计量经济学软件

包中,也都包含关于t统计量的计算结果。

1.
 

t统计量

在3.2节中,已经导出了参数估计量的方差为

Cov(β莠)=σ2(X'X)-1


