


目 录

第24讲 三角函数的图像与性质 1…………………………………………………………………

    24.1 三角函数图像与性质的综合应用 2………………………………………………

      24.1.1 分析图像,获取信息 2………………………………………………………

      24.1.2 ω 的取值范围探秘 3………………………………………………………

      24.1.3 φ 的取值范围探秘 11………………………………………………………

      24.1.4 三角函数图像性质的转化中枢 12…………………………………………

    24.2 三角函数图像的仿射变换 17………………………………………………………

    训练24 20…………………………………………………………………………………

第25讲 三角恒等变换 22…………………………………………………………………………

    25.1 三角函数式的求值 23………………………………………………………………

      25.1.1 三角函数角的变换、名的变换与结构变换 23……………………………

      25.1.2 巧妙构造图形求值 32………………………………………………………

    25.2 三角形中的恒等变换 36……………………………………………………………

    训练25 40…………………………………………………………………………………

第26讲 解三角形 42………………………………………………………………………………

    26.1 正、余弦定理的基础应用 43………………………………………………………

      26.1.1 三角形解的个数 43…………………………………………………………

      26.1.2 三角形形状的判断 45………………………………………………………

    26.2 解三角形中的最值问题 49…………………………………………………………

    26.3 解三角形问题的延伸———四边形问题 64…………………………………………

    训练26 68…………………………………………………………………………………

第27讲 等值线模型与常见恒等式 70……………………………………………………………

    27.1 平面向量中等值线模型 71…………………………………………………………

      27.1.1 等和线 71……………………………………………………………………

      27.1.2 等差线 76……………………………………………………………………

      27.1.3 等商线 78……………………………………………………………………

    27.2 平面向量中的常见恒等式 80………………………………………………………



Ⅵ    

      27.2.1 极化恒等式 80………………………………………………………………

      27.2.2 向量数乘余弦定理 87………………………………………………………

      27.2.3 对角线向量定理 88…………………………………………………………

    训练27 90…………………………………………………………………………………

第28讲 平面向量运算的不同境界 91……………………………………………………………

    28.1 代数几何运算两重天 92……………………………………………………………

    28.2 动点轨迹背景下的向量最值 98……………………………………………………

    
 

训练28 109………………………………………………………………………………

第29讲 三角形的四心 110…………………………………………………………………………

    29.1 奔驰定理及其应用 111……………………………………………………………

      29.1.1 奔驰定理及其推论 111……………………………………………………

      29.1.2 奔驰定理的应用 112………………………………………………………

    29.2 三角形“四心”的判定与性质 114…………………………………………………

      29.2.1 外心问题 114………………………………………………………………

      29.2.2 内心问题 117………………………………………………………………

      29.2.3 垂心问题 119………………………………………………………………

      29.2.4 重心问题 120………………………………………………………………

    29.3 欧拉线及其应用 122………………………………………………………………

      29.3.1 欧拉定理的几何证明与向量证明 122……………………………………

      29.3.2 欧拉线的应用 123…………………………………………………………

    
 

训练29 126………………………………………………………………………………

第30讲 基本不等式 128……………………………………………………………………………

    30.1 基本不等式在最值问题中的应用 129……………………………………………

      30.1.1 代换法创设应用基本不等式的情景 129…………………………………

      30.1.2 配凑变形创设应用均值不等式的情景 132………………………………

      30.1.3 轮换对称法(地位等价法) 138……………………………………………

    30.2 基本不等式在不等式证明中的应用 145…………………………………………

      30.2.1 构造均值不等式证明轮换或对称不等式 145……………………………

      30.2.2 利用常数配凑构造均值不等式证明不等式 147…………………………

    30.3 基本不等式的变形(均值不等式串)及其应用 148………………………………

    训练30 150…………………………………………………………………………………

第31讲 柯西不等式 152……………………………………………………………………………

    31.1 柯西不等式的理解及其变形 153…………………………………………………

     三角、向量、不等式与数列



Ⅶ    

    31.2 柯西不等式在最值问题中的应用 157……………………………………………

      31.2.1 利用柯西不等式处理整式结构 157………………………………………

      31.2.2 利用柯西不等式处理分式结构 159………………………………………

      31.2.3 利用柯西不等式处理根式结构 162………………………………………

      31.2.4 柯西不等式求几何最值问题 164…………………………………………

    31.3 柯西不等式在证明恒等式中的应用 166…………………………………………

    31.4 柯西不等式在证明不等式中的应用 167…………………………………………

    训练31 174…………………………………………………………………………………

第32讲 递推数列的通项公式 176…………………………………………………………………

    32.1 递推关系an+1-an=d 的五重视角 177…………………………………………

      32.1.1 视角一:
 

d 拓展为f(n) 177………………………………………………

      32.1.2 视角二:
 

“-”拓展为“+”“×”“÷” 179…………………………………

      32.1.3 视角三:
 

an 拓展为f(an) 183……………………………………………

      32.1.4 视角四:
 

“=”拓展为“<”“>”“≤”“≥”“≡” 185………………………

      32.1.5 视角五:
 

系数1拓展为不同的系数“λ”和“μ” 188………………………

    32.2 求几种递推数列通项的方法研究 189……………………………………………

      32.2.1 Sn 和an 关系式的两种转化 190…………………………………………

      32.2.2 二阶线性递推数列的通项公式 191………………………………………

      32.2.3 分式型递推数列的通项公式 193…………………………………………

    训练32 196…………………………………………………………………………………

第33讲 数列放缩的精髓 198………………………………………………………………………

    33.1 分式型数列放缩 199………………………………………………………………

      33.1.1 裂项放缩与精度控制 199…………………………………………………

      33.1.2 部分放缩与精度控制 204…………………………………………………

      33.1.3 并项重组,整体放缩 205……………………………………………………

      33.1.4 构造等比数列放缩 208……………………………………………………

    33.2 根式型数列放缩 211………………………………………………………………

    33.3 对数型数列放缩 214………………………………………………………………

    训练33 220…………………………………………………………………………………

参考答案 223…………………………………………………………………………………………

目 录



第25讲

三角恒等变换

三角恒等变换涉及的公式很多,变换的方法也很灵活,但无论怎样变换,它们都是围

绕着三条主线展开的,即变换角、变换函数、变换式子结构.

在角的变换上,和角、差角、倍角、半角与单角是一个相对的概念,它们的变换,关

键在于深入观察,分析联系,从而进行适当的组合、变换.

在函数名的变换上,要根据题目的条件,观察函数的差异与联系,并熟练掌握常用

的变形技巧,如切割化弦、化异为同、降次,“1”的变换等.

在式子结构的变换上,需分析、探索等式左、右之间的关系以及条件与结论可能存在的

联系,通过化归实现“对接”.解题中需掌握一些常用的技巧,如和积互化、公式变形等.

另外,在三角恒等变换中,若能结合代数、几何的一些方法,常能使问题得到简化.

如万能代换,可把三角问题转化为代数问题;利用复数的方法,可使三角问题有直观的

解释或通过单位根实现与数列问题的对接;构造几何图形,并结合正、余弦定理,可使

三角问题简明易求.
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25.1 三角函数式的求值

三角恒等变换求值形式多样、方法灵活,主要从变换角、变换函数、变换式子结构展开变换.

变换时可运用三角恒等变形公式进行适当的降幂升幂、组合、变换.另外,若能根据问题构造几

何图形,并结合正、余弦定理,可使三角求值问题简明易求.

25.1.1 三角函数角的变换、名的变换与结构变换

  求值中常见的问题有:求已知角的三角函数值;求已知条件下的三角函数值;求几个三角

函数式的和、差、积的混合式的值.求角问题通常是先求有关三角函数值,再由角的范围,结合

单调性求出角.化简问题的解法与三角求值问题的解法有共通之处,但要注意必须化到最简,

最后结果能求出值的应求出值.

在求值、求角、化简的解题过程中,熟练掌握恒等变形公式是关键.

一、恒等变形公式

1.和(差)角公式

sin(α+β)=sinαcosβ+cosαsinβ
cos(α+β)=cosαcosβ-sinαsinβ

→
sin(α-β)=sinαcosβ-cosαsinβ
cos(α-β)=cosαcosβ+sinαsinβ

↓         ↓

tan(α+β)=
tanα+tanβ
1-tanαtanβ

→tan(α-β)=
tanα-tanβ
1+tanαtanβ

2.倍角公式与降次(幂)公式

sin2α=2sinαcosα→sinαcosα=
1
2sin2α

↓        ↓

cos2α=2cos2α-1

=1-2sin2α

=cos2α-sin2α

→
sin2α=

1-cos2α
2

cos2α=
1+cos2α
2

↓          

tan2α=
2tanα
1-tan2α

         

第25讲 三角恒等变换
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  3.辅助角公式

asinα+bcosα= a2+b2sin(α+φ),其中φ 满足cosφ=
a

a2+b2
,sinφ=

b
a2+b2

.

4.和差化积、积化和差公式

①积化和差公式

sinαcosβ=
1
2
[sin(α+β)+sin(α-β)]

cosαsinβ=
1
2
[sin(α+β)-sin(α-β)]

cosαcosβ=
1
2
[cos(α+β)+cos(α-β)]

sinαsinβ=-
1
2
[cos(α+β)-cos(α-β)]

②和差化积公式

sinα+sinβ=2sin
α+β
2 cos

α-β
2

sinα-sinβ=2cos
α+β
2 sin

α-β
2

cosα+cosβ=2cos
α+β
2 cos

α-β
2

cosα-cosβ=-2sin
α+β
2 sin

α-β
2

5.万能公式
 

sin2α=
2tanα
1+tan2α

,cos2α=
1-tan2α
1+tan2α

,tan2α=
2tanα
1-tan2α

6.三倍角公式

sin3x=3sinx-4sin3x=4sinxsinπ3+x  sinπ3-x  
   

cos3x=4cos3x-3cosx=4cosxcosπ3+x  cosπ3-x  
tan3x=tanxtanπ3+x  tanπ3-x  

代数变形与多项式中的一些技巧与思路,在三角函数中也适用,更有其独特的解题策略.
二、解题策略

1.常值代换
  

例如1=cos2θ+sin2θ=tan45°.

     三角、向量、不等式与数列
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  2.角的配凑

 

整体代换

例如α=
α+β
2 +

α-β
2
,β=

α+β
2 -

α-β
2 .

3.降次与升次

可利用倍角公式、半角公式、相关不等式等,例如cos4α=8cos4α-8cos2α+1,sin
α
2=

±
1-cosα
2 .对于锐角θ,有1>sinθ>sin2θ.

4.利用辅助角公式、万能公式

辅助角公式和万能公式都可以将异名三角函数“消元”化为单一的三角函数,从而将异名

三角函数视为单元函数来求解.

5.两端出发

从条件和结论双管齐下,观察各自的繁简难易程度,进而判断前进的方向.更要观察细节,

例如三角函数名称、次数、结构,发现异同,抓住主要矛盾,灵活运用公式,统一内外,解决问题.

   25.1
 

(2019江苏13)已知
tanα

tanα+
π
4  
=-

2
3
,则sin2α+

π
4  的值为    .

思路一:重点关注角的变换和函数名的变换:利用2α+
π
4=α+α+

π
4  以及

α+
π
4  -α=π4对角进行配凑.关于弦的齐次式,进行弦化切.思路二:已知条件使用两角和公

式后,只有一个未知数tanα,可以直接解出.待求式使用两角和公式后出现sin2α,cos2α,使用万

能公式sin2α=
2tanα
1+tan2α

,cos2α=
1-tan2α
1+tan2α

弦化切,代入tanα即可求值.

解法一:由sin2α+
π
4  =sinα+α+

π
4  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =sinαcosα+

π
4  +cosαsinα+

π
4  ,

且sin
π
4 =sin α+

π
4  -α􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =sinα+

π
4  cosα-cosα+

π
4  sinα,可 得 2sin 2α+

π
4  =

sin2α+
π
4  

sin
π
4

=
sin α+

π
4  +α􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

sin α+
π
4  -α􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

   

=
sinα+

π
4  cosα+cosα+π4  sinα

sinα+
π
4  cosα-cosα+π4  sinα

=
tanα+

π
4  +tanα

tanα+
π
4  -tanα

   

=

第25讲 三角恒等变换
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1+
tanα

tanα+
π
4  

1-
tanα

tanα+
π
4  
=
1-
2
3

1+
2
3

=
1
5
,因此sin2α+

π
4  =15×12= 210.

解法二:由 tanα

tan(α+
π
4
)
=-

2
3
,可得

tanα(1-tanα)
1+tanα =-

2
3
,解得tanα=2或tanα=-

1
3.

sin2α+
π
4  =sin2αcosπ4+cos2αsinπ4= 22(sin2α+cos2α)   

=
2
2

2tanα
1+tan2α

+
1-tan2α
1+tan2α  = 22·

1+2tanα-tan2α
1+tan2α

.

当tanα=2 时,原 式 =
2
2

·1+2×2-2
2

1+22
=
2
10
;当 tanα= -

1
3

时,原 式 =
2
2

·

1+ -
2
3  - 13  

2

1+ 13  
2 =

2
10.

综上所述,sin2α+
π
4  的值为

2
10.

 已知

sinx+siny=
1
3

cosx-cosy=
1
5

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

,求cos(x+y)与sin(x-y)的值.

cos(x+y)=cosxcosy-sinxsiny,将sinx+siny=
1
3

和cosx-cosy=
1
5

两式平

方相加得(sinx+siny)2+(cosx-cosy)2=
1
9+

1
25=

34
225
,即2+2(sinxsiny-cosxcosy)=

34
225
,可

得2-2cos(x+y)=
34
225.

故cos(x+y)=1-
17
225=

208
225.

解法一:由sinx+siny=2sin
x+y
2 cos

x-y
2 ①,cosx-cosy=-2sin

x+y
2 sin

x-y
2 ②,

②
①

得tan
x-y
2 = -

cosx-cosy
sinx+siny

= -

1
5
1
3

= -
3
5
,则 sin(x-y)=2sin

x-y
2 cos

x-y
2

   

=

     三角、向量、不等式与数列
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2sin
x-y
2 cos

x-y
2

sin2
x-y
2 +cos2

x-y
2

   

=
2tan

x-y
2

tan2
x-y
2 +1

   

=
-
6
5

9
25+1

=-
15
17.

解法二:由sinx+siny=
1
3

及cosx-cosy=
1
5
,得(sinx+siny)(cosx-cosy)=

1
15
,即

sinxcosx-sinxcosy+cosxsiny-sinycosy=
1
15
,可得

1
2
(sin2x-sin2y)-sin(x-y)=

1
15
,

所以cos(x+y)sin(x-y)-sin(x-y)=
1
15.

又cos(x+y)=
208
225
,可得sin(x-y)=

1
15

cos(x+y)-1
=

1
15

-
17
225

=-
15
17.

 已知tan
α+β
2 =

6
2
,tanαtanβ=

13
7
,求cos(α-β)的值.

解法一:因为tan
α+β
2 =

6
2
,由万能公式得cos(α+β)=

1-tan2
α+β
2

1+tan2
α+β
2

=-
1
5.

又因为tanαtanβ=
sinαsinβ
cosαcosβ

=
cos(α-β)-cos(α+β)
cos(α-β)+cos(α+β)

=
13
7
,所以cos(α-β)=-

10
3cos

(α+

β)=-
10
3× -

1
5  =23.

解法二:由tan
α+β
2 =

6
2
,

 

得cos(α+β)=cos2
α+β
2 -sin2

α+β
2 =

cos2
α+β
2 -sin2

α+β
2

cos2
α+β
2 +sin2

α+β
2

=

1-tan2
α+β
2

1+tan2
α+β
2

=
1-
3
2

1+
3
2

=-
1
5.

又
cos(α-β)
cos(α+β)

=
cosαcosβ+sinαsinβ
cosαcosβ-sinαsinβ

=
1+tanαtanβ
1-tanαtanβ

=
1+
13
7

1-
13
7

=-
10
3
,则cos(α-β)=-

10
3

·

cos(α+β)=-
10
3× -

1
5  =23.

解法三:由tan
α+β
2 =

6
2
,

 

得cos(α+β)=cos2
α+β
2 -sin2

α+β
2

   

=
cos2

α+β
2 -sin2

α+β
2

cos2
α+β
2 +sin2

α+β
2

=

第25讲 三角恒等变换
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1-tan2
α+β
2

1+tan2
α+β
2

=
1-
3
2

1+
3
2

=-
1
5.

又cos(α+β)-cos(α-β)=-2sinαsinβ=-2cosαcosβtanαtanβ=-
26
7cosαcosβ

,即

cos(α+β)-cos(α-β)=-2sinαsinβ=-
13
7 cos

(α+β)+cos(α-β)  ,所以cos(α+β)=-
3
10

·

cos(α-β),因此cos(α-β)=-
10
3cos

(α+β)=
2
3.

解法四:由tanαtanβ=
13
7
,得tanα+β

2 +
α-β
2  tanα+β

2 -
α-β
2  =137,即

tan
α+β
2 +tan

α-β
2

1-tan
α+β
2tan

α-β
2

·

tan
α+β
2 -tan

α-β
2

1+tan
α+β
2 tan

α-β
2

=
13
7.

令tan
α+β
2 =x,tan

α-β
2 =y,即

x+y
1-xy

·x-y
1+xy

=
x2-y2

1-x2y2
=
13
7.

又x=
6
2
,所以

3
2-y

2

1-
3
2y

2
=

13
7
,解得y2=

1
5.

故cos(α-β)=cos2
α-β
2 -sin2

α-β
2 =

cos2
α-β
2 -sin2

α-β
2

cos2
α-β
2 +sin2

α-β
2

=
1-tan2

α-β
2

1+tan2
α-β
2

=
1-
1
5

1+
1
5

   

=
2
3.

 25.2
 

求下列三角函数式的值.

(1)cos
2π
7cos

4π
7cos

6π
7
;

     

(2)8cos2
π
7cos

22π
7cos

23π
7
;

(3)sin6°sin42°sin66°sin78°;
(4)cos6°cos42°cos66°cos78°.

(1)sin2α=2sinαcosα,这个公式可以实现cosα→sin2α 的转变.根据诱导公式

cos(π-α)=-cosα,可得cos
2π
7cos

4π
7cos

6π
7=-cos

π
7cos

2π
7cos

4π
7
,使得所有角度呈倍数关

系,只需匹配一个sin
π
7
,连续用3次二倍角公式就可以实现函数名统一为sin,角度统一为

8π
7
,

     三角、向量、不等式与数列
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再使用诱导公式sin
8π
7=-sin

π
7
,抵消匹配的sin

π
7.

(2)由sin2α=2sinαcosα,可得cosα=
sin2α
2sinα

,将函数名变换成sin,根据诱导公式sin(π-α)=

sinα,可得
sin(π-α)
sinα =1,使得不同角的正弦函数可以约分.

(3)根据同角三角函数的基本关系改变函数名,使得角度呈倍数关系,只需匹配一个cos6°,

连续用4次二倍角公式就可以实现将函数名统一为sin,角度统一为96°,再使用诱导公式

sin96°=cos6°,抵消匹配的cos6°.
(4)观察式子中的角度可以发现cos6°,cos66°=cos(60°+6°),若匹配一个cos(60°-6°)=

cos54°,可用三倍角公式cos3α=4cosπ3-α  cosαcosπ3+α  化简.同理,cos42°=cos(60°-

18°),cos78°=cos(60°+18°),若 匹 配 一 个 cos18°可 用 三 倍 角 公 式 化 简,原 式 转 化 为

1
4cos

(3×6°)·
1
4cos

(3×18°)

cos54°·cos18° .

(1)cos
2π
7cos

4π
7cos

6π
7=-cos

π
7cos

2π
7cos

4π
7

   

=-
sin
π
7cos

π
7cos

2π
7cos

4π
7

sin
π
7

   

=

-

1
2sin

2π
7cos

2π
7cos

4π
7

sin
π
7

=-

1
4sin

4π
7cos

4π
7

sin
π
7

   

=-

1
8sin

8π
7

sin
π
7

=-
-
1
8sin

π
7

sin
π
7

=
1
8.

(2)8cos2
π
7cos

22π
7cos

23π
7=8cos

π
7cos

2π
7cos

3π
7  

2
   

=8
sin
2π
7

2sin
π
7

·
sin
4π
7

2sin
2π
7

·
sin
6π
7

2sin
3π
7

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

2

=8×
1
82
=
1
8.

(3)原 式=sin6°sin42°cos24°cos12°=
2sin6°cos6°
2cos6° cos12°cos24°cos48°

   

=
2sin12°cos12°
4cos6°

·

cos24°cos48°=
2sin24°cos24°
8cos6° cos48°

   

=
2sin48°cos48°
16cos6°

   

=
sin96°
16cos6°=

1
16.

(4)cos3α=4cosπ3-α  cosαcosπ3+α  ,不难发现
π
3-α  + π

3+α  =2π3,π3+α-α=π3,
66°-6°=60°,42°+78°=120°.

因此 我 们 运 用 三 倍 角 公 式 的 逆 变 换cos6°cos66°cos42°cos78°=
cos54°cos6°cos66°

cos54°
·

cos42°cos18°cos78°
cos18°

   

=

1
4cos18°

·1
4cos54°

cos54°cos18° =
1
16.
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  第(3)题也可通过三倍角公式的逆变换来求解.

sin6°sin42°sin66°sin78°=sin6°sin66°sin42°sin78°,结 合sin3α=-4sinα-
π
3  sinα·

sinα+
π
3  =4sinπ3-α  sinαsinα+

π
3  ,所以sin6°sin66°=

sin54°sin6°sin66°
sin54°

,sin42°sin78°=

sin42°sin18°sin78°
sin18°

,则 sin6°sin66°sin42°sin78°=
sin54°sin6°sin66°

sin54°
·sin42°sin18°sin78°

sin18°
   

=

1
4sin18°

sin54°
·

1
4sin54°

sin18°=
1
16.

   求sin410°+sin450°+sin470°的值.

sin410°+sin450°+sin470°.

    =cos480°+cos440°+cos420°

= 1+cos160°2  
2

+ 1+cos80°2  
2

+ 1+cos40°2  
2

=
3
4+
cos2160°+cos280°+cos240°

4 +
1
2
(cos160°+cos80°+cos40°)

=
3
4+

1
8
(1+cos320°+1+cos160°+1+cos80°)+

1
2
(cos160°+cos80°+cos40°)

=
9
8+

1
8
(cos320°+cos160°+cos80°)+

1
2
(cos160°+cos80°+cos40°)

=
9
8+

1
8
(2cos240°cos80°+cos80°)+

1
2
(2cos100°cos60°+cos80°)

=
9
8+

1
82× -

1
2  cos80°+cos80°􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +

1
22×

(-cos80°)×
1
2+cos80°

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

=
9
8.

 25.3
 

已知α,β,γ,δ为锐角,在sinα+cosβ,sinβ+cosγ,sinγ+cosδ,sinδ+cosα 四个

值中,大于 2的个数的最大值记为m,小于
6
2

的个数的最大值记为n,则m+n=    .

运用整体与局部的思想,建立角之间的联系,利用联系来分析不等关系.

由sinα+cosα= 2sinα+
π
4  ,sinβ+cosβ= 2sinβ+

π
4  ,sinγ+cosγ= 2·

sinγ+
π
4  ,sinδ+cosδ= 2sinδ+

π
4  ,得sinα+cosβ+sinβ+cosγ+sinγ+cosδ+sinδ+cosα  

=
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(sinα+cosα)+(sinβ+cosβ)+(sinγ+cosγ)+(sinδ+cosδ)
   

= 2sinα+
π
4  + 2sinβ+

π
4  +

2sinγ+
π
4  + 2sinδ+

π
4  .

又α,β,γ,δ∈0,
π
2  ,则α+

π
4
,β+

π
4
,γ+

π
4
,δ+

π
4∈

π
4
,3π
4  ,因此上式≤42,所以在sinα+

cosβ,sinβ+cosγ,sinγ+cosδ,sinδ+cosα四个数中大于 2的个数至多有3个.

不妨取sinα=
3
2
,sinβ=

2
2
,sinγ=

1
2
,sinδ=

12
13
,此时sinα+cosβ=

3+ 2
2 > 2,sinβ+

cosγ=
2
2+

3
2> 2

,sinγ+cosδ=
1
2+

5
13< 2

,sinδ+cosα=
12
13+

1
2> 2.

故在sinα+cosβ,

sinβ+cosγ,sinγ+cosδ以及sinδ+cosα中大于 2的个数的最大值m=3.
在sinα+cosβ,sinβ+cosγ,sinγ+cosδ,sinδ+cosα 中,若α=β=γ=δ,则sinα+cosβ=

sinα+cosα= 2sinα+
π
4  ,sinβ+cosγ=sinβ+cosβ= 2sinβ+

π
4  ,sinγ+cosδ=sinγ+cosγ=

2sinγ+
π
4  ,sinδ+cosα=sinδ+cosδ= 2sinδ+

π
4  .

当α,β,γ,δ∈0,
π
12  时,可得sinα+cosβ,sinβ+cosγ,sinγ+cosδ,sinδ+cosα 均小于

6
2
,

则n=4.
综上所述,m+n 的值为7.

 已知α,β,γ,δ为锐角,在sinαcosβ,sinβcosγ,sinγcosδ,sinδcosα四个值中,大于

1
2

的个数的最大值记为m,小于
1
4

的个数的最大值记为n,则m+n 的值为(  ).

A.8 B.7 C.6 D.5

由α,β,γ,δ∈ 0,
π
2  ,得sinαcosβ≤

sin2α+cos2β
2

,sinβcosγ≤
sin2β+cos2γ

2
,

sinγcosδ≤
sin2γ+cos2δ

2
,sinδcosα≤

sin2δ+cos2α
2

,即sinαcosβ+sinβcosγ+sinγcosδ+sinδcosα
   

≤

sin2α+cos2α+sin2β+cos2β+sin2γ+cos2γ+sin2δ+cos2δ
2 =2,当且仅当α+β=β+γ=γ+δ=

δ+α=
π
2

时,取等号.

所以sinαcosβ,sinβcosγ,sinγcosδ,sinδcosα 中至多有3个大于
1
2
,取sinα=

3
5
,sinβ=

5
13
,

sinγ=
12
13
,sinδ=

4
5
,则sinαcosβ=

3
5×
12
13=

36
65>

1
2
,sinβcosγ=

5
13  

2

<
1
2
,sinγcosδ=

12
13×

3
5=
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36
65>

1
2
,sinδcosα=

4
5×

4
5=
16
25>

1
2
,因此sinαcosβ,sinβcosγ,sinγcosδ,sinδcosα 中最多有3个

大于
1
2
,即m 的值为3.

令α=β=γ=δ且sinα=
1
5
,则sinαcosβ=sinβcosγ=sinγcosδ=sinδcosα=

26
25<

1
4
,因此n=

4.所以m+n=7.故选B.

25.1.2 巧妙构造图形求值

  三角恒等变换求值毕竟从几何而来,不可舍本逐末,忽略了三角函数的几何意义.因此对

于某些问题,可以构造出相关几何图形,结合三角函数几何意义、三角公式,数形结合来思考

问题,有时会有四两拨千斤之妙.

   25.4
 

求sin18°的值.

思路一(代数法):sin(2×18°)=cos(3×18°),使用倍角公式和同角三角函数的

基本关系恒等变形,转化为关于sin18°的一元二次方程,使用求根公式可得sin18°的值.思路二

(几何法):作一个顶角为36°的等腰三角形,再作底角的角平分线,通过相似三角形对应边成比

例可得sin18°的值.

解法一(代数法,方程思想):因为sin36°=cos54°,即sin(2×18°)=cos(3×18°),

所以2sin18°cos18°=4cos318°-3cos18°.
因为cos18°≠0,所以2sin18°=4cos218°-3,故4sin218°+2sin18°-1=0.又sin18°>0,所

以sin18°=
-1+ 5
4 .

解法二(几何法):如图25.1所示构造等腰△ABC,使AB=AC=1,∠BAC=36°.

B D C

E

A

图25.1

作AD⊥BC 于点D,则∠BAD=∠CAD=18°,BD=CD=
1
2BC.又作

BE 平分∠ABC 交AC 于点E,则∠ABC=∠C=72°,∠ABE=∠EBC=36°,

所以∠BEC=∠C=72°.

设AE=BE=BC=x,则EC=1-x,所以△ABC∽△BEC,则
AB
BC=

BE
EC
,

即
1
x=

x
1-x

,解得x=
-1± 5
2 .

因为x>0,所以x=
-1+ 5
2

,在Rt△ADB 中,sin∠BAD=sin18°=
BD
AB=

x
2=

-1+ 5
4 .
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 (2015全国I卷理16)在平面四边形ABCD 中,∠A=∠B=∠C=75°,BC=2,

则AB 的取值范围是    .

解法一:易 知∠ADC=135°.如 图25.2(a)所 示,连 接 BD.设∠BDC=α,

∠ADB=β,则α+β=135°.

在△ABD 和 △BCD 中,由 正 弦 定 理 得
BC
sinα=

BD
sin75°=

AB
sinβ

,则 AB =
BC·sinβ
sinα =

2sin(135°-α)
sinα =

2sin(α+45°)
sinα = 2(1+cotα).

 

由
α+75°<180°

135°-α+75°<180° 
 

,得30°<α<105°,故 3-2<cotα< 3,则 6- 2<AB< 6+

2.故AB 的取值范围是 6- 2,6+ 2  .

解法二:如图25.2(b)所示,连接AC,同解法一可以得到AB=
1
2 6-2+ 6+2  cotα  ,

其中
α<75°

75°-α<45° ,则30°<α<75°,亦 可 得 6- 2<AB< 6+ 2.故 AB 的 取 值 范 围

是 6- 2,6+ 2  .
  

A

D

C
�a�

B
75°

75°
α

β

75°

   
A

D

CB
75° α

β

�b�

135°
   

B C

DQ

A

P

75°
75°

75°

�c�

75°

   

F

D

C

E

E1

A A1 B
75° 75°

2

�d�

75°

图25.2
解法三:如图25.2(c)所示,动态地审视平面四边形ABCD:边BC=2固定,∠B=∠C=

75°固定,延长BA,CD 交于点P.虽然∠BAD=75°,但边AB 并不固定,平行移动边AD,则容

易看出BQ<AB<BP.

在△BCQ 中,易求得BQ= 6- 2.在△BCP 中,易求得BP= 6+ 2,则AB 的取值范

围是 6- 2,6+ 2  .
解法四:如图25.2(d)所示,根据题意,四边形ABCD 可以看成两个等腰三角形(底角为75°,

相似)有一底角重合所成的图形,即△BCF 与△BAE 的底角∠B 重合,其中BC=2固定,∠A=

∠B=∠C=75°.
由于BC 固定不变,则△BCF 不变,从而另一个三角形的边AE 属于动直线.容易知道AB 的
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最大值是BF,最小值是BA1.

在△A1CB 中,由余弦定理可知BA1= 6-2,在△E1FB 中,由余弦定理可知BF= 6+

2,则AB 的取值范围是(6-2,6+2).
                  

解法一、二的共同点都是将四边形分割为三角形,运用正弦定理来解,属于通性通

法.解法三、四的共同点都是注意到图形的特殊性:四边形中的三个内角固定,一条边

为定长.在图25.2(c)中,与定长边BC 相对的边AD 可以平移,这样就得到了无数个

符合题意的四边形,确定了两个极限位置,从而AB 的长度范围就求出来了.解法四的

视角比解法三更为宏观,将问题放在了两个相关的三角形中,两个解法都是体现了“几

何问题几何方法解”的思维流向,将动态思维发挥到了极致.
本题充分说明解三角形问题的两个思维起点:一是关注边角关系,设法化为熟悉

的情境(三角形),用正、余弦定理求解;二是认真分析图形结构,找到隐含的动态关系,

尤其是最值(范围)类问题.

 在凸四边形 ABCD 中,∠A=∠B=∠C=72°,BC=2,则 AB 的 取 值 范

围是    .

B C

D
A1

A2

A

72°

72°

72°

36°
36°

36°

图25.3

如图25.3所示,构造等腰△A2BC,使得∠B=∠C=72°,

BC=2.作∠C 的平分线CA1,交A2B 于点A1,平移A1C 交A2B 和A2C
分别于点A,D,则四边形ABCD 符合题意.

要求线段 AB 的范围,显然 A1B<AB<A2B,又 A1B=4sin18°=

5-1,A2B=
1

sin18°= 5+1
,则AB 的取值范围是 5-1,5+1  .

 A,B,C 是△ABC 的三个内角,则cosA(3sinB+4sinC)
 

的

最小值为    .

解法一(利用柯西不等式放缩消元):cosA(3sinB+4sinC)=cosA[3sinB+

4sin(A+B)]
   

=cosA(3sinB+4sinAcosB+4cosAsinB)
   

=cosA[(3+4cosA)sinB+4sinA·

cosB].

由柯 西 不 等 式 得 [(3+4cosA)sinB +4sinAcosB]
   

≤ (3+4cosA)2+(4sinA)2 ·

sin2B+cos2B= (3+4cosA)2+(4sinA)2= 25+24cosA,又当取得最小值时A∈ π
2
,π  

 

,

所以cosA<0,
 

从而有cosA(3sinB+4sinC)≥cosA 25+24cosA=- cos2A(25+24cosA).
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故只需求出cos2A(25+24cosA)的最大值,下面用两种方法进行求解.

方法1(导数法):令t=cosA,t∈(-1,0),则cos2A(25+24cosA)=t2(25+24t).

令f(t)=t2(25+24t),f'(t)=72t2+50t,易判断当t=-
25
36

时,函数取最大值,最大值为

f -
25
36  =1253108

,等号成立条件为cosA=-
25
36

且
3+4cosA
4sinA =

sinB
cosB

,即tanB=
2 671
671

,符合

题意.

从而cosA(3sinB+4sinC)≥-
1253
108

,故cosA(3sinB+4sinC)的最小值为-
1253
108 .

方法2(基本不等式法):
 

t2(25+24t)=
1
122
(-12t)(-12t)(25+24t)≤

1
122

25
3  

3
,

 

从而有

cosA(3sinB+4sinC)≥- cos2A(25+24cosA)≥-
1253
108

,当cosA=-
25
36

且
3+4cosA
4sinA =

sinB
cosB

,即cosA=-
25
36

且tanB=
2 671
671

时,等 号 成 立.故cosA(3sinB+4sinC)的 最 小 值 为

-
1253
108 .

RP

4
3

M

C B

QN

图25.4

解析二(利用几何的方法):建立几何图形,如图25.4所示.
要使得cosA(3sinB+4sinC)最小,则cosA<0,得0<B+C<

π
2
,|QN|=3sinB,|PR|=4sinC,且

 

|PQ|≥|PR|+|NQ|,当且仅

当点R 和N 重合时取等号或3cosB=4cosC 时取等号,所以cosA·
(3sinB+4sinC)≥cosA·|PQ|.

不妨设|PQ|=m(1<m<5),cos(B+C)=
32+42-m2

24 =
25-m2

24
,即cosA=-cos(B+

C)=
m2-25
24 .令cosA·|PQ|=f(m)=

m3-25m
24

,1<m<5,f'(m)=
3m2-25
24 .令f'(m)=

0,得m=
53
3 .

当1<m<
53
3

时,f'(m)<0,f(m)单调递减;当53
3 <m<5时,f'(m)>0,f(m)单调递

增,所以f(m)min=f53
3  =

53
3
25
3-25  
24 =-

1253
108

,当且仅当

3cosB=4cosC

3sinB+4sinC=m=
53
3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

时

取到最小值,解得sinB=
23
45
,sinC=

233
60 .所以cosA·(3sinB+4sinC)的最小值为-

1253
108 .
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本题深刻体现了高考对数学思想方法灵活、综合、深层次考查的命题理念.在高考

复习备考的过程中,不能简单以知识为主线进行粗浅复习,要站在数学思想、方法的角

度将不同的问题联系起来,真正地学会举一反三.

25.2 三角形中的恒等变换

  由于三角形各角之间的制约性,在三角恒等变形公式的基础上会进一步演化出一些恒等

式与不等式.这些恒等式分为无条件恒等式与条件恒等式,证明的关键在于消除等式左、右的

差异、消除条件与结论的差异.三角不等式首先是不等式,要掌握证明不等式的常用方法:配

方法、比较法、放缩法、基本不等式、柯西不等式等.另外,要充分利用好三角形内角和为180°
这一结论.如果同时涉及边和角,应尽量使用正、余弦定理实现边角统一.

   25.5
 

已知△ABC 的三个内角的正切值均为正整数,请求出这三个内角的正切值.

已知条件没有体现角度和函数关系,需要充分利用三角形内角和为180°这一结

论及其变形.A+B+C=π,结合条件三个内角的正切值均为正整数,可得最小的角的正切值为

1,借助恒等式tanA+tanB+tanC=tanAtanBtanC 建立起三个正切值之间的关系,代入转化

为两个正切值之间的关系,求整数解即可证明.

因为△ABC 的三个内角的正切值均为正整数,即tanA>0,tanB>0,tanC>0.

设A≤B≤C,则A+B+C=π≥3A,所以A≤
π
3.

又tanA≤tan
π
3= 3

,由于tanA 为正整数,所以tanA=1.因为tanC=tan(π-A-B)=

-tan(A+B)=
-tanA-tanB
1-tanAtanB

,所以有tanA+tanB+tanC=tanAtanBtanC.

将tanA=1代入上式得tanBtanC=tanB+tanC+1,所以(tanC-1)(tanB-1)=2.
因为tanB∈N*,则tanB≥2(因为tanB=1时,C 为直角,不合题意).又tanA,tanB,tanC

为正整数,所以由上式可得
tanB-1=1

tanC-1=2 
 

或
tanB-1=2

tanC-1=1 
 

,由假设A≤B≤C,则tanB≤tanC,

所以
tanB=2

tanC=3 
 

.

综上所述,这三个内角的正切值分别为1,2,3.
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   在锐角△ABC 中,若sinA=2sinBsinC,则tanA·tanB·tanC 的最小值

是    .

由sinA=sin(B+C)=2sinBsinC,即sinBcosC+cosBsinC=2sinBsinC,两边

同除以cosBcosC,得tanB+tanC=2tanBtanC.则tanAtanBtanC=tanA+tanB+tanC=

tanA+2tanBtanC
   

≥2 2tanAtanBtanC,即tanAtanBtanC≥8,当且仅当tanA=2tanBtanC
时取等号,也即tanA=4,tanBtanC=2时取等号,所以tanA·tanB·tanC 的最小值是8.

 证明:在锐角△ABC 中,有tanAtanBtanC≥33.

解法一:由tanA +tanB+tanC=tanAtanBtanC≥3 3
tanAtanBtanC,则

tanAtanBtanC≥33,当且仅当A=B=C=
π
3

时取等号.

解法二:设f(x)=tanx,易知f(x)在 0,
π
2  上是下凸函数,则对于A,B,C∈ 0,

π
2  ,有

f(A)+f(B)+f(C)
3 ≥f

A+B+C
3  =f π

3  ,所以tanA+tanB+tanC≥33,即tanAtanBtanC≥

33.

 证明:在锐角△ABC 中,有tan
A
2+tan

B
2+tan

C
2≥ 3.

解法一:不等式tan
A
2+tan

B
2+tan

C
2≥ 3⇔tan

A
2+tan

B
2+tan

C
2  

2

≥3,即

tan2
A
2+tan

2B
2+tan

2C
2+2tan

A
2tan

B
2+2tan

B
2tan

C
2+2tan

A
2tan

C
2≥3.

又tan2
A
2+tan

2B
2+tan

2C
2≥tan

A
2tan

B
2+tan

B
2tan

C
2+tan

A
2tan

C
2
(依据x,y,z∈R,有

x2+y2+z2≥xy+yz+xz 恒成立),因此tan2
A
2+tan

2B
2+tan

2C
2+2tan

A
2tan

B
2+2tan

B
2

·

tan
C
2+2tan

A
2tan

C
2

   

≥3tan
A
2tan

B
2+tan

B
2tan

C
2+tan

A
2tan

C
2  =3 其 中 用 到 三 角 形 中 的

恒等式tan
A
2tan

B
2+tan

B
2tan

C
2+tan

A
2tan

C
2=1 .

综上所述,tan
A
2+tan

B
2+tan

C
2≥ 3

,当且仅当A=B=C=
π
3

时取等号.

解法二:由A+B+C=π,得tan
A
2=tan

π-(B+C)
2 =

1

tan
B+C
2

=
1-tan

B
2tan

C
2

tan
B
2+tan

C
2

,因此
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tan
A
2+tan

B
2+tan

C
2=
1-tan

B
2tan

C
2

tan
B
2+tan

C
2

+tan
B
2+tan

C
2
,且tan

B
2
,tan

C
2>0

,tan
B
2

·tan
C
2≤

tan
B
2+tan

C
2

2  
2

,所 以tan
A
2+tan

B
2+tan

C
2≥

1-
tan

B
2+tan

C
2  

2

4

tan
B
2+tan

C
2

+tan
B
2+tan

C
2

   

=

1

tan
B
2+tan

C
2

+
3
4tan

B
2+tan

C
2  ≥2× 32= 3,当且仅当B=C=

π
3
,也即A=B=C=

π
3

时

取等号.

 25.6
 

在锐角△ABC 中,证明:sinA+sinB+sinC>2.

为减少变量,先对要证的式子进行变形:sinA+sinB+sinC=sinA+sinB+

sin(A+B)=sinA+sinB+sinAcosB+sinBcosA>2=sin2A+sin2B+cos2B+cos2A.根据

正、余弦函数的有界性可得sinA>sin2A,sinB>sin2B,因为A,B,C 都是锐角,所以A+B>

π
2⇔sinA>cosB

,同理有sinB>cosA,所以sinAcosB>cos2B,sinBcosA>cos2A,相加即可证明.

解法一:因为△ABC 为锐角三角形,所以 A+B>
π
2⇔A>

π
2-B⇔sinA>

sinπ2-B  ⇔sinA>cosB,同理有sinB>cosA.

sinA+sinB+sinC>sin2A+sin2B+sin(A+B)=sin2A+sin2B+sinAcosB+sinBcosA
   

>

sin2A+sin2B+cos2B+cos2A=2.

解法二:由sinx>
2
πx
,x∈0,

π
2  ,得sinA+sinB+sinC>2π·(A+B+C)=2.

 在△ABC 中,证明: 1
1+cos2A+cos2B

+
1

1+cos2A+cos2C
+

   1
1+cos2B+cos2C

≤2.

sin2C=sin2(A+B)=(sinAcosB+sinBcosA)2,由柯西不等式,可得(sinAcosB+

sinBcosA)2≤(sin2A+sin2B)(cos2A+cos2B),所 以cos2A+cos2B≥
sin2C

sin2A+sin2B
,即

cos2A+cos2B+1≥
sin2C+sin2A+sin2B
sin2A+sin2B

,所以
1

cos2A+cos2B+1
≤

sin2A+sin2B
sin2A+sin2B+sin2C

.同

理
1

cos2B+cos2C+1
≤

sin2B+sin2C
sin2A+sin2B+sin2C

, 1
cos2C+cos2A+1

≤
sin2C+sin2A

sin2A+sin2B+sin2C
.
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以 上 三 式 相 加 得
1

1+cos2A+cos2B
+

1
1+cos2A+cos2C

+
   1
1+cos2B+cos2C

   

≤

2(sin2A+sin2B+sin2C)
sin2A+sin2B+sin2C

=2.

����

  三角形中的三角恒等变换等式的证明会根据需要化繁为简,转化方向上可从左证右、从

右证左或左右同时化为另一个式子.以下是一些三角形中较为常见的恒等变换公式.

(1)sin2A+sin2B+sin2C=2(1+cosAcosBcosC);

(2)cos2A+cos2B+cos2C=1-2cosAcosBcosC;

(3)sin3x=3sinx-4sin3x=4sinxsinπ3+x  sinπ3-x  ;
(4)tan

A
2tan

B
2+tan

B
2tan

C
2+tan

A
2tan

C
2=1

;

(5)tanA+tanB+tanC=tanAtanBtanC;

(6)cotAcotB+cotBcotC+cotAcotC=1.

   25.7
 

如图25.5所示,任意△ABC,作其三个角的三等分线,两两成对相交.证明:三

个交点一定构成正三角形.

B C

A

A1 C1
B1

图25.5

已知条件是三个内角三等分,所以考虑将结果向角度方向

转换.在 △AA1C1 中,由 余 弦 定 理 得 A1C2
1=AA2

1+AC2
1-2AA1 ·

AC1cosα,使用正弦定理把边AA1 和AC1 转换成角度,根据式子的结构特

征构造三角形,并结合正、余弦定理进行化简.由于A1C1,A1B1,
   

B1C1 地

位对等,将A1B1,B1C1 用轮换的原则表示出来,若相等则命题得证.

如图25.6所示,设∠A=3α,∠B=3β,∠C=3γ,△ABC

的外接圆的直径为2R,则α+β+γ=
π
3.

B C

A

A1 C1

B1

ααα

γγ
γ

β β
β

图25.6

在△AA1C1 中,由余弦定理得A1C2
1=AA2

1+AC2
1-2AA1·AC1cosα,

且 在 △A1AB 中,由 正 弦 定 理 得
AA1

sinβ
=

AB
sin(α+β)

=
AB

sinπ3-γ  
=

2Rsin3γ

sinπ3-γ  
=8Rsinγsinγ+

π
3  (用 到 正 弦 的 三 倍 角 公 式),即 AA1=

8Rsinβsinγsinγ+
π
3  .
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同理,在 △ACC1 中,由 正 弦 定 理 得
AC1

sinγ =
AC

sin(α+γ)=
AC

sinπ3-β  
=
2Rsin3β

sinπ3-β  
=

8Rsinβsin
π
3+β  ,即 AC1=8Rsinγsinβsin

π
3+β  ,所 以 A1C2

1=AA2
1+AC2

1-2AA1 ·

AC1cosα
   

=(8Rsinβsinγ)2sin2
π
3+γ  +sin2 π3+β  -2sinπ3+γ  sinπ3+β  cosα􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 .

对于sin2 π3+γ  +sin2 π3+β  -2sinπ3+γ  sinπ3+β  cosα 这个式子,构造三角形,使得

三个内角分别为
π
3+γ

,π
3+β

和α,且三角形的外接圆直径为1,则sin2 π3+γ  +sin2 π3+β  -
2sinπ3+γ  sinπ3+β  cosα=sin2α.因此A1C2

1=(8Rsinαsinβsinγ)2,即A1C1=8Rsinαsinβsinγ.

同理 A1B1=8Rsinαsinβsinγ,B1C1=8Rsinαsinβsinγ,所 以 A1B1=A1C1=B1C1,则

△A1B1C1 为等边三角形.

训练25

1.(2022新高考Ⅱ卷6)
 

若sin(α+β)+cos(α+β)=22cosα+
π
4  sinβ,则(  ).

A.
 

tan(α+β)=1 B.
 

tan(α+β)=-1

C.
 

tan(α-β)=1 D.
 

tan(α-β)=-1

2.在△ABC 中,若sin2A+sin2B+sin2C=2,则cosA+cosB+2cosC 的最大值为(  ).

A.
 32
2 B.

 

5 C.
 43
3 D.

 

6

3.求cos236°+cos272°的值.
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4.cos
π
11-cos

2π
11+cos

3π
11-cos

4π
11+cos

5π
11=    .

(用数字作答)

5.△ABC 的三个内角A,B,C 满足A=3B=9C,则cosAcosB+cosBcosC+cosCcosA=  

  .

6.已知在△ABC 中,内角A,B,C 所对的边分别为a,b,c,且3a2=c2-b2,则tanA·tanB 的

取值范围是    .

7.证明:△ABC 为直角三角形的充分必要条件是sin2A+sin2B+sin2C=2.
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